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Einleitnng. 

Die  vorliegende  Arbeit  hat  diejenigen  Raumeurven  vierter  Ord- 
nung zum  Gegenstand,  welche  den  vollen  Schnitt  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  bilden,  und  welche  man  gewöhnlich  als  Baumcnrven  vierter  Ordnung 
erster  Species  bezeichnet  findet  Sie  haben  das  Geschlecht  1  und 
zeichnen  sich  unter  allen  Raumeurven  dieses  Geschlechtes  dadurch  aus,  dass 
sie  die  niedrigste  Ordnung  besitzen.  Darum  treten  sie  in  Analogie  mit  den 
allgemeinen  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  welche  für  das  zwei- 
dimensionale Gebiet  bekanntlich  dieselbe  Stellung  einnehmen.  Diese  Analogie 
lässt  sich  in  vielen  Eigenschaften  wiedererkennen ,  und  gerade  auf  diese  be- 
zieht sich  die  gegenwärtige  Arbeit.  Den  3'  Wendepunkten  der  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  nämlich  entsprechen  diejenigen  4'  Punkte  der  ge- 
nannten Raumeurven  vierter  Ordnung,  in  denen  sie  vierpunktig  berührende 
Osculationsebenen  besitzen,  und  welche  als  Wende berührungsp unkte 
bezeichnet  werden.  Die  interessanten  Gruppirungseigenschaften  der  Wende- 
punkte der  Curven  dritter  Ordnung  sind  durch  Plücker  und  Hesse  klar- 
gelegt worden  und  haben  seitdem  Anregung  und  Grundlage  für  manche 
neuere  Arbeit  abgegeben.  Ganz  analoge  Verhältnisse  finden  sich  bei  den 
sechzehn  Wendeberührungspunkten  wieder,  doch  jsind  sie  bis  jetzt  noch 
nicht  erschöpfend  untersucht  worden;  diese  Aufgabe  zu  erledigen  ist  der 
Zweck  des  zweiten  Capitels  der  gegenwärtigen  Arbeit.  Es  empfiehlt  sich 
nicht,  für  diese  Untersuchungen  die  analytische  Geometrie  zu  benutzen, 
weil  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen,  welche  C  leb  seh  die 
mathematische  Welt  gelehrt  hat,  weit  leichter  zum  Ziele  fuhrt.  Besonders 
ist  es  immer  die  von  Clebsch  aufgestellte  geometrische  Form  des  AbeT sehen 
Theorems,  welche  sich  als  fruchtbarstes  Hilfsmittel  erweist,  um  über 
die  grossen  Zahlen  geometrischer  Gebilde,  welche  dabei  auftreten,  üeber- 
sicht  zu  behalten,  habe  ich  mich  der  Gruppentheorie  bedient;  so  ist  es 
zu  erklären ,  dass  das  erste  Capitel  der  Arbeit  durchaus  gruppentheöretischen 
üeberlegungen  gewidmet  ist. 
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Die  16  Wendeberührongspunkte  etc. 

Die  Baumcurven  vierter  Ordnung  lassen  sich  auf  verschiedene  Weisen 
durch  elliptische  Functionen  darstellen;  ich  habe  mich  der  von  Herrn 
Kill  in  g  gegebenen  Darstellung  durch  a^JB^ttn^tionen  angeschlossen.  Wie 
anfangs  die  elliptischen  Functionen*.  «Ur^prdj^ellang  der  Curve  und  also  zur 
Aufstellung  geometrische^' 69^  ^i^Bi;  so  werfen  in  der  Folge  umgekehrt 
die  geometrisc]}en  "sindl^rnippeMlieoretischen  Wahrheiten  Licht  auf  die  Theorie 
der  ^-Ftih^^fiiep^'.  Durch  sie  wird  üebersichtlichkeit  und  eine  neue  Be- 
^Cflnpi^jig'  {üV  eine  grosse  Anzahl  von  a- Relationen  gewonnen.  Diesen  Ent- 
Wickelungen  ist  das  dritte  Capitel  gewidmet. 


Erstes  Capitel. 
Qruppentheoretische  Hilfsmittel. 


§  1.  Einleitendes. 

Mit  den  in  der  Einleitung  erwähnten  Gruppirungsverhältnissen ,  welche 
die  Wendepunkte  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  aufweisen ,  hat  sich 
wohl  zuerst  mit  Erfolg  Maclaurin  beschäftigt;  ihm  verdanken  wir  den 
grundlegenden  Satz,  dass  ei'&e  Gerade,  welche  zwei  Wendepunkte 
verbindet,  nothwendig  noch  durch    den    dritten    geht    —    den 

m 

dritten,  denn  Maclaurin  kannte  nur  die  reellen  Wendepunkte  (De  linearum 
geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus,  p.  231).  Plücker,  der 
überhaupt  zuerst  9  als  wahre  Zahl  der  Wendepunkte  aufstellte ,  zeigte  dann, 
dass  dieser  Satz  allgemein  gilt,  und  dass  also  jede  Curve  zwölf  Wendelinien 
besitzt,  d.  h.  Gerade,  welche  drei  Wendepunkte  verbinden  (System  der 
anal.  Geom.,  S.  283  und  284).  Hieran  anknüpfend  fisuid  Hesse,  dass  diese 
zwölf  Geraden  sich  gerade  zu  vier  Dreiecken  anordnen  lassen,  welche  alle 
neun  Punkte  auf  sich  trafen,  und  zeigte  auf  Grund  dessen  die  Lösbarkeit 
der  Gleichung  neunten  Grades,  auf  welche  die  Berechnung  der  Wende- 
punkte führt  (Crelle's  Journal  Bd.  28,  S.  68— 107).  Den  Wendelinien 
entsprechen  bei  unseren.  Baumcurven  Wendeebenen,  d.  h.  Ebenen,  welche 
vier  Wendeberührungspunkte  enthalten;  den  Wendedreiecken  entsprechen 
Wendetetraeder,  d.  h.  Tetraeder,  die  aus  vier  Wendeebenen  derart  zusammen- 
gesetzt sind,  dass  sie  alle  16  Wendebertthrungspunkte  auf  sich  tragen. 
Die  Zahlen  der  Wendelinien  und  Wendedreiecke  sind  gering,  und  diese 
zweierlei  Gebilde  sind  unter  einander  gleichberechtigt.  Anderes  haben  wir 
für  die  analogen  Gebilde  bei  den  Baumcurven  zu  erwarten:  sie  sind  sehr 
zahlreich  und  scheiden  sich  in  meh|:«re  verschiedene  Classen.  üeber  diese 
zahlreichen  Gebilde  nun  in  der  Weise  üebersicht  zu  behalten,  dass  wir  nur 
wenige  Bepräsentanten  ins  Auge  zu  fassen  haben  und  die  übrigen  aus  ihnen 
leicht  ableiten  können,  wird  uns  die  Gruppentheorie  ermöglichen;  darum 
führen  wir  sie  jetzt  ein. 
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Wir  legen   ia    dieser  Arbeit  die  Killing^sche*  Darstellung    unserer 

Curven : 

XqIX^ix^ix^^ö  {2v)  :  (Jj  (2  t;) :  ö^  (2  t;) :  ö^  (2t;) 

zu  Grunde ,  bei  welcher  die  vier  Coordinatenebenen  sich  zum  Polartetraeder 
für  das  durch  die  Curve  bestimmte  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  zu- 
sammensetzen. Während  das  Argument  v  alle  Werthe  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogramms mit  den  Seiten  2  od  und  2o)'  einmal  durchwandert,  be- 
schreibt der  durch  die  definirende  Proportion  bestimmte  Punkt  gerade  unsere 
Raumcurve  einmal.  Alle  homologen  Punkte  der  t^-Ebene  in  den 
verschiedenen  Periodenparallelogrammen,  also  alle  Werthe  t;, 
welche  mod  2fi>,  2a>'  congruent  siud,  liefern  denselben  Curven- 
punkt,  denn  die  Werthe  der  vier  <j- Functionen  für  zwei  solche  Argumente 
unterscheiden  sich  um  dieselben  Factoren,  die  sich  also  wegen  der  Propor- 
tionalität wegheben ;  wir  werden  immer  Argumente  im  ersten  Parallelogramm 
mit  den  Ecken  0 ,  2  o) ,  2<o\  2  o}  +  2  cd'  schreiben. 

Die  Darstellung  ist  —  und  das  ist  von  besonderer  Wichtig- 
keit —  so  normirt,  dass  die  Summe  der  Argumente  von  vier 
Punkten  der  Curve,  die  in  einer  Ebene  liegen,  ein  Perioden- 
vielfaches ist,  also  in  Formel: 

t;i  + 1?2  + 1;3  + 1?4  =  0 ,   mod  2  od  ,  2  a}' 

(AbeTsches  Theorem  in  besonderer  Gestalt.     Alle  diese  Thatsachen  sind  in 

der   Killing'schen   Dissertation    begründet,    und    wir   haben   darum   nur 

nöthig,  sie  hier  zu  citiren). 

Der  letztere  Satz  lässt  uns   sofort   erkennen,  dass  zu  den 

Wendeberührungspunkten  Argumente  v  gehören,   für  welche 

gilt: 

4t>^0  mod  2g),  2flD', 

und  solcher  giebt  es  im  Periodenparallelogramm  eben  16.  Für  diese 
Werthe  von  v  verschwindet,  wie  bekannt,  je  eine  der  <j- Functionen  des 
doppelten  Argumentes  2  t;,  und  so  bestätigt  uns  ein  Blick  auf  die  defini- 
rende Proportion  den  bekannten  Satz,  dass  die  Curve  das  Polar - 
tetraeder  des  zugehörigen  Flächenbüschels  (also  hier  das 
Coordinatentetraeder)  gerade  in  den  16  Wendeberührungs- 
punkten durchsticht.  Wir  zählen  einmal  alle  diese  Punkte,  nach 
den  Tetraederebenen  I,  II,  III,  IV  geordnet  und  innerhalb  derselben 
durch  arabische  Ziffern  unterschieden,  mit  ihren  Coordinatenwerthen  auf, 
um  sie  für  das  Folgende  vor  Augen  zu  haben: 

Ij.    t;  =  0  .  CD  +  0  .  w  ,     Xq:Xi:X2:x^  =  0 


h- 

t;  = 

M  + 

h- 

V  — 

CD, 

h- 

t;  = 

OD ,      XqIX 


Xo'.X 


OD  ,      XqIX 


.  SOa    •  3va  "^~  vi 
.  «H/a  .  Sto  ""—  vi 


:      1  : 

:      1 

'    1; 

:      1  : 

:-l  : 

'    1; 

:-l  : 

1  : 

1; 

:      1  : 

.      1  : 

-1. 

*  Killing,  Der  FlächenbÜBchel  zweiter  Ordnung,  Dissertation,  Berlin  1872. 
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CD 


Di-   t;=    -s-, 


*0  •  •«'1  •  *<  •  ««^ 


(D 


IIj.   t;  =  3^+    w',     «b:«i:a;j:ai  =  - 


(D 


IL.   t;  =  37r, 


£q  :  X| :  ^ :  ^  — 


Q> 


n^.    t;=    •^+    »',     x^ix^ix^'.x^  =  — 


in,.  t;=      y+      y,  Xq\X^'.X^\X^== 

niy  i;  =  3y  +  3j,  a;o:«i:irg:ir8=- 

1113.  t?  =  3  -^  +    7^ ,  Xq  :  a?, :  ajj :  ajj  = 

1114.  t;=    y  +  Sg-'  iCo:«i:a?g:a?s  =  - 


IV,.    t;== 


a> 


IVj.   t;=     »+3-=r,   Xo'^i  •^2:3:3  =  — 


(D 


IV3.     t7=      (»+       -5-,     X^IX^XX^'.X^^" 


IV^.   t;  = 


2 

3  od' 


t     ^0  •  ^1  •  ^  •  ^3  — 


:  0  :  +  /ci-  e^  '  +  V^i'-H\ 


:  0 :  — /v-^, : +  /c, -  e^; 


:0:  +  /c,  — Cgi  +  Zc,  — t'^; 


:  0  i  +  j/ci—  e, :  —  ^^e,  —  63. 


•  +  /««— «1  •  ö :  +  /«a— ^s» 


:  + /^^^  :  0 ;  —  ^^c^  —  (^ . 


:  +  ^«3— <^i :  +  ?/«s  —  ^  •  Ö 


: +  ^^63— e, :  — /cj— ^:  0 


:->^C3-c,:  +  /c3  — c^:0 


:  +  /«3  -  <^i :  +  ^^<%  -  ^i  •  ^  • 


Die  Grössen  e,,  e^,  63  sind,  wie  bekannt,  durch  die  Relation: 

Terbonden  und   Tertreten   in  homogener  Weise  den  gewöhnlich  mit  A:^  be- 
zeichneten Modul  des  elliptischen  Integrals. 


§  2.  Transformationen. 

1,  SinfOhrong  derselben  und  Ableitung  ihrer  wesentUohsten 

Wir  kommen  nun  daxu,  eine  Gruppe  von  Transformationen  zu  be- 
trachten, welche  schon  Herr  Harnack  in  einer  Arbeit  über  denselben 
Gegenstand,  Mathem.  Annalen,  Bd.  XII,  S.  81,  behandelt  hat  unterwerfen 
wir  das  Argumentensjstem  für  die  Punkte  unserer  Curve  den  Trans- 
formationen 

in  welchen  a  und  2»  ganze  Zahlen  sind ,  ersetzen  wir  also  jeden  Parameter  v 
durch  dasjenige  v\  welches  die  obige  Formel  angiebt,  so  geht  offenbar  das 
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ganze  Parametersjstem  in  sich  über.    Da  nun  alle  mod  2  o» ,   2  cd'  congruen- 

ten  Argumente    demselben  Curvenpunkt    zugehören,    so    folgt,    dass  zwei 

Transformationen  mit  den  Coefficienten  a,  b  und  a^  5^,   für  welche  die 

Relationen  bestehen: 

a  =a|,   6  =  6i  mod  4, 

dieselben  Aenderungen  herbeiführen.  Statt  alle  Transformationen  haben 
wir  also  nur  nöthig,  diejenige  endliche  Anzahl  derselben  ins  Auge  zu  fassen, 
für  welche  entsprechende  Coefficienten  mod  4  incongruente  Zahlen  sind.  Nun 
giebt  es  16  mod  4  verschiedene  Zahlenpaare  a  und  &,  und  da  v  mit 
dem  doppelten  Vorzeichen  behaftet  ist,  so  folgt,  dass  die  Zahl  der  in 
ihren  Wirkungen  verschiedenen  Transformationen  der  an- 
gegebenenArt  32  ist.  Wir  schreiben  dementsprechend  unsere  Formeln 
nicht  mehr  als  Gleichungen,  sondern  als  Congruenzen  wie  folgt: 

viz  +_v  +  a-^  +  b  '^mod2(o^  2«'. 

Die  Transformationen  haben  die  ausgezeichnete  Eigen- 
schaft, dass  sie  die  Argumente  der  Wendebertthrungspunkte 

r-^  +  s-^  in  einander  überführen.     Neben  dieser  Thatsache  ist  es 

noch  eine  zweite ,  die  wir  in  der  Folge  immer  benutzen  werden:  Die  Argu- 
mente Vp*  Vj)  f^si  v^  von  vier  Punkten  der  Curve,  die  einer  Ebene  an- 
gehören, sind,  wie  wir  gesehen  haben,  an  die  Relation  gebunden: 

v^  +  v^  +  v^  +  v^^O  niod2a>,  2©'. 

Wenden  wir  auf  sie  eine  der  obigen  Transformationen  an ,  so  erkennen  wir, 
dass  die  vier  Argumente  v\,  v\y  v^,  v\^  in  welche  sie  übergeführt  werden, 
derselben  Relation  genügen: 

^\'\'^\'\r^\'\r^\^^^  fnod2«,  2». 
Es  mag  uns  gestattet  sein,  eine  solche  Summe  v^  +  v^'\r^^')r^i  k^u^ 
als   das  Argument   der  betreffenden  Ebene   zu   bezeichnen.     Dann 
können  wir  all'  das  Bisherige  zusammenfassen  zu  dem  Scatsse:  Die  32  Trans- 
formationen der  Gestalt 

V  =  Ji,i>  +  a -^  -^r"^ -^  wöd  2co,  2o 

führen  das  ganze  Argumentensystem  in  sich  über,  und  zwar 
so,  dass  die  Parameter  der  16  Wendeberührungspunkte  sich 
untereinander  vertauschen,  und  dass  das  Argument  einer 
jeden  Ebene  durch  vier  Curvenpunkte  wieder  in  ein  eben- 
solches übergeht 

Die  Transformationen  haben  nicht  nur  Bedeutung  für  das  an  sich  be- 
stehende Argumentensjstem ,  sondern  auch  für  die  Curve  selbst.  Wenn 
wir  jedem  Punkt  statt  seines  ursprünglichen  Argumentes  v  das  hierdurch 
bestimmte  Argument  v    willkürlich  beilegen,    so  erhalten  wir  eine  Para- 
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meterveriheilnng,  wie  sie  sich  bei  einer  anderen  Definition  derselben  Corve 
einstellt.  Legen  wir  der  gewöhnlichen  <j- Function  einmal  den  Index  0  bei, 
so  bestehen  bekanntlich  bei  dem  angegebenen  Zusammenhang  von  v  und  v 
Belationen  der  folgenden  Art: 

wo  Cß  eine  Constante  bedeutet,  und  a  und  ß  die  Zahlen  0,  1,  2,  3  in  ge- 
wissen Ordnungen  durchlaufen.  Wir  können  also  die  Curve  auch  defi- 
niren  durch: 

XqIXiIX^:  a?3=  dd  (2t?')  :  c*  Ck  (2t;') :  C/<j/  (2  t;')  :  Cm  <Jm  (2  t;'). 

unsere  Ausgangsdefinition  erscheint  hiemach  als  ein  Beispiel  von  32 
gleichberechtigten  Definitionen;  die  den  letzteren  entsprechenden  Parameter- 
Tertheilungen  gehen  durch  unsere  Transformationen  in  einander  über. 
Schreiben  wir  den  Zusammenhang  zwischen  <Jo(2t;)  und  aß{2v) 
in  den  proportionalen  Coordinaten,  so  erhalten  wir,  wie  be- 
kannt, die  Formeln  für  die  32  Collineationen  des  Raumes,  bei 
denen  unsere  Curye  gerade  in  sich  übergeht. 

2.   Gruppentheoretisohe  Behandlung  der  Tranfiformationen. 
Wir  wollen  uns  im  Folgenden  immer  gestatten,  die  Transformationen 

je  nach  dem  Vorzeichen,  welches  v  besitzt,  kurz  als  positive  oder  nega- 
tive Transformationen  zu  bezeichnen. 

Zwei  Transformationen  hinter  einander  angewandt,  ergeben  dasselbe 
Resultat,  wie  eine  einzige  dritte,  und  alle  zusammen  bilden  daher  eine  ge- 
schlossene Gruppe  von  Operationen,  der  wir  im  Folgenden  unsere 
Aufmerksamkeit  zuzuwenden  haben.  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  eine 
blosse  Angabe  der  einfachen  Resultate. 

Was  zunächst  die  erzeugenden  Operationen  betrifft,  so  ist  leicht 
zu  sehen,  dass  als  solche  die  folgenden  drei  benutzt  werden  können: 

t;=  — v,   t;=t;  +  ^,    v^v+-^  ntoa  2  oo,  2  cd  , 

denn  die  beiden  letzteren  erzeugen  alle  positiven  Transformationen,  und 
alle  diese  verbunden  mit  der  erstereu  geben  alle  negativen. 

Periodicitäi.  Die  identische  Operation  mit  a  =  0 ,  5  =  0  hat  die  Pe- 
riode 1;  die  drei  positiven  Transformationen ,  für  welche  a  und  h  gerade 
Zahlen  sind  (0,2;  2,0;  2,2),  sowie  die  16  negativen  Transformationen 
sind  von  der  Periode  2,  und  alle  zwölf  übrigen  positiven  Transformationen 
haben  die  Periode  4. 

Oleichberecktigung,      Positive  Transformationen   sind  gleichberechtigt 

unter  der  Bedingung 

a^  —  üj   &  =  —  6'  mod  4. 
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Es  giebt  also  sechs  Paare  gleichberechtigter  positiver  Transformationen  der 
Periode  4  (welche  paarweise  von  einander  die  dritten  Potenzen  bilden)  und 
die  vier  übrigen  positiven  Transformationen  der  Perioden  2  und  1  sind  nur 
sich  selbst  gleichberechtigt.  —  Die  negativen  Transformationen  sind  zu  je 
vier  gleichberechtigt,  und  für  je  zwei  gleichberechtigte  gilt: 

a'rEEa\   h~h'  mod  2. 

An  ausgezeichneten  Untergruppen  finden  wir  in  der  vorliegenden  Gruppe 

I.  solche,  die  aus  Schaaren  gleichberechtigter  Trans- 
formationen durch  Hinzunahme  aller  Combinationen  und 
Wiederholungen  entstanden  sind,  nämlich: 

1.  dia  Identität  bildet  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  für  sich; 

2.  jede  der  drei  positiven  Transformationen  der  Periode  2  bildet  zu- 
sammen   mit   der  Identität   eine   ausgezeichnete  Untergruppe    der 

•  Ordnung  2; 

3.  je  zwei  gleichberechtigte  positive  Transformationen  der  Periode  4 
bilden  zusammen  mit  einer  positiven  Transformation  der  Periode  2 
und  der  Identität  eine  cjklische  ausgezeichnete  Untergruppe  der 
Ordnung  4;  solcher  giebt  es  also  sechs; 

4.  jede  Schaar  von  vier  gleichberechtigten  negativen  Transformationen 
bildet  zusammen  mit  den  drei  positiven  Transformationen  der  Pe- 
riode 2  und  der  Identität  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ord- 
nung 8;  solcher  giebt  es  vier; 

IL  solche,  welche  durch  Zusammenfassung  der  bisher  ge- 
nannten entstehen: 

5.  die  drei  positiven  Transformationen  der  Periode  2  zusammen  mit 
der  Identität  bilden  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  4 ; 

6.  alle  positiven  Transformationen  bilden  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe der  Ordnung  16; 

7.  durch  Zusammenfassung  zweier  solcher  Untergruppen  aus  3. ,  welche 
dieselbe  Transformation  der  Periode  2  besitzen,  erhalten  wir  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  8,  enthaltend  je  vier 
positive  Transformationen  der  Periode  4  mit  derselben  positiven 
Transformation  der  Periode  2  als  zweiter  Potenz  und  alle  positiven 
Transformationen  der  Perioden  1  und  2 ;  solcher  giebt  es  also  drei ; 

8.  durch  Zusammenfassung  zweier  Untergruppen  aus  4.  erhalten  wir 
sechs  ausgezeichnete  Untergruppen  der  Ordnung  16,  enthaltend  acht 
positive  Transformationen,  welche  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
aus  7.  bilden,  und  acht  negative  Transformationen,  welche  zu- 
sammen mit  den  vier  positiven  Transformationen  der  Periode  2 
zwei  ausgezeichnete  Untergruppen  aus  4.  bilden.  Zwei  von  diesen 
Untergruppen  der  Ordnung  16,  welche  dieselbe  Untergruppe  aus 
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7.  besitzen,  enthalten  aber  nicht  zwei  gleiche  Untergruppen  aas  4., 
sondern  theilen  sich  gerade  in  die  Tier  dort  genannten  Untergruppen. 


Wir  haben  in  Fig.  1  durch  ein  Schema  zu  zeigen  versucht,  wie  das 
ganze  System  der  genannten  ausgezeichneten  Untergruppen  verzweigt  ist, 
d.  h.  wie  die  ausgezeichneten  Untergruppen  der  höheren  Ordnungen  die- 
jenigen niederer  Ordnungen  in  sich  enthalten.  Jede  Gruppe  ist  dabei  durch 
ihre  Ordnungszahl  und  durch  ihre  Nummer  in  der  obigen  Tabelle  vertreten. 

§  3.  Substitutionen. 

1.  Einführung  derselben. 

Aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  bekannt,  dass  wir 
statt  des  anfänglichen  Periodenpaares  2o),  2a>'  noch  unendlich  viele  andere 
wählen  können,  ohne  dass  die  a- Functionen  dadurch  wesentlich  geändert 
werden.  Wir  meinen  Periodenpaare  2(o,  2cJ',  welche  mit  den  ursprüng- 
lichen durch  Relationen  verbunden  sind: 


»  =  y Q)  +  0(0  ) 


f&r  die  wir  in  der  gegenwärtigen  Arbeit  immer  den  Namen  (o-)  Sub- 
stitutionen verwenden  wollen. 

Die  tf- Function  behält  ihren  Werth  für  alle  diese  Periodenpaare  bei, 

in  Formel 

<y(t;|2<»,  2(o')  =  <y(t?|2(o,  26^ 

Die  Functionen  a^,  a,,  ^3,  sowie  die  früher  genannten  Grössen  c,,  e^,  e^ 
dagegen  vertauschen  ihre  Indices,  wie  bekannt,  in  Formel 

0ft{v\2(o^  2o)')  =  0,  (t;j2(o,  2(o'), 

l^/*]««,  Ä«'  ~  l^ls«,  2«'- 
Unsere  Curve 

wird  sich  dementsprechend  bei  Zugrundelegung  dieser  neuen  Periodenpaare 

darstellen  durch 

XqIX^:  x^:x^=ö  (2v\2cSy  2(d)  :  <Ja  :  a^  :  0^, 

wobei  die  Indices  nach  den  Besten,  welche  die  Coefficienten  der  co- Sub- 
stitutionen fnod2  besitzen,  in  hier  als  bekannt  anzusehender  Weise  zu  be- 
stimmen sind. 

Es  bedarf  keiner  ausführlichen  Begründung,  sondern  nur  der  Hervor- 
hebung, dass  alle  in  einem  neuen  Periodenparallelogramm  (wel- 
ches einem  früheren  inhaltsgleich  ist)  2(o,  2«»'  befindlichen 
Argumente  den  Punkten  der  Curve  eindeutig  zugehören,  und 
wieder  alle  mod  Perioden  congruenten  Argumente  denselben 
Cnrvenpankt  liefern.     Aach  besteht  der  Satz,  dass  die  Summe 


Von  E.  Lanob. 


*"  •~.^-  •  ^\^  i*" ,^~  •«,'-.'  «^^^ 


der  Argumente  v^,  v^^  v^^  v^  von  vier  Punkten  der  Curve  in 
einer  Ebene  ein  Periodenvielfaches  ist: 

Vj  +  Vg  +  V3  +  ^4  Ez  0  mod  2  (ö,  2  cS', 

nach  wie  vor;  und  unsere  16  ausgezeichneten  Punkte  er- 
halten wieder  Periodenviertel  als  Argumente. 

CO  09 

Neben  dem  Argumente  ^1%  "^s-^  eines  Wendeberührungspunktes  werden 

wir  in  der  Folge  oft  von  seiner  ,j Benennimg ^^  zu  sprechen  haben;  wir  ver- 
stehen darunter  das  Paar  ganzer  Zahlen  (r,  5),  welches  in  seinem  Argu- 
mente vorkommt,  und  welches  wir  immer  aus  der  Zahlenfolge  0,  1,  2,  3 
wählen  können  und  wählen  werden.  Analog  dem  Argument  einer  Ebene 
durch  vier  Wendebertthrungspunkte  werden  wir  als  Benennung  derselben 
die  Summe  der  Benennungen  dieser  vier  Punkte 

bezeichnen. 

Der  letzte  Theil  der  vorliegenden  Arbeit  wird  uns  mit  gewissen 
<f  -  Relationen  bekannt  machen,  welche  genau  den  Ebenen  durch  je  vier 
Wendeberührungspunkte  entsprechen ,  indem  in  ihnen  gerade  die  Argumente 
solcher  Punktquadrupel  auftreten.  Die  nun  eingeführten  Substitutionen 
wie  die  Transformationen  fahren  die  Benennungen  der  16  Punkte  in 
einander  über  und  werden  uns  also  ermöglichen,  aus  einer  solchen  a- Re- 
lation mit  Leichtigkeit  eine  ganze  Reihe  abzuleiten.  Jede  der  a- Relationen 
gilt  für  ein  beliebiges  Periodenpaar  2 00,  2o)',  so  dass  zwei  derselben,  die 
sich  nur  in  den  zu  Grunde  gelegten  Perioden  unterscheiden,  als  identisch 
zu  betrachten  sind. 

Zwei    Substitutionen,    kurz    durch    ihre    Determinanten    geschrieben: 

« ß 


6 


and 


für  welche 


bewirken,  dass  ein  Punkt  (r,  s)  die  Benennungen  [{ra  +  sy),  i^ß'^sd)]^ 
[{ra+sy)^  (r|3'  +  «d')]  erhält,  welche  mod 4  congruent  sind;  sie  führen 
also  dieselben  Umänderungen  der  Benennungen  unserer  Punkte 
(nicht  der  Argumente,  da  sie  verschiedene  neue  Periodenpaare  einführen) 
herbei,  sie  werden  daher  aus  einer  der  erwähnten  ff- Relationen  dieselbe 
andere  ableiten.  Darum  werden  wir  von  unseren  Substitutionen 
nur  diejenigen  unterscheiden,  für  welche  entsprechende  Co- 
efficienten  mod  4  incongruent  sind. 

Wir  können  schliesslich  auch  die  bisher  festgehaltene  Bedingung 
ord  —  /3y  =  il  ersetzen  durch  ad  —  jSyEE+l  med 4 ,  denn  zwei  Substitu- 
tionen, deren  entsprechende  Coefficienten  mod 4  congruent  sind,  für  deren 
eine    aber   g^ilt   aö  —  ßy=z jr^l^    während    die   andere   eine  Determinante 
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--^.,-^^.  -,r-./^ 


aö  —  ßy^  +_1  modi  besitzt,  liefern  dieselben  ümnennungen  der  Punkte, 


z.B. 


3  1 
-1  0 


und 


3  1 
30 


Dorch  diese  Erweiterung  der  Bedingung  gewinnen  wir  eine  leichtere 
üebersicht  über  die  Gesammtheit  unserer  Substitutionen ,  denn  wir  erlangen 
sie  jetzt  alle ,  wenn  wir  nur  alle  Coefficienten  aus  einem  Bestsystem  mod  4, 
also  z.  B.  aus  der  Zahlenfolge  0,  1,  2,  3  wählen.  Wir  finden,  dass 
es  96  verschiedene  Substitutionen  giebt,  und  zwar  48  mit 
aö  —  ßy^+l  modiy  die  wir  kurz  positive  Substitutionen,  und  48  mit 
aö  -Py  =  — lmod4,  die  wir  negative  Substitutionen  nennen  wollen. 

2.  GmppentheoretiBohe  Behandlung  der  Substitutionen. 


Da   die    Substitutionen 


Y 


a   ß 
ö 


und 


«1  ^1 
Yi    ^1 


nach  einander  auf  einen 


die  einzige  Substitution 


mit  (a^  — /?y)(aidi-ftyi) 


Wendeberührungspunkt  angewandt,  dieselbe  Umnennung  herbeifCihren ,  wie 

Y^i  +  ^Yi  yft  +  dd, 

als  Determinante,  so  haben  wir  zu  merken  den  SatjS:  Zwei  Substitu- 
tionen, nach  einander  angewandt,  geben  dasselbe  Resultat, 
wie  eine  einzige  dritte,  deren  Determinante  das  in  bestimm- 
ter Weise  gebildete  Product  (Verbindung  der  Zeilen  der  ersten 
Determinante  mit  den  Colonnen  der  zweiten)  der  Determinan- 
ten der  Einzelsubstitutionen  ist.  Wir  erkennen  also,  dass  die 
96  Substitutionen  eine  geschlossene  Gruppe  von  Operationen  bilden,  und 
diese  ist  es,  die  wir  im  Folgenden  näher  ins  Auge  zu  fassen 
haben.  Wir  beschränken  uns  dabei  oft  auf  blosse  Angabe  der  Resultate, 
weil  ja  alle  diese  üeberlegungen  keine  principiellen  Schwierigkeiten  bieten. 
Erzeugende  Substitutionen.  Es  ist  bekannt,  dass  sich  alle  Substitu- 
tionen der  Determinante  +  1  bilden  lassen  durch  Wiederholungen  und  Ver- 
bindungen von  nur  zweien: 


1 1 

und 

0-1 

0  1 

1      0 

Alle  negativen  Substitutionen  entstehen  durch  Combination  einer  ein- 
zigen unter  ihnen  mit  allen  positiven.  Ein  System  dreier  erzeugender.  Sub- 
stitutionen erhalten  wir  also,  wenn  wir  zu  den  beiden  oben  genannten  noch 
eine  beliebige  negative  Substitution  hinzunehmen.  Wir  werden  dazu  am 
besten  eine  solche  wählen,  deren  eine  Potenz,  mit  einer  jener  beiden  posi- 

1  3 

tiven  combinirt ,  die  andere  ergiebt.     Eine  solche  ist 


12 


denn  ihr  Qua- 


drat 


giebt 


Ol 

-1  3 

1  1 

0  1 


mit 


0  -1 

1  0 


in  der  Reihenfolge 


0  -1 

1  0 


Ol 
-1  3 


combinirt, 
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Hiernach  haben  wir  also  das  Besultat,  dass  sich  alle  96  Sub- 
stitutionen aus  Systemen  von  nur  zwei  erzeugenden  ableiten 
lassen,  z.  B.  aus: 

und 


0-1 
1       0 


l  2 


Periodicität.    Bezeichnen  wir  durch   I      eine  <  .    Zahl ,  so  kön- 

l  u  I  ungerade 

nen   wir  die  Substitutionen  nach  ihrer  Periodicität  in  die  folgende  Tabelle 

ordnen ;   unter  den  48  Substitutionen  der  Determinante  +  1  befinden  sich : 

1  0 


1.       eine   Substitution   der   Gestalt 


2.       sieben  Substitutionen  der  Gestalt 


3.  je  vier 

4.  „ 

5.  acht 


»> 


6. 


7. 


II 


»I 


}1 


I) 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


>l 


11 


II 


>l 


II 


0  1 
9i^ 


und  der  Periode  1, 


II 


it 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


»I 


II 


19 


•I 


II 


II 


>l 


2, 

3  und  6, 

3  „  6, 

4, 

4. 

4; 


unter  den  48  Substitutionen  negativer  Determinante  befinden  sich: 


8.       acht  Substitutionen  der  Gestalt 


9. 


10. 


II 


II 


11.  je  vier 


12.  „ 

13.  „ 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


>i 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


^i9i 

^9i 
9x^1 

9x^1 
^x9x 
^9x 

9x^3 


und  der  Periode  2, 


II 


II 


i> 


II 


II 


II 


II   ti 


11 


II 


II 


II 


II 


II 


II 


6, 
6, 
2  und  4, 


II 


II 


4, 
4. 


Gleichberechtigung,  Die  Schaaren  gleichberechtigter  Substitutionen 
lassen  sich  leicht  aufstellen  mit  Hilfe  der  folgenden  Sätze,  die  leicht  zu 
beweisen  sind: 

1.  Gleichberechtigte  Operationen  haben  dieselbe  Periode. 

2.  Gleichberechtigte  Substitutionen  unserer  Gruppe  ha- 
ben mod4  congruente  Determinanten. 
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3.  Ist  S= 


aß 
yd 


und  a6  —  ßy^l      -/  tnodi^   so  ist  die  Sub- 


stitution, welche  S  zur  Identität  ergänzt, 

8    -ß 


«-'=< 


j\-S    ß 


4.  Tran sformi reu  wir  T=|  _  ^  I  durch  Ä= 

r  A 


bilden  wir  also 


aß 

y 


zuT'= 


AB 
CD 


sTs-^=r, 


so  ist: 


J?=+[-Aa/S  +  Ba«-r/P+Aa/3], 
C=  +  [Ay^-By«  +  r^-Ayd], 
2)=  +  [-A/Jy  +  Bay-r/?d  +  Aad], 

wobei  vor  den  Klammem  die  +  Zeichen  alle  zu  einander  und  zum  Falle 
aj  —  /SyZE  +  l»  lUid  ebenso  die  —  Zeichen  alle  zu  einander  und  zum  Falle 
ad  — /Jy=—  1  modA  gehören.     Daraus  erkennen  wir  ohne  Weiteres 

^+2>  =  A  +  Aiiw<l4, 

d.h.:  In  gleichberechtigten  Substitutionen  sind  die  Summen 
des  ersten  und  letzten  Coefficienten  einander  congruent  mod4. 

Wir  zählen  hiemach  alle  Substitutionen  unserer  Gruppe  nach  ihrer 
Gleichberechtigung  geordnet  auf,  um  in  der  Folge  eine  üebersicht  über  sie 
immer  vor  Augen  zu  haben. 

Unter  den  48  Substitutionen  positiver  Determinante  giebt  es: 
je  eine  mit  keiner  anderen  gleichberechtigte  Substitution  der 
Periode  1  und  2: 


1) 


10 
Ol 


2) 


30 
03 


zwei  Schaaren  von  je  drei  gleichberechtigten  Substitutionen 
der  Periode  2: 


3) 


12 

30 

32 

21 

23 

03 

4) 


10 

12 

32 

2  1 

0  1 

2  3 

zwei  Schaaren  von  je  zwölf  gleichberechtigten  Substitutionen 
der  Periode  4: 


8) 


Ol 
30 

— 

03 
1  0 

— 

21 
32 

23 
12 

— 

32 
3  1 

— 

1  2 
1  3 

— 

1  2 
33 

— 

32 
11 

31 

13 

1  1 

33 

21 

23 

23 

21 

» 
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6) 


23 
10 

— 

Ol 
32 

— 

03 
1  2 

— 

21 

30 

— 

10 
1  1 

— 

10 
31 



30 
33 

— 

30 
13 

13 

1  1 

33 

31 

Ol 

Ol 

03 

03 

5 

eine   Schaar  von  acht  gleichberechtigten  Sabstitutionen  der 
Periode  3: 


31 
30 

— 

03 
1  3 

— 

Ol 
33 

— 

33 
10 

21 
1  1 

— 

13 
32 

— 

23 
31 



1  1 
12 

eine  Schaar  von  acht  gleichberechtigten  Substitutionen  der 
Periode  6: 


8) 


Unter  den  48  Substitutionen  negativer  Determinante  giebt  es : 
ein  Paar  gleichberechtigter  Sabstitutionen  der  Periode  2: 


Ol 
31 

— 

13 

10 

— 

1  1 
30 

03 
1  1 

— 

31 
1  2 

— 

23 
33 

— 

cd  CO 

— 

21 
1  3 

9) 


32 
21 


1  2 

23 


eine  Schaar  von  sechs  gleichberechtigten  Substitutionen  der 
Periode  2: 


10) 


eine  Schaar  von  zwölf  gleichberechtigten  Substitutionen  der 
Periode  2: 


10 
03 

— 

30 
Ol 

— 

10 
23 

— 

1  2 

03 

— 

30 
2  1 

— 

32 
Ol 

11) 


Ol 
1  0 

— 

03 
30 

— 

21 
1  2 

— 

23 
32 



30 
1  1 

— 

30 
3  1 

— 

1  0 
33 

— 

10 
13 

31 

33 

1  1 

13 

Ol 

0  1 

03 

03 

i 

eine  Schaar  von  zwölf  gleichberechtigten  Substitutionen  de|r 
Periode  4: 


12) 


Ol 
12 

— 

21 
1  0 

— 

03 
32 

i 

CO  o 
CS  CO 

— 

12 
31 

— 

CS  CO 

CO  CO 

— 

32 
1  3 

— 

1  2 
1  1 

1  1 

13 

33 

31 

% 

21 

2  1 

23 

2  3 

» 

zwei  Schaaren   vonje  acht  gleichberechtigten  Substitutionen 
der  Periode  6: 


13) 


14) 


1 1 

1  3 

33 

31 

Ol 

03 

21 

23 

10 

30 

1  2 

32 

1  li 

31 

33 

13 

Ol 
1  3 

— 

w  o 

— 

23 
11 

— 

94  CO 

— 

31 
10 

— 

CO  o 

CO  CO 

— 

1  1 
32 

— 

CO  c« 
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Ausgezeichnete  Untergruppen. 

Wir  bilden  die  ausgezeichneten  Untergruppen  wieder  in  der  Weise ,  dass 
wir  zu  den  Schaaren  gleichberechtigter  Substitutionen  alle  ihre  Com- 
binationen  und  Wiederholuugen  hinzunehmen  und  erhalten  so  das  in  der 
folgenden  Tabelle  angegebene  System.  Darin  sind  die  Schaaren  gleich- 
berechtigter Substitutionen,  aus  denen  die  einzelnen  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen entspringen,  nur  durch  ihre  Nummer  in  der  obigen  Uebersicht 
bezeichnet: 

a)  Aus  1)  entspringt  nur  die  Identität 


0  1 


als  ausgezeichnete  Unter- 


gruppe; 
b)  aus  2)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  2, 


enthaltend 


30 
03 


und 


10 

0  1 


c)  aus  3)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  4, 
enthaltend  die  drei  dort  genannten  positiven  Substitutionen  der 
Periode  2  und  die  Identität; 

d)  aus  4)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  8, 
enthaltend  alle  positiven  Substitutionen  der  Perioden  2  und  1; 

e)  aus  5)  und  6)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ord- 
nung 48,  enthaltend  alle  positiven  Substitutionen; 

f )  aus  7)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  12, 
enthaltend  alle  positiven  Substitutionen  der  Periode  3  und  die 
unter  c)  genannte  ausgezeichnete  Untergruppe; 

g)  aus  8)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  24, 
enthaltend  alle  positiven  Substitutionen  der  Perioden  6  ^  3 ,  2 ,  1 ; 

h)  aus  9)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  4, 
enthaltend  die  dort  genannten  beiden  negativen  Substitutionen  der 
Periode  2  und  die  unter  b)  genannte  ausgezeichnete  Untergruppe; 

i)  aus  10)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Ordnung  16, 
enthaltend  alle  positiven  und  negativen  Substitutionen  der  Gestalt 

^  9 
9  u 

k)  aus   11)   und    12)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der 
Ordnung  48,   enthaltend   ausser  den  24   negativen  Substitutionen 
dieser  Nummern  noch  die  unter  g)  genannte  ausgezeichnete  Unter 
gruppe; 

1)  aus  13)  und  14)  entspringt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der 
Ordnung  48 ,  enthaltend  alle  positiven  und  negativen  Substitutionen 
der  Perioden  3  und  6  und  die  unter  i)  genannte  ausgezeichnete 
Untergruppe. 
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Die  Gliederung  des  ganzen  Systems  der  ausgezeichneten  Untergruppen 
wird  durch  das  in  Fig.  2  gegebene  Schema  deutlich ,  in  welchem  jede  solche 
Untergruppe  durch  ihre  Ordnungszahl  und  durch  ihre  Signatur  in  der  obigen 
Tabelle  bezeichnet  ist. 

§  4.   Zusammengesetzte  Operationen. 

1.  Einfflhrung  derselben. 

Nach  dem  Bisherigen  kommen  wir  naturgemäss  zu  der  Aufgabe,  alle 
Transformationen  mit  allen  Substitutionen  zu  verbinden. .  Wir 
werden,  wenn  wir  dies  thun,  eine  Gruppe  zusammengesetzter  Ope- 
rationen erhalten,  welche  die  verschiedensten  ümnennungen  der  Wende- 
bertthrungspunkte  bewirken,  aber  immer  unter  der  Beschränkung  —  welcher 
die  zu  combinirenden  Operationen  einzeln  genügen  — ,  dass  vier  Punkte  in 
einer  Ebene  wieder  die  Benennungen  von  vier  ebenso  gelegenen  Punkten 
erhalten,  oder  nach  unserer  früheren  Terminologie:  dass  auch  die  Ebe- 
nen durch  vier  jener  Punkte  ihre  Benennungen  untereinander 
vertauschen. 

Die  Combination  jeder  Transformation  T  mit  jeder  Substitution  8  kann 
in  zwei  Reihenfolgen  geschehen: 

ST  und  TS. 

Wir  behaupten  zunächst,  dass  das  Resultat  jeder  Combination 
TSy  also  die  Umnennung  der  16  Punkte,  auch  erreicht  werden 
kann  durch  eine  Combination  ST\  so  dass  wir  alle  zusammengesetz- 
ten Operationen   erhalten,   wenn   wir  nur  diese  Combinationen  in  der  Auf- 


einanderfolge  ST  machen.     Ist  nämlich  S^= 


und  T  die  Transforma- 


tion t;'=  i^^  +  ö-^+fty  wo(i2a),  2a>',   so  bewirkt  TS,  dass  ein  Wende- 

berührnngspunkt  (r,  s)  darnach  die  Benennung 

[{±r  +  a)a  +  {±s  +  h)y\,     [{±r+a)ß  +  {±8+h)S\ 
oder 

[{±ra±sy)  +  {aci+})y)],     [(^±rß  +  sS)  +  {aß  +  lS)] 

erhält.     Dasselbe  Resultat  führt  aber  auch  ST'  herbei,  wenn  T'  die  Trans- 

formation  v'tE +  i;+ (aa-f- 6 y)  ^-|-(a j3-f  6 d)  ^  fnod 2  od,  2«' bedeutet.  Es 

lägst  sich  natürlich  ebenso  das  umgekehrte  beweisen,  dass  jedes /ST'  durch 
ein  TS  ersetzbar  ist.  Hierbei  ist  T  immer  eine  positive  Transformation, 
wenn  T'  eine  solche  ist,  und  umgekehrt. 

Wir  setzen  nun  ein  für  allemal  fest,  dass  wir  diese  Com- 
binationen, deren  Zahl  96.32  ist,  immer  in  der  Aufeinander- 
folge ST  ausführen  wollen.  Sie  sind  zu  Paaren  identisch,  wie 
wir  im  Folgenden  sogleich  zu  erweisen  haben.    Das  BA&\ü\a.t  di^x  C»Qtc^\xAr 
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tion  ST,  wo  8  = 


y  ö 


und   T  die  Transformation  v—^v  +  a-^  +  h-^ 


mod2  (o,  2(0    bedeutet,    wird  aucb   erreicht  durch  die  Combination  8' T\ 


wenn  S*= 


-a-ß 
-Y  -8 


und  T'  die  Transformation  ist: 


v  =  -'V  +  a-^+b—  mod2a}^  2a>'. 


Beide  bewirken,   dass  ein  Wendeberührungspunkt  seine  ursprüngliche  Be 
nennung  (r,  s)  vertauscht  mit 

{ra  +  sy  +  a),     {rß  +  sd+b). 

Dies  lehrt  uns,  dass  wir  alle  Combinationen  erlangen,  wenn  wir 
nur  alle  16  positiven  Transformationen  T  mit  allen  Substitu- 
tionen 8  in  der  Reihenfolge  ST  verbinden.  Dass  diese  96 .  16 
zusammengesetzten.  Operationen  dünn  eine  geschlossene  Gruppe  büden, 
ist  erwiesen,  sobald  wir  gezeigt  haben: 

1.  dass   nie  mehr  zwei  dieser  zusammengesetzten  Operationen /S  T  und 
8'T'  identisch  sind,  und 

2.  dass  zwei  dieser  Combinationen  hinter  einander  angewandt  dasselbe 
Resultat  ergeben,  wie  eine  einzige  dritte. 

Beide  Punkte  erledigen  sich  durch  ganz  einfache  Rechnungen. 


1.  Seien  8  und  8'  resp.  die  Substitutionen 


aß 
7  * 


und 


y6' 


und   T 


,  G> 


und  T' resp.  die  Transformationen  v=  +  v+nfr--f5-^  und  i;'=  +  t;  +  a'^ 

+  6' Y  mod2io,  2fr',  so  erhält  der  Punkt  {r,s)  durch  8T  und  S'T'  resp. 

die  neuen  Benennungen 

{ra  +  sy  +  a,  rß  +  s6  +  b)    und    {ra  +  sy  +  a,  rß'+sö'+b'). 

Damit   beide  ftlr  jedes  beliebige  (r,  s)  identisch  seien ,   ist  zunächst  erfor- 
derlich ^^^.^   ß^^^   y^^/^   ^^^  ^^4^ 

und  mit  Hilfe  davon  auch 

a^a\  b  =  b'  mod  4 , 

d.  h.  dazu  ist  erforderlich ,  dass  S  und  8'  einerseits ,  T  und  T'  andererseits 
identisch  sind. 

2.  Unterwerfen  wir  den  Punkt  (r,  5)  nach   einander  den  Operationen 
8T  und  8'T\  so  erhält  er  die  Benennung: 

I  [r{aa  +  ßy)  +  5(y  «'+  6y)  +  a  a  +  by  +  a] , 
[r{aß'+ß6')  +  s(Yß'+(i6l+aß'+h6'+b']\, 

welche  er  auch  erhält  durch  Anwendung  von  fi'"T",  wo 

aU'^'ßy     aß'-i'ßö' 
ya^-öy     yß^'\'6S' 


ff 


S'  = 


und  T    die  Transformation 
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v  =  v  +  {aa  +  by  +  a')^  +  {aß:+bi'+b')^  mod2w,  2q)' 

bedeutet. 

Wir  bemerken  dabei  noch  den  wichtigen  Umstand,  dass  die  Sub- 
stitution S'\  welche  iu  die  resultirende  Operation  eingeht, 
das  Product  S,S'  der  Substitutionen  ist,  welche  in  den  beiden 
nach  einander  angewandten  Operationen  enthalten  sind. 

Man  wird  diese  zusammengesetzten  Operationen  zweckmässig  so  bezeich- 
nen, wie  es  uns  die  obige  Rechnung  an  die  Hand  giebt,  nämlich  als  Ope- 
rationen zur  Umwandlung  der  Benennung  eines  allgemeinen  Wendeberflhrungs- 
punktes,  also  in  der  Form: 

s^rß  +  sö  +  h)  ' 

und  sich  dazu  merken: 

„Einem  Punkte  (r, 5)  die  Benennung  {r\  $')  beilegen,  heisst 
nacheinander  die  oo-Substitution: 


/         -   •   »  •'  /^  ad  — /5y~  +  1  mod4 
m  =  yo  +0(0    *  — 


und  die  positive  Transformation: 

v^  +  v  +  a-^  +  b  ^  mot22(D,  2(ü' 
anwenden." 

2.   Erzeugende  Operationen. 

Es  ist  für  die  Folge  wichtig,  die  geringste  Anzahl  von  Operationen 
kennen  zu  lernen,  aus  welchen  wir  durch  Wiederholung  und  Verbindung 
alle  Operationen  der  Gesammtgruppe  ableiten  können.  Wir  haben  bereits 
gesehen,  dass  wir  alle  Substitutionen  und  alle  16. positiven  Transformatio- 
nen ans  je  nur  zweien  von  ihnen  zusammensetzen  können,  und  zwar  die 

Transformationen  aus  v^  +  v  +  a-^  +  b-^  mod2m^  2a)',    wo: 

(a,5)  =  (0, 1)  und  (1,0). 

Wir  erhalten  also  ohne  Weiteres  ein  System  von  vier  erzeugenden  Opera- 
tionen für  unsere  Gesammtgruppe. 

Dass  hierbei  noch  eine  Ersparniss  möglich  ist,  lehrt  die  im  Folgenden 
zu  erhärtende  Thatsache,  dass  man  eine  von  jenen  beiden  Transformationen 
aus  der  andern  mit  Hilfe  der  Substitutionen  erzeugen  kann. 

Gegeben  sei  ein  Wendeberührungspunkt  mit  der  Benennung  (r,  $) ;  wir 
wenden  auf  ihn  an:  o  m  o_i 

aß 
Y  i 
wenn  wir  z.  B,  «i  — /Jy  =  -|-1  modA  voraussetzen,  5"^ 


wobei  S  = 


und  T  die  Transformation   mit  (a,  l>)  =  (0,  1),   während, 

6     -^ 


ZMiMbrüt  f.  lUthtnatik  a.  Phjtik  XXVIII,  1.  ^ 


wie 
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bekannt.     Wir  erhalten,  wie  wir  aas  Früherem  nnn  genngsam  wissen,  das- 

selbe  Resultat,   als   hätten  wir  nur  die  Transformation  i;=t;  — y-x-  +  a-s- 

1910(2  2  o,  2(1)'  gemacht.  Wir  werden  jetzt  für  S  eine  Substitution  wählen, 
für  welche  —  y~l,  a  =  0  mod^  ist,  und  erhalten  dann  für  STS"^  das- 
selbe Resultat,  wie  für  die  Transformation  mit  (a,&)  =  (l,0).  Hiernach 
erkennen  wir  die  Richtigkeit  des  Satzes:  Alle  96.16  =  2^.3  Operatio- 
nen der  Gesammtgruppe  lassen  sich  aus  nur  drei  Erzeugenden 


ableiten,    z.  B.    aus    den   Substitutionen 
Transformation    t;'=  v-f-^  tnod 2 ai,  2 ai'. 


03 
1  0 


1  3 
1  2 


und    der 


8.  Das  System  der  ausgeBeiolineten  TTniergruppen. 

Das  in  der  üeberschrift  genannte  System  ist  zur  Kenntniss  unserer 
Gesammtgruppe  der  Ordnung  96.16  =  2^.3  vor  allen  Dingen  nöthig,  und 
insbesondere  gebrauchen  wir  es  bei  den  späteren  geometrischen  Folgerungen. 
Wir  werden  zur  Aufstellung  desselben  nicht  den  bisher  schon  zweimal  ein- 
geschlagenen Weg  verfolgen,  sondern  wir  werden  Nutzen  ziehen  aus  dem 
umstände,  dass  wir  für  die  beiden  zu  combinirenden  Gruppen  die  Systeme 
der  ausgezeichneten  Untergruppen  bereits  kennen. 

Zunächst  beweisen  wir  leicht,  dass  sich  durch  Combination  der 
ausgezeichneten  Untergruppen  der  Substitutionsgruppe  mit 
allen  16  positiven  Transformationen  ebensolche  Untergrup- 
pen der  Gesammtgruppe  ergeben.     Seien  nämlich 

SiTi 

die  Operationen  einer  so  entstandenen  Gruppe,  so  werden  sie:  1.  mit  aUen 
Operationen  der  Gesammtgruppe  transformirt  und  2.  mit  einander  multipli- 
cirt  immer  wieder  auf  ebensolche  zurückführen.  —  Die  Behauptung  1  be- 
weist sich  dadurch  y  dass  wir  jedes  solche  Transformationsproduct 

ST.SiTi.T-^S-^ 
umwandeln  können  zu 

SSiS-KT* 

mit  Hilfe  des  Satzes,  dass  wir  jedes  Product  T'8'  auch  schreiben  kCnnen 
ab  S'T"  und  umgekehrt     An  der  Gestalt 

88i8-^.T* 

erkennen  wir  aber,  dass  es  zur  Gruppe  der  SiTi  gehört.  —  Die  Behaup- 
tung 2  erweist  sich  als  richtig,  weil 

SiTi.S'iT'i^SiS'i.r'i 
nach  demselben  Satze. 

Damach  wird  zu  untersuchen  sein,  ob  die  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen innerhalb  der  16  positiven  Transformationen,  ver- 
bunden   mit    ebensolchen    Untergruppen    der    Substitutions- 


9'Bppsi    neue   ausgezeichnete   Untergruppen    der   GeBammt- 
gtappe   ergeben.      Seien  jetzt  mit  St  und  Tf  reap.  die  Operationen  der 
BO  Terbondenen  üntergTUppeu  bezeichnet,  so  werden  durch 
,  ST.SiTi.T-^S-'    und  SfTi.S'iT', 

}  nach  den  Batze  aas  Nr.  1  dieses  Paragraphen  sicher  nicht  solche  Oiieradonen 
der  GeBammtgTuppe  erzeugt,  welche  neue  Substitutionen  enthalten; 
wohl  aber  können  solche  mit  neuen  Tranaformationeu  entstehen,  und 
«s  wird  sich  ereignen,  daäs  wir  auf  eine  schon  oben  genannte  ausgezeichnete 
Untergruppe,  die  durch  Combination  aller  16  positiven  Transformationen 
mit  der  ausgezeichneten  Substitiitions Untergruppe  entstauden  war,  znrllck- 
verfallen.     Diese    Fragen    lösen   sich    durch    folgende  Sätze,    die    wir  durch 

»einiache  Rechnungen  bewiesen  haben: 
1.  Wenn  m  ST.S,Ti.T-*S-^  =S8,S-^.T' 
für  Ti  eine  positive  Transformation  der  Periode  4  eingesetzt  wird  und  ST 
durchlBuft  alle  Operationen  der  Geaammtgruppe ,  ao  treten  als  7"  alle  Iti 
poaitiven  Transformationen  auf,  aus  welcher  speciellen  Untergruppe  auch 
Sf  gewKhlt  sei.  Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  durch  Combina- 
tion irgend  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  der  16  posi- 
tiven Traneformationen,  welche  eine  solche  Transformation 
der  Periode  4  besitzt,  mit  allen  ausgezeichneten  Substitu- 
tionsnntergruppen  keine  nene  Untergruppe  unserer  Gesammt- 
groppe  entsteht. 

_  2.   Wenn  in 

L  ST.StTt.T--'S-^  =  SS,S-'.T* 

Mtür  Tt  eine  positive  Transformation  der  Periode  2  eingesetzt  wird,   fUr  Si 

aber  irgend  eine  Substitution,    welche    nicht   die  Gestalt   '    '     '     hat,   so 

wird  ba  wechselndem  ST  da«  3"  wieder  alle  16  positiven  Transformationen 
dorchlaafen;  dadurch  ist  wieder  bewiesen,  dass  die  Combina- 
tionen  aller  Untergruppen  der  16  Transformationen  mit  den- 
jenigen ausgezeichneten  Substitutionsuntergruppen,  welche 
eine  Substitution  von  einerandern,  als  der  obengenannten  Ge- 
stalt besitzen,  nicht  zu  ausgezeichneten  Ontergrupen  fuhren, 
die  nicht  schon  genannt  wären. 

3.   Wenn  aber  ftlr  Tt  eine  der  drei  positiven  Transformationen  v'=v 

+.| 

=  (.0.2),  (2,0),  (2,2),  und  fUr  S,  nur  Substitutionen  der  Gestalt  1"'  "'1, 

ao  wird  T*  zu  allen  jenen  drei  Transformationen  und  zur  IdentitSt,  aber 
cn  keiaer  andern.  Nehmen  wir  hinzu ,  dass  unter  diesen  Festsetzungen 
aacb  T",  in 


^ 
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enthalten« 
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sich  nur  innerhalb  der  ausgezeichneten  Transformationsuntergruppe  mit 

(a,  6)  =  (0,0).  (0,2),  (2,0),  (2, 2) 

bewegt,  so  erkennen  wir: 

Alle  überhaupt  noch  nicht  genannten  ausgezeichneten 
Untergruppen  in  unserer  Gesammtgruppe  der  Ordnung  2^.3 
entstehen  durch  Combinationen  der  ausgezeichneten  Transfor- 
mationsuntergruppe (a,6)  =  (0,0),(0,2),  (2,0),(2,2)  mit  denjeni- 
gen ausgezeichneten  Substitutionsuntergruppen,   welche  nur 

Das  Schema  für  alle  ausgezeichneten  Untergruppen  unserer  Gesammt- 
gruppe entsteht  also  aus  demjenigen  für  die  Gruppe  der  Substitutionen, 
wenn  wir  die  dort  angeschriebenen  Ordnungszahlen  der  Gruppen  alle  noch 
mit   16    multipliciren  und  ausserdem   von  allen  Gruppen,  soweit  sie  nur 

^    *     enthalten    (d.  h.    von    der  Gruppe   der 

Ordnung  16  abwärts),  überall  noch  eine  Gruppe  von  der  vierfachen  Ord- 
nung abspalten ;  wir  erhalten  also  das  Schema  Fig«  3,  in  welchem  wir  die  neu 
abgespalteten  Untergruppen  durch  Doppelstriche  andeuten. 

Schlussbemerkung.  Alle  unsere  Operationen  vertauschen  die  Benen- 
nungen der  Wendeberührungspunkte  so,  dass  je  vier  derselben,  die  sa 
Punkten  einer  Ebene  gehören,  immer  wieder  auf  vier  ebenso  gelegene 
Punkte  fallen.  —  Wir  sind  auf  diese  Operationen  durch  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  geführt  worden ,  und  wir  haben  noch  keine  Antwort 
auf  die  sich  von  selbst  aufdrängende  Frage,  ob  denn  die  behandelten 
Operationen  alle  Möglichkeiten  solcher  Umnennungen  er- 
schöpfen. Den  Beweis,  dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  der  dann  die 
ganze  Ueberlegung  zu  einer  abgeschlossenen  machen  soll,  müssen  wir  bis 
§  2  des  nächsten  Capitels  verschieben,  weil  wir  dazu  mehrerer  noch  aussen- 
stehender  geometrischer  Sätze  bedürfen. 


Substitutionen  der   Gestalt 


Zweites  OapiteL 
Geometrische  Folgerungen. 

Einleitung.  Der  nun  folgende  Theil  erstrebt  zunächst  rein  geometrische 
Resultate :  er  soll  die  Zahl  und  Natur  der  Wendeebenen  und  Wendetetraeder 
klar  legen.  In  zweiter  Linie  soll  darin  entwickelt  werden,  in  welche  Grup- 
pen sich  diese  Ebenen  und  Tetraeder  gegenüber  den  von  uns  betrachteten 
Operationen  ordnen,  und  wir  werden  durch  Beantwortung  dieser  an  sich 
berechtigten  Frage  zugleich  den  letzten  Theil  vorbereiten,  der  sich  gerade 


I 


d&SG    wir   die   Beneimuiigen  aller   dieser  Ebenen   aus  denen 
eiiiig«r  weniger  unter  ihnen  ableiten  kSnneu. 

g  1.    Die  Ebeneu  durch  vier  Puokte. 

Die    16  WendeberUhrungsp unkte   tragen  Argumente   i'-^+s-^,   wo  r 

und  j  ganxe  Zahlen  sind,  die  Wir  ntoiJ4  immer  auf  Zahlen  zwischen  0  luid 
3  inol.  rednciren  kJinnen.  Das  Abel'sche  Theorem  sagte  uns,  dass  die 
Tier  Argumente  von  Schnittpunkten  der  Curve  mit  einer  Ebene  die  Itelation 
befriedigen :  v,-\- ,,  +  v,  +  v,^0  mod2a>,2 ™'. 

Die  Anwendung  nun  dieses  allgemeinen  Satzes  auf  die  Wendeberllhrungä- 
punkte  lehrt  uns  ohne  Weiteres  den  für  uns  wichtigen  Satz:  Eine  Ebene, 
welche  die  Cnrve  in  drei  WoEdeberührungstpunkten  schneidet., 
trifft  sie  nothwendig  noch  in  einem  vierten,  —  einen  Satz,  der 
mit  dieser  einfachen  Begründung  enthalten  ist  tu  der  genannten  Abhand- 
lung des  Herrn  Harnuck  (Mathem.  Annalen ,  Bd,  XU  8.  64),  der  sich  in 
einer  geometrischen  Arbeit  des  Herrn  Heye  (AnnaÜ  di  Matematica,  Ser.  II, 
T.  n  8.222)  angegeben  findet  und  der  Übrigens  implicite  in  der  Clebsuh- 

I  Beben  Art>eit   in   Bd.  63  des  Crelle'schen  Journals  liegt,   wenn  er  auch 

f  dort  nicht  ausgesprochen  ist. 

Wir  lassen  die  einfach  und  doppelt  berührenden  Weudeebenon  aus  der 
Betrachtong  fort  oai  richten  unsere  Aufmerksamkeit  nur  auf  die,  welche 


'ier  getri 


nte. 


nkte 


liden 


1  giebt 


^^_  9»,  wie  Herr  Harnack  a.  a,  0.  ableitet,  116.     Sie  zerfallen  sofort  i 
^^■jilTei  durch  geometrische  Eigenschaften  verschiedene  Gruppen. 
^^H  Eine    erste    (iruppe    enthSlt   die   vier   Ebenen   des    gemein- 

^^Hiamen  Polartetraeders  der  sich  in  der  CurTe  durchdringen- 
^^Hden  ftBchen  zweiter  Ordnung  (vergl.  Cap.  1  §  1).  Dieselben  sind  bei 
^^HoDserer  Darstellung  der  Curve  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Argumente 
^^BJ0  zweier  der  darin  gelegenen  WendeberUhrungspunkte  sich  nm  halbe  Pe- 
^^Eioden  unterscheiden  (vergl.  die  frllhere  Tabelle). 

^^K  Ein  bekannter  Satz  lehrt,    dass  die  Ecken  des  Polartetraeders 

die  Spitzen  der  vier  durch  die  Curve  gehenden  Kegel  zweiter 
Ordnung  sind;  es  müssen  darum  in  jeder  Ebene  dieses  Tetraeders  je 
zwei  Wendebertlhrungs punkte  ihre  Verbindungslinie  durch  eine  Ecke  schicken, 
so  dass  die  drei  Ecken  jeder  Tetraederebene  die  Durchschnitts 
punkte  gegenüberliegender  Seiten  des  durch  die  WendeberUb- 
rungspunkte  bestimmten  vollständigen  Vierecks  sind.  Je  zwei 
■olober  Verbindungslinien,  die  durch  dieselbe  Ecke  und  in  versohiedenen 
Ebenen  des  Polartetraeders  verlaufen,  bestimmen  eine  neue  Ebene  durch 
»i»r  Wendeberübmngs punkte;  da  durch  jede  Ecke  sechs  solcher  Geraden 

6.4 


,   so   ist   die  Zahl 


■  Ebent 


durch  jede  Ecke 


1.2 


=13   und  ( 
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giebt  also  48  Ebenen,  welche  mit  je  zweien  der  Polartetraeder- 
ebenen je  zwei  der  darin  liegenden  Wendeberührungspankte 
gemein  haben  und  durch  die  Polartetraederecken  verlaufen. 

Wir  sehen  aus  der  charakteristischen  Lage  der  vier  Punkte  in  einer  Polar- 
tetraederebene zugleich,  dass  es  keine  Ebene  geben  kann,  welche  mit  einer 
dieser  Tetraederebenen  zwei  und  mit  zwei  anderen  je  einen  der  16  Punkte 
gemein  hat.  Es  kann  also  überhaupt  nur  noch  solche  Ebenen  der  genann- 
ten Art  geben,  welche  mit  jeder  Polartetraederebene  einen  der  16  Punkte 
gemein  haben.  Die  Zahl  derselben  bestimmt  sich  als  4.4.4  =  64  leicht 
dadurch ,  dass  wir  nach  unserem  obigen  Satze  zur  Festlegung  einer  solchen 
Ebene  aus  dreien  der  Tetraederebenen  je  einen  der  Punkte  beliebig  wählen 
können. 

BestUkU.  Es  giebt  64  Ebenen,  welche  aus  jeder  Polartetra- 
ederebene einen  Wendeberührungspunkt  besitzen. 

Contröle.    4  +  48  +  64  =  116. 

§  2.  Nachtrag  des  am  Schlüsse  des  ersten  Capitels  (8.  21) 

angeschobenen  Beweises. 

Es  gilt  nachträglich  zu  beweisen,  dass  es,  nachdem  ein- 
mal die  16  Punkte  mit  den  Argumenten  in  der  im  ersten  Ca- 
pitel  angegebenen  Weise  belegt  sind,  nicht  mehr,  als  die  be- 
handelten 96.16  Vertauschungen  der  Benennungen  unter  die- 
sen Punkten  giebt,  wenn  daran  festzuhalten  ist,  dass  vier 
Benennungen,  die  zu  den  Punkten  einer  Ebene  gehörten,  wie- 
der vier  ebenso  gelegenen  Punkten  zufallen  sollen. 

Vor  allen  Dingen  ist  zu  beweisen: 

Wir  dürfen  vier  Punkten  in  einer  Polartetraederebene 
immer  nur  die  Benennungen  von  vier  ebensolchen  Punkten 
geben. 

Aus  der  genannten  Tabelle  erkennen  wir,  dass  die  doppelten  Argumente 
der  vier  Punkte  einer  solchen  Ebene  alle  derselben  Periodenhälfte  gleich 
sind ,  dass  diese  Grössen  aber  für  die  vier  Ebenen  verschieden  sind.  Daraus 
folgt  doch  mit  Bücksicht  auf  das  AbeTsche  Theorem:  Durch  je  zwei 
Wendeberührungspunkte  derselben  Polartetraederebene  lässt 
sich  eine  Doppeltangentialebene  an  die  Curve  legen,  nie  aber 
wird  eine  solche  Ebene  durch  zwei  Wendeberührungspunkte 
gehen,  die  verschiedenen  Polartetraederebenen  angehören. 
Je  zwei  solche  Punkte  müssen  also  wieder  die  Benennungen  von  zwei  in 
derselben  Beziehung  stehenden  Punkten  erhalten,  und  damit  ist  eben  gesagt, 
dass  die  Polartetraederebenen  ihre  Benennungen  nur  unter  einander  ver- 
taiiBchen  dürfen. 

Wir  wollen  für  den  Best  dieses  Beweises  uns  einer  kürzeren,  geo- 
metrischen  Sprechweise   bedienen.     Wir   wollen   von   Translocationen   der 
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Paii]j[te  sprechen  statt  von  Yertauschungen  ihrer  Benennungen.  Statt  also 
za  sagen :  „Wir  legen  das  Argument  eines  Punktes  P  fernerhin  dem  Punkte 
P  l)ei",  sagen  wir  kurz:  „Wir  bringen  den  Punkt  P  nach  P'";  dem  ent- 
sprechend werden  wir  auch  kurz  „ Ebene*'  statt  „Benennung  der  Ebene'* 
bezi.iitzen.  Hiemach  beginnen  wir  die  Yertauschungen  der  Punkte,  indem 
wir  immer  den  bekannten  Beschränkungen  genügen.  Einen  ersten  beliebig 
herausgegriffenen  Punkt  P^  können  wir  nach  16  Orten  bringen;  ist  eines 
d&^on  geschehen,  ist  er  nach  r^  gebracht,  so  können  wir  einem  zweiten 
Pnxikte,  P2,  derselben  Polartetraederebene  nur  noch  drei  ^nllkürliche  Lagen, 
z.  S.  P'g,  darnach  einem  dritten,  P3,  nur  noch  zwei  willkürliche  Lagen 
gel>en,  z.  B.  P'3.  Die  Stelle,  welche  der  vierte  Punkt  P4  derselben  Polar- 
tetsraederebene  darnach  einzunehmen  hat,  ist  bestimmt,  nämlich  P^.  Dies 
sind  bis  jetzt  16.3.2  willkürliche  ümnennungen. 

Nun  ist  auch  schon  bestimmt,  in  welche  neuen  Polartetraederebenen 
die  drei  weiteren  alten  übergehen  müssen,  wie  aus  dem  Folgenden  hervor- 
geht: 

In  der  einen  Polartetraederebene,  deren  Punkte  wir  schon  translocirt 
^ben,  können  wir  die  letzteren  zu  Paaren  zusammenfassen.  Je  zwei  solche 
Paare,  die  ihre  Verbindungslinien  durch  eine  bestimmte  Ecke  schicken. 
liefen  mit  Pnnktepaaren  von  zwei  weiteren  Tetraederebenen  auf  Ebenen 
^er  Schaar  48,  mit  Punktepaaren  der  letzten  Tetraederebene  aber  nicht, 
I^ies  muss  nach  der  ümnennung  auch  der  Fall  sein,  und  darum  ist  nicht 
>Äehr  zweifelhaft,  in  welche  Polartetraederebenen  wir  die  drei  noch  nicht 
^lUiislocirten  überzuführen  haben. 

Wir  können  also  einem  ersten  der  zwölf  noch  übrigen  Punkte ,  Q^ , 
i^ur  noch  vier  verschiedene  Lagen  anweisen,  z.  B.  Q\,  Damach  sind  aber 
^e  Lagen  der  drei  weiteren  Punkte  Q^y  Q3,  Q^  derselben  Polartetraeder- 
^^ne  fest  bestimmt;  lag  nämlich  z.  B.  Q^  mit  Q^  und  Pj ,  P,  in  einer  der 
^8  Ebenen ,  so  wird  ihm  der  Punkt  Qf^  entsprechen ,  welcher  mit  Q\ ,  P', , 
•^2  in  einer  der  48  Ebenen  liegt. 

So  bringen  uns  die  Translocationen  der  Punkte  einer  zweiten  und  dritten 
Polartetraederebene  wieder  je  vier  Willkürlichkeiten.  Darnach  ist  aber  schon 
^^^itlber  verfügt,  wohin  die  vier  Punkte  der  letzten  Tetraederebene  zu  bringen 
sii^d,  wie  wir  aus  der  Natur  der  64  Ebenen  erkennen.  Wir  haben  also 
ini  Ganzen 

16.3.2.4.4  =  96.16  =  29.3 

willkürliche  Vertauschungen  der  Punkte,  d.  h.  ihrer  Benen- 
nungen, gefunden,  und  das  ist  genau  die  Anzahl  der  im  ersten 
Capitel  behandelten  Operationen. 

(SchluM  folgt.) 


n. 

Das  Frinoip  der  virtuellen  Gesohwijadigkeiten  und  damit 
verwandte  Sätze  der  analsrtisolien  Mechanik. 

Von 
Prof.   A.   F.    SüNDELL 

in  Heltingfon. 


Die  mehr  bekannten  Beweise  des  Princips  von  den  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten setzen  voraus ,  dass  die  gegebenen  Verbindungen  zwischen 
den  Angriffspunkten  der  Kräfte  durch  andere  Verbindungen  ersetzt  wer- 
den,  welche  dieselben  Verschiebungen  erlauben,  und  dass  statt  der  un- 
bekannten Verbindungskräfte  andere  äquivalente  Kräfte  eingeführt  werden, 
wobei  die  elastischen  Eigenschaften  der  neuen  Verbindungen  zur  An- 
wendung kommen.  Es  scheint  doch  mehr  mit  dem  Wesen  der  analyti- 
schen Mechanik  übereinzustimmen ,  wenn  man  das  betreffende  Princip  aufl 
nur  gegebenen  Umständen,  d.h.  aus  der  Bedingung,  dass  die  Angriffis- 
punkte  der  Kräfte  gewissen  geometrischen  Relationen  genügen  müssen, 
herleitet.  Dies  kann  geschehen,  wie  wir  hier  zeigen  werden,  wenn  man 
direct  von  der  Regel  für  das  Kräftepoljgou  ausgeht.  Das  berühmte 
Princip  stellt  sich  in  dieser  Weise  als  eine  rein  analytische  Folge  dei 
gegebenen  Umstände  dar. 


1.  Wir  nehmen  an,  dass  gewisse  Kräfte  P^  P^  ,..  P^y  deren  Angriffs- 
punkte gegebenen  geometrischen  Relationen  genügen  sollen,  bei  einei 
gewissen  Configuration  dieser  Angriffspunkte  sich  das  Gleichgewicht  hal- 
ten, d.  h.  dass  diese  Punkte  durch  die  Wirkung  der  Kräfte  nicht  ii 
Bewegung  gerathen,  wenn  sie  in  Ruhe  sind.  Die  geometrischen  Rela< 
tionen  sollen  darin  bestehen,  dass  die  Coordinaten  der  Angriffspunkt« 
^1^1^19  ^2^8 ^s«  *"  ^nlfn^u  gegebene  Gleichungen 

1)  A  =  o,    /',  =  0,   ...   /;=o 

erfüllen,    wo   Z*^,  /,,  ...  /*,-   Functionen    der  3n  Coordinaten  sind   und 
kleiner  als  3n  ist. 

Wenn  wir  3«  — t  — 1  neue  Gleichungen 

2)  /l+i  =  0,    /i+2  =  0,     ...    /i«-,  =  0 
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Aufstellen ,  welche  die  Coordinaten  enthalten  und  nnr  der  Bedingung 
unterworfen  sind ,  dass  ihnen  die  Coordinaten  der  Gleichgewichtsconfign- 
r&tion  gentigen,  so  ist  dadurch  ein  System  von  Cnrven  definirt,  auf 
"«reichen  sich  die  Angriffspunkte  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernen 
können.  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1)  und  2)  nach  einer 
Veränderlichen  k  bekommen  wir  folgende  Gleichungen: 

df,     dar^         df,     dy,        df,     dz,        df,     dx^           __ 
^      dx^     dk'^    dy,     H'^    dz,      dk'^   dx^     dk'^ "'•••' 

^    dx,   dk^  ay,    dk'^  dz,    dk'^  dx^    dk'^'"^'  "" 

Die  Richtungen,  in  welchen  sich  die  Angriffspunkte  aus  der  Gleich- 
gewichtslage entfernen,  wenn  k  geändert  wird,  gehen  aus  diesen  Gleich- 
ungen hervor,   wenn  man  darin  die  Coordinaten  der  Gleichgewichtscon- 

figuration  einsetzt.    Die  Componenten  T7  •  TT »  TT  ^^^  Geschwindigkeiten 

einer  solchen  Bewegung  werden  durch  dieselben  Gleichungen  vollkommen 
bestimmt,  wenn  man  eine  von  diesen  Componenten  nach  Belieben  nimmt. 
Die  in  solcher  Weise  bestimmten  Geschwindigkeiten  nennt  man  virtuelle 
Geschwindigkeiten.* 

Durch  Umformung  des  Systems  1)  und  2),  sowie  durch  Aufstellung 
einer  Gleichung  zwischen  ^i^i^i  ^nyn^n  nnd  der  Veränderlichen  k  be- 
kommen wir  folgende  Gleichungen: 

fi^K^iyah)  =  ^ ^     /i^^H^2y2  22)  =  0,     f^'^Ux^y^z^  ^s^s^s)  =  0, 


5) 


Die  letzte  Gleichung  soll  bei  einem  bestimmten  Werthe  von  k  durch  die 
Gleichgewichtslagen  des  ersten  und  letzten  Punktes  erfüllt  sein.  Zu  jedem 
^Qnkte  gehören  dann  vier  Gleichungen,  in  welchen  seine  Coordinaten 
vorkommen. 

Das  Oleichgewicht  erfordert  nun,  dass  durch  die  gegebeDon  Beding- 
QQgen  der  Beweglichkeit  der  Angriffspunkte  für  jeden  Punkt  Kräfte  ent- 
(^ken,  deren  Resultante  P*  der  gegebenen  Kraft  P  gerade  entgegen 
gttetzt  ist.  Wenn  daher  XYZ  die  nach  den  Coordinatenaxen  genom- 
menen Componenten  der  Kraft  P  und  X'Y'Z'  die  der  Kraft  P'  sind,  so 
0)088  für  jeden  Angriffspunkt  sein 

6)  jc+Ä'=o,    y+y'=o,    z+z'=rO. 


*  Vergl.  Moigno,  Le90n8  de  mdcanique  analytique,  »tatique.    S.  289. 
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Wir  setzen  hier  voraus,  dass  die  Beweglichkeit  der  Angriffspunkte 
keiner  weiteren  Bedingung  unterworfen  ist,  als  den  durch  die  Gleichung 
1)  vorgeschriehenen ;  somit  soll  die  Bewegung  in  den  durch  die  Gleich- 
ungen 1)  und  2)  oder  Gleichungen  5)  definirten  Curven  ohne  Hindernisse 
geschehen.  Beim  Gleichgewicht  ist  daher  die  Resultante  der  Kraft  P  und 
der  durch  die  Verbindung  ihres  Angriffspunktes  mit  den  übrigen  Angriffs- 
punkten entstehenden  Kräfte  normal  gegen  die  betreffende  Curve.  Eine 
möglicherweise  in  der  Richtung  der  Tangente  dieser  Curve  vorhandene 
Kraft  (z.  B.  Friction)  muss  daher  besonders  gegeben  sein,  weshalb  wir 
eine  solche  Kraft  als   in   der  gegebenen  Kraft  P  inbegriffen  betrachten. 

Die  Kraft  P  können  wir  nun  immer  nach  den  Normalen  der  vier 
Flächen  zerlegen,  welche  von  den  vier  zum  Angriffspunkte  gehörigen 
Gleichungen  5)  dargestellt  sind,  wenn  man  in  ihnen  nur  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  als  laufende  ansieht.  Denn  diese  Zerlegung  wäre  schein- 
bar nur  dann  unmöglich,  wenn  die  vier  Normalen  alle  im  Normalplane 
der  betreffenden  Curve  5)  liegen  sollten.  In  diesem  Falle  aber  würde, 
wie  man  aus  den  Gleichungen  5)  leicht  ersieht,  die  virtuelle  Geschwin- 
digkeit des  betreffenden  Punktes  durch  die  der  Übrigen  Punkte  nicht 
beeinflusst  sein,  d.  h.  er  kann  in  Bewegung  sein,  obgleich  die  übrigen 
Punkte  ruhen,  und  umgekehrt.  Das  Gleichgewicht  erfordert  dann,  dass 
auch  die  Kraft  P,  sowie  P'  im  Normalplane  der  Curve  liegt.  Die  betref- 
fende Zerlegung  der  Kraft  P'  ist  daher  für  jeden  Angriffspunkt  möglich. 
Anstatt  der  Gleichungen  6)  bekommen  wir  daher  folgende  Gleichungen: 

dy^  dy^  dy^  dy^ 

Da  man  für  jede  Kraft  F  die  Grösse  von  wenigstens  einer  der  Com- 
ponenten  nach  Belieben  nehmen  kann,  so  sind  n  Factoren  k  oder  f&  be- 
liebig. Wir  können  daher  n  beliebige  Relationen  zwischen  diesen 
Factoren  aufstellen,  z.  B.  diese: 

Hultipliciren   wir   die  Gl.  7)   mit  den  zugehörigen  Derivirten    —  , 

^«»    dz 

^  and  addiren   dieselben,   so  bekommen  wir  nach  Ol.  5)  und  8) 

le  für  die  Oleichgewichtsconfigoration  geltende  Gleiohnng: 
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Min  kann  die  Function  f^"^  so  bestimmen,  dass  das  zweite  Glied  der 
linken  Seite  dieser  Gleichung  gleich  Null  ist,  wenn  man  gleichzeitig  auch 

-rr  zum  Verschwinden   bringt.     Für  diesen  Zweck  hat  man  eine  Func- 

tion  9  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

^^1  ^Ui  ^^i  ^^n  oyn  dz„ 

so  bestimmen,  wo  die  dx,  dy^  öz*  die  Componenten  der  virtuellen  Ge* 
flchwindigkeiten  des  ersten  und  n^^"  Punktes  bedeuten.  Man  kann  dann 
letien: 

/^•>  =  g'-9>o  +  (*-*orA*). 

WO  tp^  den  Werth  von  g>  für  die  Gleichgewichtsconfignration  bedeutet 
und  r  eine  ganze  Zahl  grösser  als  Eins  ist.  Wenn  man  A:  =  Ar^  macht, 
Bo  wird  die  Gleichung  /*<")  =  0  durch  die  Gleichgewichtslagen  des  ersten 
und  letzten  Punktes  erfüllt  und  die  Gleichung  9)  bekommt  die  Form 

Die  Gleichung  des  betreffenden  Principes  ist  hiermit  bewiesen  für  jedes 

Q  dx     dy     dz 

ofitem  virtueller   Geschwindigkeiten,   deren   Componenten   t7»   üti  ^rr 

ak     äk     ak 

Aar  den  Gl.  3)  genügen  müssen.  Man  beweist  leicht  indirect**  den  um- 
gekehrten Satz:  Wenn  die  Gl.  10)  bei  einer  gewissen  Configuration  der 
Angriffspunkte  für  jedes  System  virtueller  Geschwindigkeiten  gilt,'  so  ist 
diese  Configuration  eine  Gleichgewichtslage. 

Die  Gl.  10)  wird  in  bekannter  Weise  mit  den  Gl.  3)  zusammen- 
geitellt,  um  die  neben  den  gegebenen  Gl.  1)  zur  Lösung  der  Aufgabe 
nöthigen  Gleichungen  zu  erhalten. 

2.  Das  d*Alem  her  tische  Princip  betrachtet  man  gewöhnlich  als  eine 
Folge  des  Principes  von  den  virtuellen  Geschwindigkeiten ,  was  doch  nicht 
Aothwendig  ist.  Denn  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  kann  man  das 
d'Alem her  tische  Princip  direct  beweisen.  Diesen  Beweis  wollen  wir 
lu^T  andeuten. 

Die  Bedingungsgleichungen  1),  sowie  die  Gl.  2)  können  jetzt  auch 
die  Zeit  i  explicite  enthalten.  Betrachten  wir  den  Bewegungszustand 
Ar  einen  bestimmten  Werth  von  /,  so  sind  (bei  unbestimmtem  Anfangs- 
iQsUDde)  in  diesem  Augenblicke  Zn  —  i  Coordinaten ,  sowie  3 n  —  i  Ge- 
ickwindigkeitscomponenten  ganz  beliebig.     Die  Gl.  2)  können  wir  daher 


*  VergL  Lindelöf,  Legons  de  calcul  des  variations,  S.  41. 
**  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl.,  Bd.  II  S.  173. 
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nach  Belieben  nehmen,  wie  auch  dazu  eine  Coordinate  und  eine  Ge- 
schwindigkeitscomponente.  Die  Componenten  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten für  den  betreffenden  Werth  von  t  bildet  man  dann  wie  früher 
nach  den  61.  3)  nnd  4) ,  wobei  die  Veränderliche  Ar  als  von  i  unabhängig 
zu  betrachten  ist.  Wir  haben  somit  für  die  materiellen  Punkte  gans 
bestimmte,  für  den  betreffenden  Augenblick  geltende  Lagen,  Geschwin- 
digkeiten und  virtuelle  Geschwindigkeiten.  Für  denselben  Werth  von  I 
gelten  in  Gleichungen  wie  5).  Die  neben  der  gegebenen  Kraft  sur 
Bewegung  eines  jeden  Punktes  nöthige  Kraft  P'  kann  in  derselben  Weise, 
wie  die  Kraft  P  im  Vorigen  zerlegt  werden.  Denn  diese  Kraft  bewirkt 
in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Kraft,  in  welcher  eine  vorhandene 
Friction  als  inbegriffen  betrachtet  wird,  im  Allgemeinen  eine  Aendemng 
der  Geschwindigkeiten,  welche  man  durch  Zerlegung  der  Geschwindig- 
keit des  Punktes  nach  der  Tangente  und  Normale  der  betreffenden  Carve 
5)  erhält.  Nur  wenn  die  vier  in  Betracht  kommenden  Normalen  im  Nor- 
malplane dieser  Curve  liegen,  kann  die  tangentiale  Geschwindigkeits- 
componente  durch  die  Kraft  P  nicht  geändert  werden,  d.  h.  die  Kraft 
F'  liegt  in  diesem  Normalplane.  Man  bekommt  somit  Gleichungen 
von    der  Form   7)  mit  dem   Unterschiede,   dass   die  rechte  Seite   nicht 

(Px         d^y        cfiz 
Null  ist,   sondern  gleich  resp.  in—^^   '"w#2»   "^Tl '     ^^^^^  ^^^^  wieder 

wenigstens  n  von  den  4'i  Factoren  k  und  ft  nach  Belieben  zu  nehmen. 
Daher  sind  wir  immer  berechtigt,  die  n  Relationen  8)  gelten  zu  lassen. 
Durch  zweckmässige  Bestimmung  der  letzten  von  den  Gl.  5),  welche 
eine  rein  geometrische  (nicht  kinematische),  nur  für  den  betreffenden 
Augenblick  geltende  Bedeutung  hat,  folgern  wir  dann-  die  Gleichung  des 
d'Alembert'schen  Princips: 

")2[(-«i')^r+(''-a):-f+(-"S)a-«- 

In   bekannter  Weise   werden  die  Ti»  tz»  TT.  ^^^  dieser  Gleichung  and 

den  Gl.  3)  eliminirt;  man  erhält  dadurch  3n  — t  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  aus  welchen  man  t  Coordinaten  mit  Hilfe  der  gegebe- 
nen Bedingungsgleichungen  eliminirt.  Durch  Integration  entstehen  Sn—  t 
Gleichungen  mit  6/i^2t  arbiträren  Constanten,  welche  durch  den  An- 
fangszustand der  Bewegung  bestimmt  werden.  Diese  Constanten  kann 
man  als  arbiträre  Functionen  der  Veränderlichen  k  ansehen,  welche  für 
einen  bestimmten  Werth  von  k  die  dem  Anfangszustande  entsprechenden 
Werthe    der    Constanten    geben.      Die    erhaltenen    Integralgleichungen*^ 


*  Das  Dasein  von  Gleichungen  dieser  Form  ist  a  priori  einzusehen;  nimmt 
man  sie  als  bekannt  an,  so  bestimmen  sie  nebst  den  gegebenen  Bedingungsgleioh- 
ungen  höchstens  3n  von  den  Factoren  X  und  (i. 
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•*^x»->^-—  >^ 


kÖDnen  dann  die  obigen  61.  2)  für  die  Bildung  von  tt  i  -rr  i  — r  ersetzen« 

'  °  dk    dk    dk 

denn  sie  werden  durch  die  Coordinaten  der  materiellen  Punkte  für 
jeden  Wertfa  von  t  erfüllt.  Auch  für  jeden  Werth  von  k  sind  die 
erhaltenen  Gleichungen  eine  Lösung  des  Problems,  wenn  der  Anfangs- 
soBtand  anbestimmt  ist.  Es  ist  daher  in  diesem  Falle  erlaubt,  die  Dif- 
ferentialquotienten  in  der  Gl.  11)  als  partielle  Differentialquotienten  nach 
den  Verftnderlichen  i  und  k  zu  betrachten.  Diese  Bemerkung  ist  wich- 
tig, weil  dadurch  die  Einführung  neuer  Coordinaten  erleichtert  wird. 

3.  Anstatt  der  gewöhnlichen  Coordinaten  xyz  sollen  die  Coordina- 
ten PiPf'Ps  eingeführt  werden \  xy  z  sollen  gegebene  Functionen  von 
PtPt"'P9  ui^d  '^on  i  sein.  Die  neuen  Coordinaten  sind,  wie  asyz,  als 
Functionen  von  i  und  k  zu  betrachten.*    Wir  haben  somit: 


12) 


13) 


dx ^  ^  dx  dpi      rfy_  ^  dy  dpi      dz  _  ^  dz   dpi 
Tk'^'^dplH'    dk^^dpilk'    dk^^Fpilfk' 

dx ^dx ^^  dx   dpi       ^y ^^y  x^^  ^y   ^Pi 
di'^Ti  ^^  dji~di^     Ti^Tx  ^^  dpi  Vi'  * 

— -  — +  '^—  ^         1-1  2         s 


dpi    dt  ' 
Durch  eine  Transformation  nimmt  die  Gl.  11)  folgende  Form  an: 

^^^2j\^Tk^^rk+^Tk)+dk~dt2j'^[7udk+Ttdk+dtrk) 


wo 


-)       -2w[ov(s)'+fr:)i- 

Wenn  man  jetzt  die  neuen  Coordinaten  in  die  Gl.  14)  einführt,   so  be- 
kommt man  nach  Gl.  12)  folgende  Gleichung: 

.ß.  ^\  '^^Pi      dtdpiJ  dk 

"dil^^Xdt  dk^di  dk^ dt  dk)     ^  dp  dky 
wo  p  den  Differentialquotienten  nach  t  bedeutet  und 


Nach  61.  13)  findet  man  weiter 


dpi  '"  jLj  \dxi  dpi      dyj  dpi      dij  dpi/ 


^Pl 


Somit  ist 
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^  dpi    dk  ~^ 4^  I  ^i>  4^  dpt    dk       dyj  j^  dpi    dk 


dE*=' 


t^  dpi    äk\ 


/dx  dx  ,  dy  dy  ^  dz  dz\    ^       ,    ^-    ,^.. 
(3:  :r;+-r  ^t  +  ttt?)    [nach  Gl.  15)1. 

\dl  dk  '    dt  dk      dt  dk)    *■  '^ 


Die  rechte  Seite  der  Gl.  16)  ist  somit  gleich  Null  und  die  d*Alem* 
her  tische  Gleichung  11)   hekommt  für  die  neuen  Coordinaten  die  Form 

^  ^V^dp    dtdp/dk    "• 

dp 

Die   Bewegungsgleichungen    erhält  man   durch   Elimination    der    — 

zwischen  dieser  Gleichung   und   den   aus  den  Bedingungsgleichungen  zu 
bildenden  Gleichungen 

wozu  noch  folgende  Gleichungen  kommen: 

falls  die  neuen  Coordinaten  mit  einander  durch  die  Relationen 

0\{PxP%  •.•  P«)  =  0,     Qi^PiPi  ...p«)  =  0,    ... 
verbunden  sind. 

In  dieser  Weise  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen 

Wenn  alle  Bedingungsgleichungen  durch  Einführung  der  Coordinaten 
p  Identitäten  werden ,  und  die  Coordinaten  p  unter  sich  unabhängig  sind, 
nehmen  die  Bewegungsgleichungen  die  schon  von  Lagrange  gegebene 
Form  an: 

Die  mehr  allgemeine  Form  20)  der  Bewegungsgleichungen  ist  oft 
brauchbar,  z.  B.  bei  der  Behandlung  der  Bewegung  eines  festen  Körpers. 


III. 

Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Formverände- 
rung homogener,  freier  um  ihre  Axe  rotirender 
oylindrischer  Oleichgewichtsfiguren  und  die  Ver- 
änderung derselben  durch  Expansion  oder  Conden- 

sation. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Bostook. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  4. 


Wenn  man  die  Dichtigkeit  einer  homogen  flüssigen,  frei  rotirenden 
Gleichgewichtsfignr  durch  Temperaturverändernng,  Druck  oder  andere 
Ilruchen  allmälig  sich  verändernd  denkt,  so  jedoch,  dass  der  Körper 
i&  allen  Theilen  homogen,  auch  seine  Masse  und  Energie  invariabel 
bleiben,  so  müssen  sich  auch  Abplattung,  Umdrehungsgeschwindigkeit, 
folgeweise  die  Schwer-  und  Schwungkräfte  in  allen  Punkten  der  freien 
Oberfläche  in  einem  bestimmten  Sinne  ändern.  Dabei  wird  in  analoger 
^«ise,  wie  bei  den  freien  Ringen  und  Ellipsoiden,  so  auch  bei  den  Cy- 
iindem  eine  Condensation  die  Axenverhältnisse  in  gleichem  Sinne  än- 
dern, wie  eine  Vermehrung  der  Energie  bei  constanter  Dichtigkeit; 
^gekehrt  eine  Expansion  in  gleichem  Sinne,  wie  eine  Verminderung 
der  Energie. 

In  zwei  früheren  Publicationen  *  sind  von  mir  eingehende  mathe- 
ottische  Betrachtangen  angestellt  worden  über  die  Veränderungen  der 
AzenTerhältnisse ,  Schwerkräfte  und  Rotationsgeschwindigkeiten,  welche 
bei  constanter  Masse  und  Energie  durch  Condensation,  beziehungsweise 
^ptnsion  an  den  beiden  Ringkörpern  (a)  und  {ß)  ohne  Centralkörper, 
•owie  den  drei  Ellipsoiden  (a),  (ß)  und  (y)  verursacht  werden.     Im  Pol- 


^  De  aequilibrii  figuris  et  revolutione  homogeneoram  annulonim  sidereorum 
'^  corpore  centrali  atque  de  matatione  earum  per  expansionem  aut  condensatio- 
"«n.  Ann.  di  mat.  pura  ed  applic.  T.  III  p.  84— 111.  Milano  1869.  —  Ueber  die 
^tie  der  Bewegung  und  Abplattung  im  Gleichgewicht  befindlicher  homogener 
Opioide  and  die  Veränderung  derselben  durch  Expanaiou  und  CoTid&\i»^\\Q>u. 
2«*ichr.  t  Math.  u.  Phys.  XYl  8.  290—323,  J871. 
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genden  sollen  die  drei  möglichen  cylindrischen  Gleichgewiehtsfigaren 
einer  ähnlichen  Betrachtang  unterzogen  werden. 

Um  zu  einer  möglichst  klaren  Einsicht  in  die  üeberglnge  dieser 
Zustände  zu  gelangen,  setzen  wir  zunächst  noch  voraus,  es  seien  die 
Masse  M  und  die  Dichtigkeit  q  constant,  die  Energie  E  und  die  Um- 
drehungsgeschwindigkeit CO  variabel.  Es  mögen  also  zuerst  betrachtet 
werden : 

A.    Die  Beziehungen  der  Elemente  r,  l  und  t  der  cylindrischen 
Oleichgewichtsfiguren  zu  der  Energie  ihrer  Beweping. 

Nach  den  früher  ad  optirten  Bezeichnungen  ist  V  =  oß  :2nfp\  ferner 
wenn  b  und  c  die  Halbaxen  des  elliptischen  Querschnittes  des  Cylinders 

bezeichnen,  j/l+kr  =  c:hy  und  wenn  r^  und  r  beziehungsweise  den 
innern  und  äussern  Halbmesser  des  kreisförmigen  Hohle jlinders  bedeu- 
ten, T  =  (r  — Tj)  :  (r-f-Tj),  d.  h.  das  Verhältniss  der  halben  Dicke  sum 
mittleren  Badius;  endlich  ist  E  die  Energie  des  Gleichgewichtskörpers, 
d.  h.  die  halbe  Summe  der  Momente  der  Bewegungsquantitftt  oder  die 
Summe  der  Winkelflächen  aller  Theile  in  der  Zeiteinheit;  mithin 


=  i«,/r 


E  =  1tOD  Ir^  dm. 


Die  Energie  ist  deshalb  dem  Trägheitsmomente  proportional  und  lisst 
sich  somit  für  jeden  der  Körper  leicht  bestimmen.  Bei  constanter  Energie 
ist  die  Winkelgeschwindigkeit  dem  Trägheitsmomente  umgekehrt  proper- 
tional.  Wenn  also  bei  Dichtigkeitsänderungen  die  Trägheitsmoment» 
abnehmen,  muss  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Masse  wachsen.  Wir 
bestimmen  zunächst  die  Energie  für  die  drei  Cylinder;  ist  a  der  Radius 
des  Kreiscylinders ,  L  seine  Länge,  so  ist* 

E^=:'^}/2nfqV.L.a\ 

Die  Masse  des  massiven  Kreiscylinders  ist  M^=^a^Lnq^  also 

1)  F^%,,. 

4 

Da  nur  unendlich  lange,  gerade  Cylinder  Gleichgewichtsfiguren  bil- 
den können,  so  würde  offenbar  bei  endlichem  Querschnitte  E  unendlich 
gross  werden.  Wir  setzen  deshalb  bei  allen  folgenden  Betrachtungen 
voraus,  dass  M  und  L  constant  bleiben  für  sämmtliche  Figuren  und  dass 

*  L.  Matthiessen,  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten 
im  Zustande  des  Oleichgewichts.  Akad.  Einladungsschrift  zur  Feier  des  Qeburts- 
tages  Sr.  Maj.  des  Königs  Friedrich  YU.  Kiel  1859.  S.  40— 46.  An  dieser  Stelle 
sind  die  Ti^gheitsmomente  der  drei  Cylinder  unrichtig  angegeben;  es  gelten  die 

doppelten  Werthe,  also  resp.  -r- a*,  -r(^  +  c*)  ^^d  -s-(«^+r,*). 

2  4  z 
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bei  Dich tigkeitsäDdernD gen  eine  Expansion  oder  Contraction  in  der  Rich- 
tung der  Drehungsaxe  nicht  stattfinde,  sondern  ansschliesslich  nnr  in  den 
Querschnitten.     Für. den  elliptischen  Cylinder  findet  man 

und  wegen  M  =  bc  Lng 


2)  K  =  - ?r m.oc • 

FUr  den  Hohlcylinder  findet  man 

^3  =  ^V2"7r7^'.i^(/'*-r/), 


4 
und  wegen  I^=z(r^  —  r^)L'jtQ 


3,  ^.VJlfl „^.^.  ..,'li^. 

Da  bei  allen  Cylindern  der  betrachteten  Arten  gleiche  Längen  und 
Volumina  voransgesetzt  sind ,  so  wird  bei  constanter  Dichte  immer  bleiben 

Es  sollen  nunmehr  die  Gleichgewichtsbedingnngen  aufgestellt  werden. 
Die  Componenten  der  Anziehungen  sind:* 
ffir  den  elliptischen  Cylinder 

»Iso  für  den  massiven  Kreiscylinder 

5)  B  =: -2^  fQ}/y^  +  z*  =^-271  fga-, 

^f  den  Hohlcylinder**  an  der  innern  Oberfläche  Null,  auf  der  äussern 

6)  Ä=-2;r/'/'""''^' 


r 


Die  Oleichgewichtsbedingung  für  den  elliptischen  Cylinder  ist 

oder  wenn  wir  für  die  Massenattractionen  B^  und  C^  von  den  Polen  des 
elliptischen  Querschnittes  ihre  ezacten  Werthe  substituiren , 

'U  +  yi  +  X^  \  M  +  j/l  +  A-  / 

•  Man   vergl.   L.  Matthiessen,   üeber  das  Integral  der  Gleichung   -^ 

4^=0.    ZeitBchr.  f.  Math.  u.  Phys.  XVI,  S.  286. 

••  Man  vergl:  Neue  Untersuchungen  etc.,  S.  46;  femer  Dahlander,  Einige 
Theoreme  der  Mechanik,  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phys.  IV,  1859,  S.  444. 

ZflIlMbilft  f.  ÜAthtmAtik  XL  Physik  XXVni,  i.  ^ 
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Dividirt    man    die   Gleichung  dnrch   1nf{^  nnd   setzt  der  Kftrze  wegen 

j/l  +  i^=p,  80  wird 

oder  nach  Potenzen  von  p   geordnet 

9_  V  2 V 

8)  ^'- V  ''*+  f.-/'-l  =  «- 

Diese  Gleichung  liefert  die  simultanen  Werthe  von  V  und  A.  Eine  Wur- 
zel ist  Pi  =  1,  derselbe  ist  von  K,  also  von  der  Rotationsgeschwindigkeit 
unabhängig;  er  bezeichnet  den  massiven  Ereiscylinder,  welcher  also  zwi- 
schen den  Grenzen  Min  V  und  J^ax  V  eine  Gleich ge wich tsfigur  bilden 
kann;  die  beiden  anderen  Wurzeln  sind 


9) 


P%  «nd  Pi=—y-    ±j/(—y-)   -^. 


Hieraus  folgt  F<0,5,  d.  h.  elliptische  Cylinder  können  nur  zwischen 
den  Grenzen  r=0  und  F  =  0,5  existiren.  Um  das  Max  V  ffXr  den  mas- 
siven Kreiscylinder  zu  bestimmen,  löse  man  8)  nach  V  auf  und  setze 
dV=0;   man  findet 

10)  F=      2^      -      ^'^^^^ 


(l4-/>y'      (l  +  j/l  +  AV 


Daraus  ergiebt  sich  Max  F=  1  für  J^l  +  ^*  =  1 1  d.  h.  zwischen  den  Gren- 
zen r=0  und  F=l  können  massive  Kreiscy linder  Gleichgewichtsfiguren 
bilden.  Ob  sie  existiren ,  hängt  noch  weiter  von  der  Energie  ihrer  Masse 
ab;  das  Gleiche  gilt  von  den  elliptischen  Cylindern.  Ebenfalls  wird  zu 
untersuchen  sein,  ob  es  unter  diesen  beiden  Arten  von  Gleichgewichts- 
figuren solche  geben  kann,  welche  gleiche  Energie  bei  gleicher  Dichte 
haben,   und  zwischen  welchen  Grenzen  von   F. 

2 

Für  grosse  Werthe  von  A  wird  F=  —  ;  für  sehr  kleine  F=  ^(1    ^1*). 

Stellen  wir  noch  die  Gleichgewichtsbedingungen  fttr  den  Hohlcy lin- 
der auf.     Da  wir  gefunden  haben 

Äj  =  0,     R=-2nfq- ^, 


so  können  nur  mit  R^  vereinigte  Schwungkräfte  dem  Drucke  der  äusse* 
ren  Schichten  das  Gleichgewicht  halten.  Betrachten  wir  die  hydrostati- 
schen Druckkräfte  in  einem  radialen  Canale,  so  muss  ihre  Summe  gleich 
Null  werden.     Für  einen  innem  Punkt  ist 

R^-2nfQ- ^, 

z 

also  der  gesammte  Druck  auf  das  unterste  Flächenelement  des  Canals 
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T  T 


Ti  r, 

Durch  Integration  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

oder  auch 

Diese  Qleichnng  bestimmt  die  Form  des  Querschnittes,  die  Aushöhlung 
des  Cylinders  für  eine  gegebene  Rotationsgeschwindigkeit.  Auf  dem  ge- 
wöhnlichen Wege  findet  man  A/i/iF=0,  3faxV=\,  Zwischen  diesen 
beiden  Grenzen  können  demnach  Hohlcylinder  Gleichgewichtsfiguren  bil- 
den. Ob  sie  existiren,  hängt  aber  noch  weiter  von  der  Energie  ihrer 
Masse  ab.  Ebenso  wird  zu  untersuchen  sein ,  ob  es  unter  den  Hohl- 
cylindern  solche  giebt,  welche  bei  constanter  Dichte  mit  dem  Ereiscy lin- 
der und  dem  elliptischen  Cylinder  gleiche  Energie  haben,  und  zwischen 
welchen  Grenzen  von  F.  Von  besonderem  Interesse  würde  noch  die 
Untersuchung  sein,  ob  unter  allen  drei  Gleichgewichtsformen  auch  solche 
existiren,  welche  eine  gleiche  Energie  und  Rotationsgeschwindigkeit  be- 
sitzen ,  was  bekanntlich  für  die  Ellipsoide  und  die  freien  Ringe  der  Fall 
ist.     Bei  den  Hohlcylindem  ist  für  sehr  kleine  t  nahezu   F=2r. 

Nachdem  die  Beziehungen  zwischen  F,  A,  t  und  E  im  Vorangehen- 
den aufgestellt,  wollen  wir  noch,  um  die  Ideen  besser  zu  fixiren,  eine 
grössere  Anzahl  conjugirter  Werthe  numerisch  berechnen.  Der  Einfach- 
heit wegen  setzen  wir 


4  4  4 

Dadurch  reduciren    sich   die  Ausdrücke  in  1),   2)   und   3)   auf  die   ein- 

m 

faeWen : 

12)     E,  =  yf,  13)     ^,  =  -^/-.  14)     E,  =  ''^Jyv. 

Gleiche  Werthe  von  E  und  V  für  je  zwei  der  Figuren  bestehen  demnach 
niir  in  folgenden  Fällen : 

nach  12)  und  13)  für  r  =  0,5, 
„      12)     „      14)    „      r=l,      d.h.  nach  10)  für   F=l, 
„      13)     „      14)    „      T  =  0,      „    „      „       10)    „     F  =  0. 

Da  die   zwei    ersten  Fälle  nur  den   Zuständen   des   Ueberganges   einer 

^i^r  in  die  andere,   der  dritte  der  Energie  E  =  qo  entspricht,   so  giebt 

^•*  genau  genommen    keinen  Fall.     Unter  den  Ellipsoiden   (ß)   und   (y), 

<lea  Ringen  (a)  und  (ß)  giebt  es  dagegen  vier  solcher  Combinationen. 

3* 
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Gleiche  Werthe  von  E  bei  verschieden em  F  können  mehrfach  be- 
stehen.    Für  ein  zwischen  0  und  0,5  schwankendes  F  variirt  IT^  zwischen 

0  und  r  0,5;  dagegen  E^  zwischen  oo  und  ]/0,5,  und  E^  zwischen  oo 
und  einem  Werthe,  der  ^1  ist;  für  ein  zwischen  0,5  und  1  schwan- 
kendes V  variirt  E  zwischen  )^0,5  und  1 ,  E^  zwischen  jenem  Werthe, 
der  >1  ist,  und  1.  Demnach  können  gleiche  Werthe  von  E  bei  ver- 
schiedenem  y  bestehen: 

a)  für    massive    Kreiscylinder    und    elliptische    Cjlinder    zwischen 

E  =  }/{)^  und  1; 
h)  für  alle  Hohlcjlinder  und  die  übrigen  elliptischen  Cylinder  zwi- 
schen E  =  l  und  00. 

Diese  Scheidung  der  Cylinder  findet  statt  bei  F=r:^(3— ^5)  and 
VT+^  =  i  (yl+l  ±  /2  +  2/5). 

Wenn  demnach  einem  ruhenden  Kreiscylinder  eine  Rotation  mit 
stetig  wachsender  Energie  ertheilt  wird ,  so  nimmt  seine  Rotationsgeschwin- 
digkeit  zu ,  bis  V=  0,5  wird.  An  dieser  Stelle  geht  er  entweder  in  den 
elliptischen  Cylinder  mit  abnehmendem  V  über,  oder  es  bleibt  ein  Kreis- 
cylinder, bis  F=l  geworden  ist;  an  dieser  Stelle  geht  er  in  einen  Hohl- 
cyl Inder  mit  abnehmendem   V  über. 

Schematisch  lässt  sich  dieser  Process  veranschaulichen,  wie  folgt: 

r  =  0,0 ,     Ä  =  0 ,  Kreiscylinder, 

F  =  0,5 ,     E  =  yo^ ,       Kreiscylinder       elliptischer  Cylinder, 

F  =  1,0 ,     E=l,  Hohlcylinder 

I 
F=0,0,     ^=00,  Cylindermantel  Lamelle 

r  =  rj  =  00,  6:c  =  0:co. 

Die  Zwischenzustände  des  Rotationsmomentes,  der  Abplattung,  resp. 
Aushöhlung  und  der  Energie  ergeben  sich  aus  nebenstehender  tabella- 
rischer Uebersicht  conjugirter  Werthe  von  F,  i,  t  und  B^  welche  in 
Fig.  4  graphisch  dargestellt  sind. 

Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich,  dass  für  sehr  grosse  Energien  bei 
den  elliptischen  und  hohlen  Cylindern  zu  gleichen  Energien  gleiche  Ro- 
tatiousmomente ,  gleiche  X  und  gleiche  1 :  t  gehören.  Es  folgt  dieses  auch 
unmittelbar  aus  den  Gleichungen  13)  und  14),  sowie  aus  den  Grenz- 
werthen  Lim  F=  Lim {2  :  X)  =  ^tm (2t).  Combinirt  man  dieselben,  so  findet 
man  leicht 

Lim  E^  = —zr  ,      Lim  E^  =     , 

VI       "" 

folglich  auch 
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f  •w^-'V--  ^—  \.. -,-•*.      ,^..^*--  ,<^ 


und  für  gleiche  E  and  somit  gleiche   V 
15)  Zim(AT)  =  l. 


Kreiscylinder. 

11 

1  Elliptischer  Cylinder. 

1 

Bohlcylinder. 

Ei 

i 
1 

Et 

E, 

z. 

F. 

=yv. 

\ 

F. 

1~F 

1:t. 

V. 

^^yy 

1 

1 

yy 

— .._- 

2r 

0,00 

0,00000 

0,0000 

1 

! 

r~ 

0,00 

0,00230 

0,0480 

1 

0,00 

0,00667 

0,0818 

1 

1 

1 

1 

0,00 

0,01640 

0,1241 

1 

■ 

0,00 

0,06000 

0,2236 

1 

0,00 

0,10000 

0,3162 

! 

0,00 

0,15000 

0,3873 

, 

0,00 

0,20000 

0,4472 

1 

0,00 

0,30000 

0,5477 

1 

0,00 

0,50000 

0,7071 

1,00 

0,5000 

0,7071 

u.oo 

0,75000 

0,8660 

2,00 

0,4444 

0,8078 

0,00 

1,00000 

1,0000 

3,00 

0,3750 

1,0206  ; 

1,00 

1,00000 

1,0000 

4,00 

0,3125 

1,2298 

2,00 

0,72535 

1,0646 

( 

1 

1   5,00 

0,2778 

1,3702  J 

3,00 

0,53790 

1,2223 

1  10,00 

0,1650 

2,3019 

4,00 

0,42532 

1,8858 

40,00 

0,0476 

4,3658  ' 

5,00 

0,35125 

1,5409 

I 
1 

60,00 

0,0344 

5,2061  i 

10,00 

0,18728 

2,1854 

100,00 

0,0197 

7,0556  ;, 

40,00 

0,05117 

4,5241 

130,00 

0,0154 

7,9342  j, 

60,00 

0,03287 

5,4772 

300,00 

0,0067 

12,224   || 

100,00 

0,01990 

7,0711 

867,68 

0,0023 

20,85   1, 

.i 

130,00 
300,00 

0,01540 
0,00667 

7,9608 
12,250 

• 

( 

867,68 

0,00230 

20,807 

B.  Von  den  Verändemngen  der  Axenlängen^  der  Axenverhältnisse, 
der  Schwerkräfte  und  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  homogen 
flütsiger  Cylinder  dnrch  Condensation  und  Expansion  hei  constanter 

Masse  und  Energie. 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  dass  in  dem  massiven  Kreiscylinder 
eine  Condensation  eintrete  und  zwar  so,  dass  derselbe  immer  noch  homo- 
gen bleibt.     Es  wurde  gefunden 

j/27t  fQV  2         M         r     2 

4 
Eliminirt  man  a,  so  resuUirt  ' 

16)  E,  =  Vllllf^. 

4  Lko 
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Da  £,  M  und  L  constant  bleiben  sollen,  so  wird  für  zwei  verschie- 
dene Dichtigkeitsznstände  sein 

oder 

17)  T:  l\  =  p:p, . 

Da  7,nfi^  F=a)^  ist,  so  erhält  man  auch  noch  das  Gesetz  der  Abhängig- 
keit der  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Dichte,  nämlich 

18)  a):a)|  =  ^:^]. 

Ans  17)  folgt,  dass  von  F=  0,5  bis  1,0  sich  die  Dichte  verdoppeln  muss, 
nnd  weiter,  dass  für  verschiedene  Dichten  gleiche  V  nicht  existiren 
können.  Es  darf  jedoch  ans  17)  nicht  gefolgert  werden,  dass  z.  B.  für 
die  drei-,  vierfache  Verdichtung  sich  auch  V  auf  seinen  drei-,  vier- 
fachen Werth  erhebe,  da  V  den  Maximalwerth  1  hat.  Ein  massiver 
Kreiscylinder  nähert  sich  demnach  bei  Condensation  nach  und  nach  den 
Grenzen  r  =  0,5  und  endlich  V=:\^  wo  er  als  Gleichgewichtsfignr  auf- 
hört zu  existiren.  Es  fragt  sich:  in  welche  Figur  geht  er  an  letzter 
Stelle  über?  und  weiter:  kann  er  auch  bei  F=0,5  in  eine  andere 
Gleichgewichtsfigur  übergehen  ?  Wir  gehen  zunächst  aus  von  der  Energie 
des  elliptischen  Cylinders: 


E^z=' — ^^         M.hc,     ,     M  =  L  hcTiQ. 

'  8  j/l+l* 


Eliminiren  wir  hc^  so  resultirt 


19)  ?/2./-,K.Af^4+£. 

Bei  constanten  E,  M  and  L  wird  für  zwei  verschiedene  Dichtigkeits- 
znstände 

20)  /g>    2+^  ^VqV^i      2  +  V_ 

9     y~i+i^       ei      ^1+V 

oder 

2,N  F.(2  +  A«)«{l  +  V)  ^Q 

Ürücken  wir  k  durch   V  aus,  so  wird  gemäss  10) 
22)  ^"J:— 3  =  /p:^/^; 

und  wenn    V  durch  X  ausgedrückt  wird. 


23)  {2+i*ni+Vi+i,yyi+x*^Q^ 

(2+k^*)*{i+yi+i*y}/i+i»    Qi 

Mittels   der  Relationen  22)   and  10)  lassen  sich  zu  gegebenen  Con- 
densationen  die  conjagirten  Werthe  V  and  l  berechnen.     Ans  22)  folgt, 
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dats  für  Q>Qi  fitets  K<  K^  werden  mnss;  auch  ist  X'^X^^  denn  in  Be- 
rücksichtigung von  13)  geschieht  die  Veränderung  in  gleichem  Sinne, 
wie  die  Abplattung  bei  wachsendem  E,  Es  wird  nun  aber  zu  unter- 
suchen sein,  ob,  wiewohl  bei  bis  ins  Unendliche  wachsender  Energie 
Lim  F=s  0,  LimX  =  oo  sind ,  demnach  Lim (oo:  oo^)  und  Lim (c :  Cj)  nicht  end- 
lich seien.  Dies  gilt  nämlich,  wie  früher*  gezeigt  worden  ist,  vom 
EUipsoid  {ß)  und  vom  Ringe  (j3),  möglicherweise  also  auch  vom  ellip- 
tischen Cylinder.     Oehen  wir  aus  von  der  Relation  20): 

F(2  +  i«)*(l+V)       ^ 
>,(2  +  Vy(i  +  A^)       C," 
Es   sei   Vj^   gleich   dem   singulären  Grenzwerthe   0,5,    so    ist  ilj  =  0;    die 
sugehörigen  Elemente  seien   pj  =  l,  q)^  =  ] ,  h^  =  c^  =  1\   dann  wird  zu- 
gleich 2nf=:2,     Es  ist  also 

F(2  +  A.)«^ 

Für  grosse  X  wird  AK  =2;  eliminirt  man    K,  so  wird 

24)  Lfm(A:(i)  =  l; 

d.  h.  an  den  äussersten  Grenzen  der  Condensation  ändert  sich  das  Axen- 
verhältniss  proportional  der  Dichte,  und  es  ist  X  =  c:b^=  g.  Wegen  der 
Kelation  ^  2 

Lim  ,j— ---  c=  Lim  — 
wird  nun 

25)  Lim (q:X)  =  Lim (w« :  inf)  =  Lim (w^ :  4)  =  1 , 
d.  h.  es  ist 

26)  Lim(oo:(oJ  =  2. 

Ein  Maximum  oder  Minimum  von  m  existirt  zwischen  den  Grenzen  ci)|  =  1 
und   CD  =  2   nicht   weiter.     Man  findet  dies  leicht  mit  Hilfe  der  Relation 

27)  -.A+il-  =  -i.4±iil-=2 

Q  yr+x^   9i  j/i+v 

Aus  26)  folgt  nunmehr,  dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  bei  ^  =  oo 
das  endliche  Maximum  2  erreicht,  also  die  doppelte  von  derjenigen  wird, 
hei  welcher  der  Kreiscjlinder  sich  in  den  elliptischen  verwandeln  kann. 

Auch  die  grosse  Axe  2c  des  elliptischen  Querschnittes  behält  einen 
endlichen  Werth.  um  dies  zu  erweisen,  beachten  wir,  dass  wegen  der 
conBtanten  Grösse  von  M  und  L  sein  muss 

M  =1^  L  h  c  n  Q  =s  L  h  c,  ;to, , 
mithin 

hro 

^  ^1  ^1 


Nun  ist  weiter  c'p  =  C|')/]-|-A^  und  in  BerückHichtigung  von  22) 
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Da  Lim  r=0  ist,  so  findet  man 

29)  Lim{c'.c^)^  1. 

Weil  nun  aber  c:q  zwischen  F=0,5  und  0  nicht  constant  ist,  so  wird 

man  aus  dem  gefundenen  Orenzwerthe  schliessen  müssen,  dass  zwischen 

den  Grenzen    ^  =  1    und  oo  die   halbe   grosse  Axe   c  ein  Maximum  oder 

ein   Minimum    werden    muss.     Differenzirt  man    die   Gleichung  28)   und 

de 
setzt  p-^=0,  so  kommt  man  auf  die  Bedingungsgleichung  F*+2F*— F 

=  0.  Der  eine  Wurzelwerth  ist  F^  =  0  und  entspricht  einem  Minimum; 
die  beiden  anderen  Wurzelwerthe  sind  —1  +  ^2,  wovon  nur  die  posi- 
tive y\  =  y2  —  1  in  Betracht  kommt.  Zu  diesem  Werthe  gehören  nach 
10),  22),  28)  die  folgenden: 


30)      /l  +  A«  =  j/2  +  l,     p  =  4(/2-l),     Q)=2/2(/2-l), 

^  =  i(/2  +  l),      6  =  f 

Die  längste  Halbaxe  des  elliptischen  Querschnittes  wächst  also  ungeachtet 
der  fortgesetzten  Condensation  zwischen  r=0,5  und  0,414  von  1  auf 
2,414,  um  sich  dann  wieder  für  ^  =  oo  dem  Werthe  1  zu  nähern;  die 
kürzeste  Axe  dagegen  wird  0. 

Wenn  man  nun  weiter  in  16)  und  19)  der  Einfachheit  wegen  setzt 

ALn       "    ' 

so  erhält  man  für  den  Kreiscylinder  und  den  elliptischen  Cylinder  die 
Energien 


Bei  r=0,5  ist  nun  nach  dem  Früheren  il  =  0,  und  die  beiden  Energien 
nehmen  dieselbe  Form  an;  an  der  Uebergangsstelle  müssen  die  drei 
Elemente  F,  K  und  q  gleich  sein ,  welcher  Anforderung  die  beiden  Gleich- 
ungen offenbar  genügen.  Daraus  folgt,  dass  der  Kreiscylinder  bei  F=0,5 
durch  Condensation  in  den  elliptischen  Cylinder  übergehen  kann. 

Zur  Beantwortung  der  andern  Frage,  in  welche  Figur  der  Kreis- 
cylinder bei  K=l  durch  weitere  Condensation  übergehe,  bedarf  es  einer 
ähnlichen  Untersuchung  über  das  Verhalten  des  Hohlcylinders.  Wir  gehen 
aus  von  der  Energie  desselben ,  nämlich 


Eliminiren  wir  r*— r^*,  so  wird 
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^Ij  ii  = __ .__ 

4L  ng  Ix 

Bei  consUnten  £,  Af  und  I  wird 

oder 

Wenn  man  für  V  seinen  Werth  a?\2nfq  snbstitnirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

%A\  ft)(l  +  T^)T,    _   Q 

welche  die  Beziehung  der  Winkelgeschwindigkeit  zur  Dichte  ausdrückt. 
Eb  lassen  sich  ausserdem  durch  Elimination  Gleichungen  aufstellen, 
welche  die  Beziehungen  zwischen  t  und  ^,  t  und  00  enthalten.  Aus  11) 
uod  33)  folgt  nämlich 

(1-t)\    1  +  r 


(l  +  r*)»T,«jl--L!l!/^ 


35)  .__  ,  -•  l-T»_At) 


/•(^i) 


Combinirt  man  diese  mit  34),  so  resultirt  noch 


Für  gegebene  Condensationen  lässt  sich  mittels  35)  t  und  aus  11) 
die  conjugirten  Werthe  von  V  berechnen.  Da  für  wachsende  t  zugleich 
/'(t)>/'(T|)  ist,  so  folgt  daraus,  dass  bei  fortgesetzter  Condensation  der 
Cy linder,  welcher  F=3l  entspricht,  sich  immer  mehr  aushöhlt,  also  V 
stetig  abnimmt.  Die  Formveränderung  geschieht  in  gleichem  Sinne,  wie 
diejenige  bei  zunehmender  Energie  und  constanter  Dichtigkeit.  Es  wird 
noch  zu  untersuchen  sein,  ob  bei  einer  ins  Unendliche  fortgesetzten 
Condensation,  also  einem  bis  0  abnehmenden  r,  auch  r  und  cd  Null  zur 
Grenze  haben.  Wir  suchen  demgemäss  noch  Lim{r:r^  und  Ztm(oo:a>j) 
SU  bestimmen. 

Es  sei  Vy^  gleich  demjenigen  Grenzwerthe,  wobei  die  Gleichgewichts- 
bedingung massiver  Kreiscylinder  bei  weiterer  Condensation  aufhört,  weil 
f^r  jedes  Massentheilchen  Gravitation  und  Centrifugalkraft  einander  gleich 
werden.  Wir  setzen  also  voraus,  es  sei  F|  =  l,  zugleich  r^=l,  (>|  ==  1« 
•1*=^»  »'0'*^»  '•i*=0;  dann  ist  2is/8l.  Aus  33)  folgt  zunächst  für 
den  Hohleylinder  toh  dk 


44       üeber  die  Gesetze  der  Bewegung  and  Formverändernng  etc. 

wir  bereits  in  früheren  Abhandlungen  den  Beweis  erbracht,  dass  eine 
^Iche  nicht  eintreten  kann.  Dasselbe  gilt  nun  auch  von  den  cylin- 
drischen  Gleichgewichtsfiguren ,  wie  noch  gezeigt  werden  soll.  Eis  genügt 
offenbar,  zu  zeigen,  dass  die  Massenanziehung  stets  die  Centrifugalkraft 
überwiegt.  Betrachten  wir  zunächst  die  elliptischen  Gylinder.  Sind  B 
und  C  die  Schwerkräfte  an  den  beiden  Polen  eines  Aequators,  By  und 
6\  die  Massenanziehungen,  so  ist 

B^B^  +  t^^h,     C=  t\  +  ««c. 

Setzen  wir  aus  4)  die  Gomponenten  ein,   so  finden  wir 

B  = —       — ; -b  +  a^b, 

und  in  Verbindung  mit  10) 

41)  i5  =  — w^c,    analog    C=^-—a)^b, 
Führen  wir  B^  und  C^  ein,  so  resultirt  noch 

42)  i?j  =  -cD«(ft  +  c)=5  +  C=Cj. 

Aus  41)  folgt  noch,  dass  die  gesammte  Schwere  stets  kleiner  als 
Null  und  von  Null  verschieden  bleibt.  Denn  für  den  elliptischen  Cylin- 
der  ist  Limm  endlich  und  Limc  ebenfalls,  d.  h.  Lim  B  hat  einen  end- 
lichen negativen  Werth,  nämlich  —4;  Limb  ist  unendlich  klein  und 
demgemäss  Lim  C  =  0. 

Für  den  Hohlcylinder  ist  die  absolute  Massenanziehung  auf  der 
Oberfläche 


also  die  Schwere 


Ä,  =  —  27b/'() ^ 


7?  =  Ä.  +  «V  =  -  ^  ^  +  0)^-. 

1  V         r 


Um   y  zu  eliminiren,  beachten  wir,  dass  nach   11) 


'  M  '  1 


und  für  verschwindend  kleine    ^  wird 

r=2       ' 


Daraus  folgt  sofort 

43)  Lim  R  =  Lim  (—  w^r). 

Da  nun  o)  und  r  sich  den  endlichen  Werthen  2  und  0,5  nähern,  so 
nähert  sich  R  dem  Werthe  — 2,  folglich  findet  auch  auf  dem  Hohlcylin- 
der eine  Abschleuderung  nicht  statt.  Dabei  ist  für  ^  =  oc  der  Werth  R 
absolut  genommen  gleich  der  auf  die  innere  Oberfläche  wirkenden  Centn* 
fugalkraft,  wie  dies  auch  direct  aus  dem  Gleichgewichtszustande  einer 
unendlich  dünnen,  beiderseits  freien  Schicht  geschlossen  werden  mnsste. 
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Endlich   ist  bei   dem  massiven  Ereiscylinder  die  gesammte  Schwere 

.2 


(O' 


und   weil   F<1   ist,    B  stets  negativ  mit  Ausnahme  des   Falles   V=l» 
In   diesem   wird    ^  =  0.     Anf  der  Oberfläche   dieser   Gleichgewichtsfignr 
and  ebenso  in  jeder  ihrer  inneren  Schichten  halten  sich  Massenanziehung 
und  Centrifugalkraft  überall  das  Oleichgewicht.     Bei  vermehrter  Energie 
oder  fortschreitender  Condensation  muss  diese  Figur  sich  auflösen,  weil 
die   Gleichung  17)    nicht    mehr   bestehen  kann.     Dieser   Umstand   führt 
jedoch   nur  zu  neuen  Gleichgewichtsflguren ,   entweder,  wie  gezeigt  wor- 
den ist,  zu  dem  einfachen  Hohlcjlinder  oder  zu  discontinuirlichen  coaxia- 
len  Hohlcjlindern  mit  gleicher  oder  ungleicher  Rotationsgeschwindigkeit. 
Diese  Oleichgewichtsfiguren  sind  ebenfalls  einer  mathematischen  Behand- 
lung fähig;  sie  entsprechen  den  concentrischen  Ringsystemen.* 

Systematische  üebersicht  der  Gleichgewichtsflguren, 


F. 


1,0000 


0,5000 
0,2246 


EU.  (a) 
Ell.  (a) 


EU.«?) 


0.1871  1  Ell.  (a)  ElL(y) 
0,1349  ! 


0,0000 


:6  ' 
:c  !| 

I 


Kugel    Cyl.  Discus 

11  1 

1  1  a> 

1  OD  OD 


Bing  (a) 


Ring(a)    Ring(j5) 
Bing    DIbcus 

1  1 

1 


a 
:b 
:r 


ao 


OD 
OD 


Massiver 
Ereiscylinder 


Massiver 
Kreiscyl. 

Kreiscyl.  EIIipt.Cyl. 


Hohlcyl. 


:b 
:C 


Cyl. 

1 
1 


Lamelle 

1      :r, 
0      :r 


Ebene 

.    00« 

00 
00 


*  Man  yergl. :  Ueber  Systeme  koBmischer  Binge  von  gleicher  ümlaufszeit  als 
discontinoirliche  Gleichgewicbtsformen  einer  frei  rotirenden  Flüesigkeitsmasse. 
2eitwhr.  f.  Math.  u.  Phys.  X  S.  69.  1865.  —  üeber  den  vorliegenden  Gegenstand 
ift  neaerdings  auch  eine  Abhandlung  publicirt  von  Otto  Euntze  in  Gran.  Arch. 
aVUl.    1882. 
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I.    Die  Oleiohong  des  Kreises  in  trimetrisohen  Pnnktooordinaten. 

Die  bis  jetzt  bekannten  Ableitungen  der  Bedingnngsgleichnng  fBr 
den  Kreis  in  trimetrischen  Coordinaten  stützen  sich  nicht  auf  die  cha- 
rakteristische nnd  für  die  analytische  Geometrie  wichtige  Eigenschaft, 
wonach  beim  Kreise  sämmtliche  Paare  conjngirter  Durchmesser  oder, 
allgemeiner  gesprochen,  die  zu  einander  conjugirten  Richtungen  immer 
rechtwinklig  sind.  Der  Zweck  gegenwärtiger  Zeilen  ist  die  Durchführung 
einer  auf  letzterem  Princip  basirenden  Deduction,  wodurch  diese  in  me- 
thodischer Hinsicht  in  Einklang  gebracht  werden  soll  mit  der  diesbezüg- 
lichen Ableitung  in  Cartesischen  Coordinaten. 

Wir  nehmen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  trimetrischen 
Punktcoordinaten : 

1)    «iia^i*  +  fl«a:8»-f  033 j-3«  +  2a^^x^x^  +  20,3X10:3  +  20,^3X20:3  =  0, 

wo  Xj,  ^21  ^s  ^^^  laufenden  Coordinaten  bedeuten. 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  kann  als  Polare 
desselben  aufgefasst  werden ;  wir  betrachten  daher  das  Fundamentaldreieck 
des  trimetrischen  Coordinatensjstems  als  drei  Polaren  der  Curve  und 
suchen  die  entsprechenden  Pole.  Ist  nun  der  in  Rede  stehende  Kegel- 
schnitt ein  Kreis,  so  muss  jeder  durch  die  erwähnten  Pole  gebende 
Durchmesser  rechtwinklig  zur  betreffenden  Polare  sein.  Bezeichnen  wir 
die  zur  Determinante 

gehörigen  Bubdeterminanten  mit  entsprechenden  grossen  Anfangebnch* 
Stäben :  A^^ ,  A^^  etc. ,  so  sind  die  trimetrischen  Coordinaten  der  zu  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  Xj  =  0,  0:2  =  0,  ^3  =  0  als  Polaren  gehö- 
rigen   IrOle:     -<f  jj ,  -»12»  ^181    -^121  -^22»  -^231    '^IS»  ^^28»  ^SS  • 

Die  Gleichung  des  durch  den  ersten  Pol  gehenden  Durchmessers  ist: 

^1  [^12  (^18  *''*  <^  +  ^28  ^''^  ^  +  -^33  ^^  0 

—  -^13  (-^12  sinA  +  A^  sin  B  -|-  A^^  sinC)\ 
+  a?2  [^18  (-^11  sinA'\-  ^,2  *«''  ^  +  ^13  ^  C) 

—  ^11  (^18  *«''  ^  +  ^28  **"  ^  +  ^88  *«''  ^)] 
+  «3  [^11  (i^j2  *"*  '^  +  '^22  *'''  ^  +  ^28  *''*  ^) 

—  ^j2  (^11  ^^^  ^  +  -^12  *«W  ^  +  ^13  SVi  C)]  =  0, 

yro  A^  B^  C  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  bedeuten. 


«n 

«12 

«18 

«1« 

«22 

«28 

«18 

«28 

«33 
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Diese  Gleichung  übergebt  infolge  der  Relationen,  welche  zwischen 
den  Elementen  der  Determinante  J  und  denen  des  adjnngirten  Systems 
bestehen,  in  die  nachstehende: 

+  x^  («33  sin  B  —  fljj  sin  C)  =  0. 

Aof  ähnliche  Weise  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  Dnrchmesser, 
welche  dnrch  den  zweiton ,  resp.  dritten  Pol  gehen ,  in  folgender  Form : 

Q\  '''l  (^11  *'"  ^  ■"  ''iS  ^^^  '^)  +  ^2  (^''12  ^^^  ^  ~~  ^23  *'''  ^) 

+  ^3  (^13  ^'''  ^  —  «83  *«"  -^)  =  0  , 

j\  '^1  ('*12  ^'"  "^  "~  ''ll  *'"  ^)  "f"  ^^2  ^«22  ^^^  ^  —  "12  *'"  ^) 

+  .Tg  (/?23  sin  A  —  aj3  siVi  ß)  =  0. 

Diese  Durchmesser  müssen  zu  den  Polaren  a'^  =  0,  ^2^^^*  ^^3  =  0 
rechtwinklig   sein;   wir   erhalten   daher  drei  Orthogonalitätsbedingungen : 

(fljj  sin  B  —  a^2  ^"^  0  "~  («2s  **'*  ^  ~"  ^22  *"*  ^)  ^^'^  ^^ 

—  («33 5m B  —-a^  sin C)  cos B=0^ 

(a,2  sin  C  —  0^3  sin  A)  —  (0^3  sin  C  —  a^  sin  A)  cos  A 

—  (cij j  5tw  C  —  0^3  5m  ^)  cos  C  =  0 , 

•7\  (^28  ^'^  -^  ~"  ^18  ^''^  '^)  ~  (^12  ^*''  ^  ■"  ^11  ^''^  ^)  ^^^  ^ 

—  (a^j  sin  A  —  Ojg  5m  B)  cos  ^4  =  0 , 

ans  welchen  sich  die  Endresultate  ergeben.  Addirt  man  nämlich  die 
Gleichungen  5)  und  6),  so  erhält  man 

'»18 [«»« (^+  ^)  -  Sin (6'—  ^)]  -  «23 [sin{ß  +  C)  +  siniß-^C)] 
=  ^  «33  [sin  2B  —  sin  2  /4]  +  {a^^  —  a^)  sin  C  cos  C; 

weno  man  die  in  den  eckigen  Klammem  enthaltenen  Ausdrücke  in  Pro- 
ducta verwandelt  und  dann  mit  cotgC  multiplicirt,  so  nimmt  die  Gleich- 
ung folgende  Form  an : 

Ojj  sin^  C  +  «33  sin  B  .  sin  C  cos  A  —  2  a^j  sin  B .  sin  C 
=  033  *''*  A.sinC cos B  +  a^^  sin^ C  —  2 0^3  sin  A  sin  C; 
da  aber  im  Dreieck 

sin  C  cos  A  =  sin  B  —  sin  A  cos  C  und   sin  C  cos  B  =  sin  A  —  sin  B  cos  C 
ist,  80  reducirt  sich  die  letztere  Gleichung  auf  die  folgende: 
^^  a^  sin^ ^  +  Ö8S  sin^  B  —  2a^sin  B sinC 

=  ^'ss  *''** -^  +  ''11  ^''^^ C—  2 ÖJ3  sin  A  sin C. 
Durch  ähnliches  Verfahren  erhält  man  aus  den  Gleichungen  6)  und 
7)  das  folgende  Besultat: 

^^  fljj  sin*  <^  +  öjj  sin*  C  —  2  0^3  sin  A  sin  C 

=  fljj  sin*  B  +  öjg  sin*  A'-2a^^  sin  A  sin  B, 

Die  Vereinigung    der  Gleichungen   8)  und  9)  bildet  eine  Doppel- 
bediognng,   welche   erfüllt  werden  muss,   wenn  die  Gleichung  1)  einep 
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Kreis  darstellen  soll.  Um  die  Gleichung  des  Kreises  selbst  sa  erhalten, 
schreiben  wir  die  Doppelbedingnng  in  folgender  Form: 

«22  sin* C  +  «33  sin* 5  —  2 0^3  sin  B  sinC  =  —  k^ 
«33  sin* A  +  «11  sm* C  —  ^^i^  sin  A  sin C  =  —  A- , 
fljj  sin*  B  +  a^  sin* A  —  2 a^j  sin  A  sinB^-^  k^ 

bestimmen  aas  den  einzelnen  Gleichungen  die  Grössen  2033,  2a|3,  2a^, 
and  snbstituiren  dieselben  in  die  Gleichung  1).  Diese  Operationen  liefern 
die  Gleichung  des  Kreises  in  trimetrischen  Punktcoordinaten : 

(xj  sin  J  +  x^  sin  B  +  x^  sin  C) (Xj a^^  sin  B  sin  C-^-x^a^  sin  C sin  Ä 
1 0)  +  x^  (I3,  sin  A  sin  B) 

4-  k  (xj ^3  sin  A  +  x^x^  sin  B  +  x^x^  sin  ^)  =  0 ; 

wo  k  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  daher  auch  die  Gleichung  einen 
beliebigen  Kreis  reprftsentirt. 

Bezeichnen  wir  die  Coefficienten  der  x  in  der  zweiten  ELlammer 
kurzweg  mit  r^ ,  c^,  c^,  so  kann  die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  in 
folgender  Form  geschrieben  werden: 

11)  ^^^^^  "^  ^*'^*  "*"  ^8^»^(^i  ^^"^  +  ^2  *««  ^  +  «8  sinC) 

+  A  («3  J*3  sin  A  +  x^x^  sin B  +  x^x^  sin  (7)  c=  0 ; 

die  Gleichung  enthält  also  vier  willkürliche  Constanten ,  gleich  der  Gleich- 
ung in  schiefwinkligen  Cartesischen  Coordinaten. 

Die  Gleichung  eines  dem  Fundamentaldreieck  umgeschriebenen  Kegel- 
schnittes ist  «33 a?3  a?3  +  aj3  x^  x^  +  a^^  x^  x^  =  0,  also  dj ^  =  0,  «33  =  0,  1I33  =  0 
in  diesem  Falle,  welche  Substitution  in  Gleichung  10)  die  Gleichung  des 
dem    Fundamentaldreieck    umgeschriebenen   Kreises    in    folgender  Form 

giebt : 

x^x^  sin  A  +  x^x^  sinB+  x^x^  sin  (7  =  0. 

Temesvdr.  Prof.  Ignaz  Dorooi. 


n.    üeber  ein  Theorem  von  Liouville,  die  doppelt -periodiichen 

Functionen  betreffend. 

Ein  Theorem  von   Liouville   lässt  sich   auf  folgende  Weise   aus* 
sprechen : 

„Jede  doppelt -periodische  eindeutige  Function  der  n^*^"  Ordnung 
kann  durch  die  doppelt -periodische  Function  zweiter  Ordnung  mit  den- 
selben Perioden  und  deren  Ableitung  ausgedrückt  werden/* 

Einen  Beweis  dieses  Theorems  findet  man  bei  Königsberger*  und 
Briot  &  Bouquet^.     Aber  Laurent*^*  bemerkt,   dass,  wiewohl  der 

*  Vorlesungen  über  Elliptische  Functionen  1,  S.  364. 
'**  Theorie  des  ionctions  elliptiques,  S.  250. 
^*^  Theorie  el^mentaire  de«  fonction»  elliptiques,  S.  116. 
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»-    •'    -^    -^N,  "V- 


Beweis  dieses  Theorems  bekannt  ist,  doch  die  Formel,  wodurch  man  jede 
willkürliche   doppelt -periodische  Function   ausdrücken  kann,    noch  nicht 
entwickelt  war.     Durch  Anwendung  der  Theorie  der  Kesidus  findet  Lau- 
rent die  verlangte  Formel. 

Einfacher  und  natürlicher  wird  diese  Formel  gefunden,  wenn  man 
bei  der  Entwickelung  den  Beweis,  wie  man  ihn  in  den  genannten  Lehr- 
büchern findet,  zu  Grunde  legt. 

F{z)  sei  die  willkürliche  d.-p.  Function  n*"  Ordnung  und  f{z)  die 
d.-p.  Function  zweiter  Ordnung,  worin  F{z)  ausgedrückt  werden  soll. 

F{z)  werde  in  einem  Elementarparallelogramm  unendlich  in  deu 
Punkten  a^,  a,,  ...  an\  f{z)  in  den  Punkten  a  und  ß. 

Betrachtet  man  nun  eine  Function  (p{z)  =  F(z)  +  F{tt  +  ß  —  z)f  so 
wird  q>{z)  unendlich  für  2  =  «^,  2  =  ag,  ...  z  =  anf  und  z  =  a  +  /3--ai, 
2=«i+j3 — ftg,  ,\  c  =  tt  +  |S— a«;  q>{z)  ist  demnach  eine  Function  2n**' 
Ordnung.  Diese  Function  hat  auch  2/i  Wurzelpunkte,  welche  sein  mögen 
«1»  «„  ...  ««;  a  +  ß  —  a^,  a  +  j!?  — «8t  ••  «  +  /?  — ««. 
Nach  bekannten  Sätzen  ist  nun 
q>(z)^F(z)  +  F(a  +  ß^z) 

Denn  der  rationale  Bruch  rechter  Hand  ist  eine  d.-p.  Function  mit  den- 
selben Perioden  wie  (p{z)  und  wird  ebenso  wie  q>{t)  Null  in  den  Punk- 

^•^    ^t^'ji  •••«»;    «+/5  — «i>  «  +  i!^-"Ö2»  •••  *  +  /^"~«n   und   unendlich  in 
den  Punkten  O])  cr^,  . ..  tf«;  cr  +  /S  — «j,  «  +  /?  — «j,  ...  ct+ß  —  a«. 

Weiter  betrachten  wir  die  Function  i/;(2)  =  /*(;)* ^rr— ; 

auch  diese  Function  ist  doppelt -periodisch,  mit  denselben  Perioden  wie 
A*)'  Für  die  Werthe  ^  =  «1,  2  =  «2>  •••  *  =  '*n5  2  =  «+/^  — «u  2  = 
«+|J— «2»  •••  ^  =  «  +  /5~~«ii  wird  sie  wiederum  unendlich  und  hat  darum 
snch  2/1  Wurzelpunkte.  Diese  2w  Werthe  sind  erstens  vier  Werthe, 
welche /"(«)*  Null   machen,    und    zweitens   2«  — 4  von  den  2w  Werthen, 

welche  F{z)  —  F{a  +  ß—  z)  Null  machen,  denn  die  übrigen  2  =  — —, 
'  =  - — ,    «e= ^ und   z= ^ sind  auch  Wurzeln 

2t  2t  2t 

ron  f\z).  Sei  nun  f{z)  =  0  für  2  =  c  und  «  +  /?  — c  und  die  2w  — 4 
Werthe  von  t,  die  /^(z) —  /'(«  +  /?  — z)  Null  machen,  6,,  6^,  ...  6„_2; 
«+^— ^i,  tf+/3  — 6g,  ...  cr  +  |S  — ö«_2.     Wiederum  ist 

aber  f{e)  =  0  nnd  also 

f.  Il.tli.ni.tik  a  Physik  XXVIII,  I.  V 
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F(t)-F{a+ß-t) 

"^     =c'f  (z\  (fi')-fi''Mn')-nht))...inz)-f{b.-i)) 

Addiren  wir  die  ersten  and  zweiten  Glieder  der  Oleichangen  I)  and  II), 
dann  ist 

III)  2  F{z) 

(AW  -  n«i))  a(*)  -  A«,))  •  • .  (/(*)  -  z'c«-)) 

Jetzt  bleibt  noch  ttbrig,  die  Constanten  C  und  C  an  bestimmen.     Wird 
z  =  a,  dann  ist 

2  f  (a)  =  C+  C  f-^^l 

und  z  =  j3  giebt 


2^«=c+»m].  j 


doch 

\aw)v.=a~   \(/-(s))v.=/.' 

deshalb 

C=F(„)+F(^)    und    C'=-^-^p^ 


Sabstituireu   wir   diese  Werthe   für  C  und  C  in  Gleichung  III),  so   be- 
kommen wir  die  verlangte  Formel  und  wir  haben 

i{F(«)  +  F(/j)}  {(/W-ZMaw-A-J)  •..  (A«)- /(«.))! 

.        F(«\  -  F{ß) 


t(A*)-Afti))-(/^W-Aft— »)) 


(/•(*)  -  /'(«.))  (/'W  -  A«*0  •  •  •  ( A«)  -  /'(«.)) 

Aber  die  rationalen  Brüche  in  den  Gleichungen  I)  nnd  II)  können 
in  eine  Snmme  von  Partialbrüchen  zerleg^  werden.  Nach  bekannten 
Regeln  wird  dann  gefanden 

f  W+  F(«+^-»)  =  C+^-,^/l^[(f(,)+f(«+^-r)-C)(*-«,)]«=.^; 

dabei  ist  (^(tt  +  /3-«)  — C)(s-Op),=„,  =  0,  somit 

IV)    P{z)  +  F{u+ß-z)=  F{a)+  F{ß)+^j^^^^^\F(t){z-u;\U^^. 

Wird   nach   derselben  Regel  auch   der  rationale  Bruch  in  Gleichung  II) 
transformirt,  so  ist 
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F{2)-F[a  +  ß-z)       "^       n«r)       [Fit)  -  F(a  +  ß-z)  1 

c  Zj    nz)-n«p) 

nnd 

Ans  4)  and  5)  bekommen  wir  die  Gleichung 
VI)  2F{t)  =  F{a)+Fiß)+''^^-^)±f^^liF(t)[z-a,]).=a,, 

welche  mit  der  von  Laurent  gefundenen  Formel  im  Wesentlichen  über- 
einstimmt. Es  findet  sich  leicht,  wie  diese  Formeln  modificirt  werden, 
wenn  nicht,  wie  hier  angenommen  ist,  alle  Werthe  von  z,  welche  die 
Function  zu  Null  oder  Unendlich  machen ,  von  einander  verschieden  sind, 
wenn  also  mehrere  dieser  Werthe  zusammenfallen.  Ebenso  ist  hier  an- 
genommen, dass  keiner  der  Werthe  die  f{z)  unendlich  mache,  auch  F(z) 
einen  unendlichen  Werth  gebe.  Wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  könnte 
man,  nach  einer  Bemerkung  von  Laurent,  statt  F(z)j  F{z)  dividirt 
durch  eine  Potenz  von  f{z)  entwickeln. 

Groningen.  Prof.  H.  J.  Rink. 

nL  Heuer  einfacher  Beweis  des  Sattes  aus  der  Geometrie  der  Lage: 

Ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen  Grandpunkten 
schneidet  auf  einer  Geraden  in  der  Ebene  desselben 
eine  Punktinvolution  aus.* 

(Hierzu  Taf.  I  Fig.  6  u.  6.) 

Hierzu   bedarf  es  zunächst  des  Beweises  eines  andern  Satzes,  der 
wohl  auch  bei  anderen  Aufgaben  mit  Vortheil  zu  verwenden  ist: 

Wenn  sich  die  projectivische  Beziehung  zweier  conjectivischen  (inci- 
denten)  Punktreihen  in  der  Weise  stetig  ändert,  dass,  während  zwei 
Puuktepaare  //-«^i,  B  B^  fest  bleiben,  der  dem  festen  Punkte  C  zugeord- 
nete C|  den  Träger  der  Punktreihen  durchläuft,  so  beschreiben  die 
Doppelpunkte  der  durch  die  jedesmalige  Lage  von  C^  eindeutig  auf 
einander  bezogenen  Punktreihen  eine  Punktinvolution. 

Beweis.     Auf  einer  Geraden  L  seien  drei  Punktepaare  zweier  pro- 
jeetiviiehen  Punktreihen 


*  VergL  Schröter,  J.  Steiner^s  Vorlesungen  über  synthet.  Geometrie.    1867. 
l>ntier  Abschnitt    S.  286  $  39. 
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A  A^y       B  By^       C  Cy 

gegeben.  Nach  der  von  Steiner  in  seinem  Werke  „ Systematische  £nt- 
wickelung  der  Abhängigkeit  etc/\  S.  68  angegebenen  Constmction  findet 
man  die  Doppelpunkte  dieser  Punktreihen,  indem  man  die  Punkte  AA^^ 
Bßi^  CCy  mit  einem  Peripheriepunkte  P  einer  beliebig  in  der  Ebene  des 
Trägers  L  vorgegebenen  Curve  zweiter  Ordnung  durch  die  resp.  Strahlen 

verbindet;  schneiden  diese  die  Peripherie  der  Cnrve  bezw.  in  den  Punk- 
ten aO|,  ßßyj  YYiy  und  verbinden  wir  die  Schnittpunkte 

(«P^i»  f^iß)    and    (ay^,  a^y) 

durch  eine  Gerade  o:,  welche  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  Ä  und 
S  schneidet,  so  bestimmen  die  Geraden 

JTp  und  SP  auf  Z 

die  Doppelpunkte  der  beiden  Punktreihen.     Bewegen  wir  nun  C^  auf  L 

hin,  so  bewegt  sich  (Fig.  5  u.  6)  der  Schnittpunkt  {yicit  cc^y)  auf  a^y 
hin,  der  Strahl  x  dreht  sich  also  um  den  Punkt 

die  Strahlen  ÄJP  und  SP  bilden  eine  Strahleuinvolution ,  ihre  Schuitt- 
punkte  mit  L  also  eine  Punktinvolution. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  der  an  die  Spitze  gestellte 
Satz  leicht  erweisen. 

Es  seien  o,  /3,  y,  d  die  vier  Grundpunkte  eines  KegelschnittbÖschels 
und  L  eine  Gerade  in  der  Ebene  desselben.  Jeder  Kegelschnitt  des 
Büschels  ist  vollkommen  bestimmt  durch  die  Annahme  einer  Tangente  a 
im  Punkte  er  z.  B.     Dann  aber  haben  wir  in  den  Strahlenpaaren 

a  und  da,     aß  und  öß^     ay  und  öy 

drei  Strahlenpaare  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel,  welche  den 
Kegelschnitt  erzeugen;  dieselben  schneiden  die  Gerade  L  in  Punkte- 
paaren  zweier  projectivischen  Punktreihen 

A  Ayy   B  By^  CCy. 

Die  Doppelpunkte  derselben  sind  offenbar  die  Schnittpunkte  der  Cnrve 
mit  Z.  Drehen  wir  nun  a  um  den  Punkt  a,  so  erhalten  wir  succeaaive 
sämmtliche    Kegelschnitte   des  Büschels;    es   bleiben  jedoch   die  Strahlen 

da,     ctß  und  öß^     ay  und  dy, 

und  demgemäss  auch  die  Punkte 

A^ ,     B  und  By ,     C  und  C,  auf  Z 

unverändert,  nur  der  Punkt  A  bewegt  sich  als  Schnittpunkt  des  Trägers 
Z  mit  der  Tangente  a  auf  Z  fort;  nach  dem  oben  bewiesenen  Satsee  bil- 
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den  mithio  die  Doppelpunkte,  das  sind  die  Schnittpunktpaare  jeder  Cnrve 
des  Büschels  mit  Z,  auf  dieser  Geraden  eine  Punktinvolntion ,  w.  z.  b.  w. 

Jena.  Carl  Hossfbld,  Stud.  math. 


IV.   Notiz  über  Tripel  einer  Curve  dritter  Ordnnng;  welche 

denselben  Höhenschnitt  haben. 

Id  jedem  Kegelschnittnetz  kommt  ein  Kreis  vor.  Das  gemeinsame 
Polardreieck  desselben  und  irgend  eines  andern  Kegelschnittes  ans  dem 
Netze  hat  den  Mittelpunkt  M  des  Kreises  K  zum  Höhenschnitt  und  seine 
Ecken  sind  Tripel  der  Hesse 'sehen  Curve  H^  des  Netzes,  d.  h.  Punkte, 
in  welchen  sie  von  einem  Kegelschnitte  berührt  wird. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  und  p  seine  Polare  bezüg- 
lich AT,  so  ist  klar,   dass  nur  zwei  von  den  Schnitten   P',  /^',   P^"  von  p 
und  H^  im  Verein    mit  P  ein  Polardreieck    bilden;    denn   haben  P'  und 
/^"  diese  Eigenschaft,   so   genügen   sie   auch  der  Bedingung  PM\^PP' 
and    P' M \_PP ^    welcher    folglich    P"  nicht    mehr    entsprechen    kann. 
Dieser  Punkt  liegt  mit   den    weiteren  Schnittpunkten   der   zwei  anderen 
Dreiecksseiten  auf  einer  Geraden  g. 

Es  giebt  also  einfach  unendlich  viele  Tripel  erwähnter  Art,  ihre 
Ecken  constituiren  auf  E^  ein  involutorisches  Punktsystem  und  ihre 
Seiten  umhüllen  die  zu  E^  polarreciproke  Curve  C^  bezüglich  des  Kreises 
als  Basiscurve.  Ebenso  ist  auch  infolge  dessen  die  Enveloppe  der  Ge- 
raden G  eine  Curve  dritter  Classe. 

Da  H^  Hesse'sche  Curve  für  drei  Kegelschnittnetze  ist,  so  kann 
man   das  Resultat  der  Erörterung  folgen dermassen  aussprechen: 

,,In  jedem  der  drei  Systeme  von  Tripeln  einer  Curve 
dritter  Ordnung  kommen  einfach  unendlich  viele  vor,  welche 
einen  gemeinschaftlichen  Höbenschnitt  besitzen. 

Sie  sind  Polardreiecke  für  den  Kreis,  welcher  in  dem 
dem  Tripelsystem  entsprechenden  Kegelschnittnetze  auf- 
tritt, nnd  bilden  auf  der  Curve  ein  involutorisches  Punkt- 
system« Die  Seiten  der  Tripel  umhüllen  die  zu  der  sprach- 
lichen Curve  polarreciproke  Curve  für  den  Kreis  als  Grund- 
curve." 

Lässt  man  den  Punkt  P  auf  E^  weiter  rücken,  bis  er  auch  K  an- 
gehört, so  gelangt  man  durch  diese  Grenzbetrachtung  zur  folgenden  Be- 
siehung : 

,,Den  Tangenten  der  Curve  E^  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  dem  Kreise  kommen  bezüglich  des  letzteren  Pole  zu,  die 
auf  der  Cnrve  liegen/* 
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Dies  ist  eine  Relation,  welche  unverändert  für  jeden  Kegelschnitt 
des  Netzes  gilt. 

Wie  für  einen  solchen  der  erste  Satz  lautet,  wenn  an  Stelle  des 
Kreismittelpnnktes  ein  beliebiger  Punkt  und  an  Stelle  der  unendlich  fer- 
nen Geraden  die  Polare  des  Punktes  tritt,  ist  dem  Gesagten  leicht  su 
entnehmen. 

Für  die  rationale  Curve,  die  nur  ein  Tripelsystem  besitzt,  enthXit 
der  Kreis  den  Doppelpunkt.  Die  Kreistangente  in  diesem  Punkte  ist 
zugleich  die  Doppeltangente   der  Enveloppe  der  Tripelseiten. 

Wien.  Adolf  Ambsbdeb. 


V.   Integration  der  Differentialgleichung 

{^4,x'  +  B,y^  +  C\xy)dx  +  {J^x^+B^y^+C,xy)dy    I 
^   +{A,x^+B^y^  +  C^xy  +  D^x  +  E^y  +  F^){xdy-ydx)\ 

Dieser  Jacobi^schen  Form  genügen  particulfir  drei  durch  den  Co- 
ordinatenanfang  gehende  Gerade,  und  da  sie  ein  specieller  Fall  der 
Differentialgleichung  ist,  welche  dem  Connex  erster  Glasse  zweiter  Ord- 
nung entspricht,  so  muss  ihre  Integration' auf  die  Differentialgleichung 
der  hypergeometrischen  Reihe  führen.*  Die  Allgemeinheit  der  obigen 
Gleichung  und  der  Umstand,  dass  sie  in  der  aufgeschriebenen  Form 
bedingungslos  integrirbar  ist,  mag  es  rechtfertigen,  wenn  wir  auf  die 
Transformation  derselben  kurz  eingehen. 

Die  drei  Geraden,  welche  der  Gleichung  1)  genügen,  sind  gegeben 
durch 

wobei  für  die  Richtungscoefficienten  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

genommen  werden  müssen.  Man  bemerkt,  dass  die  Glieder  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung,  welche  mit  den  Coefücienten  D^  und  E^ 
behaftet  sind,  in  die  beiden  ersten  Klammergrossen  eingehen,  so  dass 
die  Gleichung  einfacher 

+  K-^*  +  ^y^  +  ^3  ^y  +  fz) i^dy-y  dx)  ( 

geschrieben  werden  kann. 

Setzt  man  nun  hierin 

u  1 


r  V 


80  entsteht 


*  Auf  diese  Eigenschaft  habe  ich  in  einer  frühem  Arbeit  aufinerksam  ge- 
macht (diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXVn  S.  31). 
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{a^u^  +  bi  +  Ciu){udV'-vdu)  ^ 

+  Kti»  +  6a  +  c,ti)rft;  +  (a3ti«  +  ft3  +  C3«+/-3t^du|       "' 

und  diese  Gleichung  steht  unter  der  Form 

{a  +  bu  +  cu^)^  +  Au*+Bv^  +  Cuv+Du  +  Ev+F 

wobei  sich  die  Coefficienten  sofort  angeben  lassen,  von  einander  un- 
abhängig sind  und  a^  seine  frühere  Bedeutung  beibehalten  bat.  Sie  ist 
geometrisch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihr  drei  der  v-Axe  parallele 
Gerade  particulär  genügen. 

Die  letzte  Gleichung  kann  man,  wie  aus  der  bereits  citirten  Arbeit 
zu  ersehen  ist,  unter  allen  Umständen  integriren,  falls  das  Schlussglied 
nicht  vorkommt ,  also  a^  =  0  ist. 

Nun  lässt  sich  aber  Gleichung  2)  von  vornherein  in  eine  Gleichung 

derselben  Form   transformiren ,   bei   welcher  diese  Bedingung  erfülUt  ist. 

Snbstituirt  man  nämlich 

y  =  Aaj  +  2, 

so  geht  Gleichung  2)  über  in 

2^]  +\a^x*  +b^{k^x^  +  2kxz  +  z^)  +  c^ikx^  +  xz)\{k  dx  +  dz)  \  =  0. 

+  \a^x*  +  b^{k^x*  +  2kxz  +  z^)+c^{kx^  +  xz)-^fj,\{xdZ''Zdx)\ 

In  derselben  ist  der  dem  früheren  a^  analoge  Coefficient  folgender  Aus- 

^"»^^=  {a,  +  b,k^  +  c^k)  +  K  +  ^8^'  +  ^2^)^i 

und  derselbe  kann  zum  Verschwinden  gebracht  werden ,  wenn  für  k  irgend 

ehe  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 

gewihlt  wird.     Nach  diesen  Bestimmungen  muss  die  reducirte  Gleichung 

2«)  ftr  i 

iveifellos  in  die  Gleichung 

3a)    {a+b\  +  c\^)  ^  +  /i/j«  +  B'v,^  +  ^^"i  v^  +  />'",  +  ^v,  +  F'=  0 

ttbergehen.  Der  sehr  bekannte  Fall,  bei  welchem  in  Gleichung  2)  /3=^0 
>>t,  verlangt,  dass  in  Gleichung  3a)  der  Coefficient  B'  verschwindet, 
wodurch  die  Integration  bedeutend  einfacher  ausfällt. 

Aus  dem  Verlauf  der  Rechnung  folgt,  dass  auch  die  Gleichung  3) 
anmittelbar  in  die  Gleichung  3  a)  übergeführt  werden  kann. 

Verschwinden  in  der  Bestimmungsgleichung  für  k  die  Coefficienten, 
augeuommen  a^,  so  vertausche  man  in  Gleichung  2)  x  und  y  unter  ein- 
ender; dann  liefert  die  cubische  Gleichung  wieder  brauchbare  Wurzeln. 
OmKch  iL^  =  il^  =  X3  =  0. 


56  Kleinere  Mittheilnngen. 

-  *       - 

Stellen    wir   die    einzelnen  Substitutionen   zusammen ,   so   baben   wir 
folgendes    Schlussresultat:    die  Gleichung  2)    kann    durch   die  Ausdrücke 

X  =  —    und    y  =  — , 

und  die  Gleichung  3)  kann  durch  die  Ausdrücke 


u  •= 


—■  - — ^-—    und    v  = 


lu^  +  l  At/,+  1 

in    die    Differentialgleichung   3a)    transformirt   werden,    und    aus    diesem 
Grunde  ist  die  Integration  immer  ausführbar. 

Dresden,  im  Juni   1882.  Woldemar  Hktmann. 


VI.    Vermischte  Lehrsätze  über  die  Kegelschnitte  und  die  Gurven 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt."^ 

I.  Es  giebt  sechs  Kegelschnitte,  von  denen  ein  jeder  durch  einen 
festen  Punkt  P^  durch  die  Eckpunkte  einer  Seite  eines  gegebenen  voll- 
ständigen Vierecks  und  durch  die  beiden  Diagonalpunkte  geht,  welche 
nicht  auf  der  bez.  Seite  des  Vierecks  liegen. 

Diese  sechs  Kegelschnitte  schneiden  einander  in  demjenigen  Punkte 
(>,  welcher  in  Bezug  auf  das  durch  das  Viereck  bestimmte  Kegelscbnitt- 
büschel  zu  P  coujugirt  ist.  (Die  Pole  der  Seiten  des  Vierecks  in  Bezug 
auf  die  entsprechenden  Kegelschnitte  sind  sechs  Punkte  der  Geraden  PQ.) 

IL  Die  vier  Mittelpunkte  der  umbeschriebenen  Kreise  derjenigen 
vier  Dreiecke,  welche  von  vier  Geraden  gebildet  werden,  liegen  bekannt- 
lich** mit  dem  Brennpunkte  der  durch  die  vier  Geraden  bestimmten 
Parabel  auf  einem  Kreise. 

Der  Durchmesser  desselben  ist  die  Hälfte  derjenigen  constanten 
Strecke,  welche  von  der  die  obigen  vier  Geraden  berührenden  dreispitzigen 
Hypocycloide  auf  ihren  eigenen  Tangenten  ausgeschnitten  wird. 

Der  von  Steiner  herrührende  Theil  dieses  Satzes  gestattet  übrigens 
einen  raschen  Beweis  für  den  Feuerbach'schen  Satz,  indem  man  nach 
einander  je  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  sammt  den  zugehörigen  Höhen 
als  Seiten  eines  Vierseits  auffasst. 

III.  Es  seien  s  und  <5  zwei  Sehnen  eines  Kreises,  von  denen  die 
erste  als  fest  betrachtet  wird.  Auf  der  Peripherie  des  Kreises  werde  ein 
Punkt  0  als  fest  angenommen.  Durch  den  Punkt  P,  in  welchem  die 
feste  Sehne  s  von  ö  getroffen  wird,  ziehe  man  die  Parallelen  p,  p'  zu 
den  Schenkeln  des  Peripheriewinkels,  der  seine  Spitze  in  0  hat  und  auf 

*  Berlin,  Friedländer  &  S. 
**  Steiner,  Gesammelte  Werke,  T.  I  8.  223,  2». 
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der  Sebne  a  siebt.  Wenn  die  Sehne  <J  parallel  verschoben  wird,  so 
rnnhüllen  die  Parallelen  p,  p  eine  dreispitzige  Hjpocycloide.  Dieselbe 
berührt  die  feste  Sehne  s  in  einem  Punkte  5,  der  leicht  zu  constrniren 
lat.  Trifft  nflmlich  die  dnrch  0  zu  ^  gezogene  Parallele  den  Kreis  in  0\ 
so  schneidet  die  durch  0'  zu  a  parallel  gelegte  Gerade  a  die  Sehne  s  in 
ihrem  Berührungspunkte  S.  Die  Hjpocycloide  schneidet  die  Sehne  s  in 
den  beiden  Punkten  S^^  5^,  in  welchen  diese  von  den  zu  a  parallelen 
Tangenten    des   Kreises   getroffen    wird.      Beachtet   man    noch,    dass   die 

durch  0  zn  a  parallel  laufende  Oerade  eine  Tangente  der  Hypocycloide 

ist,  80  ist  diese  der  Grösse  und  Lage  nach  bestimmt. 

IV.  Es  seien  F,  fV  zwei  feste  und  0  ein-  beweglicher  Punkt  eines 
Kegelschnittes  St.  Die  Halbgeraden  OF,  0^  seien  positiv,  ihre  Verlänge- 
rungen über  0  hinaus  also  negativ.  Zieht  man  nun  durch  den  festen 
Schnittpunkt  P  der  Tangenten  der  Punkte  T,  W  Parallelen  zu  OV,  OW^ 
80  werden  von  den  Parallelen  aufOF,  OIV  zwei  Strecken  abgeschnitten, 
deren  Product  J  sich  zugleich  mit  der  Lage  von  O  ändert.  Beachtet 
min  aber  das  Vorzeichen  von  7,  so  bleibt,  je  nachdem  R  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist, 

Hieraus  folgt  noch  insbesondere  für  die  Parabel:  Der  Ort  des  Poles 
einer  Seite  eines  gegebenen  Dreiecks  in  Bezug  auf  alle  demselben  um- 
ichriebenen  Parabeln  ist  diejenige  Hyperbel,  welche  die  genannte  Seite 
nr  Tangente  und  die  beiden  anderen  zu  Asymptoten  hat. 

V.  Ist  einer  dreispitzigen  Hypocycloide  ein  Dreieck  umbeschrieben, 
ao  bilden  die  dritten  Tangenten ,  welche  durch  seine  Ecken  an  die  Curve 
g^ben,  mit  der  jedesmaligen  Gegenseite  (stets  in  derselben*  Weise)  den- 
aelben  Winkel.  Oder:  Wenn  der  dreispitzigen  Hypocycloide  ein  Dreieck 
ABC  umbeschrieben  ist,  so  ist  das  diesem  umbeschriebene  Tangenten- 
dreieck A^B^C^  dem  Dreieck  ABC  ähnlich,  und  entsprechende  Seiten 
der  beiden  Dreiecke  bilden  (in  derselben  Weise)  denselben  Winkel  0 
nit  einander.  Die  Inhalte  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^  ver- 
galten sich  wie  1 :  ^cos^S.  Nimmt  man  jetzt  die  Dreiecke  ABC^y  AB^C^ 
^i^C,  80  ist  für  ihre  umbeschriebenen  Tangenten dreiecke  der  constante 
Wnkel  wieder  gleich  6,  also  das  Verhälfniss  der  Inhalte  auch  wieder 
1:4 CO«' 6  n.  s.  w.  in  inf.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  durch  fort- 
CMetztes  Antragen  eines  constanten  Winkels  ein  graphisches  Bild  der 
Hypocycloide  herstellen  kann. 


*  D.  h.  wenn  man,  ohne  jedoch  die  Ebene  der  Figur  von  der  Rückseite  zu 
^^^^vaehten,  eine  Ecke  des  Dreiecks  nach  oben  richtet,  so  wird  sich  der  stumpfe 
^^  den  beiden  an  der  Basis  entstandenen  Nebenwinkeln  stets  entweder  tec,\\\A 
^  linkt  befinden. 
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Oder:  Die  Seiten  zweier  nicht  collinearer  Shnlicher  Dreiecke,  von 
denen  das  eine  dem  andern  nmbeschriebeu  ist,  berühren  eine  dreispitzige 
Hypocycloide. 

Setzt  man  6  =  — ,   so   erhält   man   lauter  Paare   von   einander  um- 

beschriebenen  congruenteu  Tangenten dreiecken  der  Curve. 

TT 

Für   ö=  «)    folgt,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks  J^B^C^  gleich  Null 

ist,  d.  h.  die  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte  und 
berühren  sammt  den  Seiten  eine  dreispitzige  Hypocycloide.* 

VI.  Zieht  man  an  jedes  Individuum  einer  Parabelschaar  eine  Tan- 
gente, welche  mit  der  Axe  desselben  (stets  in  derselben  Weise  ••)  einen 
Constanten  Winkel  tp  bildet,  so  umhüllt  diese  Tangente  eine  dreispitzige 
Hypocycloide,    welche  die  im  Endlichen  befindlichen  drei  Grundgeraden 

berührt.     Der  Fall,   in   welchem   V^-^  ist,  wurde  zuerst  von  Steiner 
angegeben.     (Nr.  V.) 

YII.  Es  sei  ein  Kegelschnittbüschel,  eine  feste  Gerade  g  und  ein 
fester  Punkt  P  gegeben.  Die  Verbindungslinien  von  P  mit  den  beiden 
Schnittpunkten  der  Geraden  ^  und  eines  Individuums  St  des  Büschels 
treffen  St  zum  an.dern  Male  in  zwei  Punkten  Py  P ^  deren  Ort  eine  Carve 
dritter  Ordnung  vierter  Classe  C^  ist.  Dieselbe  hat  P  zum  Doppelpunkt 
und  geht  durch  die  vier  Grundpunkte  des  Büschels.  Falls  diese  reell 
sind,  kann  man  sofort  noch  sieben  andere  Punkte  der  Curve  angeben. 
Seien  nämlich  S|,  s\\  5^,  s\\  s^^  s\  die  Gegenseitenpaare  des  Grundvier* 
ecks,  und  treffe  g  dieselben  bez.  in  den  Punkten  5^,  S\]  5,,  S\;  S^,  S'^^ 
so  gehören  die  Punkte  ©j,  ©'j;  ©g,  ©',;  @j,  @'j,  in  welchen  5^,  s\\ 
*t»  *'«5  *s>  ^'s  ^®*-  ^®°  ^^^  Geraden  PS\y  PS^y  P5"j,  PSj,  PS\^  PS^ 
getroffen  werden,  auch  der  Curve  an.  Ausserdem  liegt  noch  nach  einem 
bekannten  Satze***  der  Schnittpunkt  S  der  Geraden  @i@'j,  ©2®'«» 
©3  ©'3  auf  ihr.  Das  giebt  einen  elementaren  Satz  für  das  vollständige 
Viereck.  Die  Tangenten  der  Curve  in  P  gehen  durch  die  Punkte,  in 
welchen  g  von  dem  durch  P  bestimmten  Individuum  Sq  des  Büschels 
geschnitten  wird.     Also  ist  Aein  gewöhnlicher  Doppel-,  Einsiedler-  oder 


*  Steiner,  Crelle's  Journal,  Bd.  53  S.  231:  Ueber  eine  besondere  Curve 
dritter  Classe  and  vierten  Grades.  Schröter,  Crelle's  Journal,  Bd.  54  S.  31:  Er- 
zeugnisse krummer  projectivischer  Gebilde.  Creme  na,  Crelle's  Journal,  Bd.  64 
S.  101:  Sur  rhypocyclolde  k  trois  rebroussements. 

**  Richtet  man  z.  B.  den  Scheitel  der  Parabel  (ohne  die  Ebene  der  Figur 
von  der  Rückseite  zu  betrachten)  nach  oben,  so  muss  der  constante  Winkel  z.  B. 
immer  rechte  von  der  Axe  liegen  mit  dem  Scheitel  nach  oben. 
***  ChaaleB,  Comptes  rendus  1853. 


Rflckkebrpnnkt ,  je  n*uhdein  g  den  Kegelscbtiitt  Ag  trifft,  nicht  trifft  oder 
b«tflhrl. 

DiejeiuigeQ  Individuen  des  Bnecbels,  welchn  g  herUhren,  berühren 
*neb  die  Carve  i\^  in  dem  Punkte,  tn  welchem  sie  von  dpr  Vei-bindun^s- 
ÜDie  ihres  Berührpunkles  auf  g  mit  P  getroffen  werden.  Hierin  liegt  die 
LöBong  der  Anfgabe;  Diejenigen  Individuen  eines  KegelschnittbüBcheU 
EU  finden  ,  welche  eine  durch  die  Grundpnnkte  gehende  Curve  (?j^  lie- 
rUhren.  Man  tonetrnire  mit  Hilfe  der  Punkie,  in  dnnen  die  Cnrvo  ein 
Lioienpa&r  des  BUschels  triß'l,  die  Gerade  g.  Die  beiden  Individuen  des 
Büsohels,  welche  g  berühren,  sind  die  gebuchten,  und  die  Berilhrpnnkte 
liegen  auf  den  Geraden,  welche  vom  Doppelpunkte  nach  ihren  Berühr- 
punkten  «nr  g  gezogeo  werden  können. 

(Als  besonderer  Fall  des  polar  gegenühereteheuden  Satzc^s  müge  der- 
jenige erwKhnt  werden,    wo    dem  Punkte  P  die  @„  und  der  Geraden  ;/ 
der  Brennpunkt   der  iu    einer  Kegolscimittschaar  vorkommenden  Parabel 
enupricht.     Alsdann    erhSlt    man    eine  dreispitzige  U^pocycloide.     N&ta- 
lich:   Jede    durch    den  Brenopookt    der  Parabel  einer  gegebenen  Kegel- 
«cbnittschAar  gehende  Gerade  y  bestimmt  als  Tangente  ein  Individuum  fi 
der  Sckaar,    welches   eine    zu    y   parftllele  Tangente   /  anlzuweiaen    hat. 
Wihrend  j-  aich  um  den  Brennpunkt  dreht  und  ft  die  Schaar  durchlSnfl, 
diejenige  dreispitzige    Hypocycloide    umhüllen ,    welche    die   vier 
■Cmudgeraden  der  Schaar  berührt.     Man  erhält  noch  leicht  sieben  weitere 
ITingenlen    der  Curvc,    nämlich    die  Parallelen,    welche    durch    die  sechs 
KkeB    des    Grnndvierseila    zu    den    Verbindongslinien   der  jedesmaligen 
p!Q*geDecken   mit  dem  Brennpunkte  der  Parabel  gezogen  werden,  berühren 
t  Hypocycloide    auch.      Ferner    ergeben    diejenigen    Paare    der   sechi« 
^«uen  Tangenten,  welche  je  durch  zwei  Gegenecken  des  Grundvierseits 
Schnittpunkte ,    welche    »uf    einer  siebeuten   Tangente   der 
FCirre  liegen.     Es  ist  diea  diejenige  bekannte  Gerade,  welche  die  Mitten 
Witt  Diagonalen    des  Vierseits    in   sich  aufnimmt.     Die  durch  den  Brenn- 
Bipnnkt  der  Parabel  gehenden  Tangenten   der  Hypocycloide  sind  seine  drei 
pOcutein geraden    mit   der  Enveloppe   der  Asymptoten    der  Individuen  der 
Sehur.) 

Geht  die  Gerade  ff  durch  einen  Gmndpnnkt  des  Büschels,  so  zer- 
fülll  die  Cnrre  C^  in  einen  Kegelechnilt  und  eine  Gerade. 
I  Ist  P  ein  Oiagonalpnnkt  des  Vierecks  der  Grundpunkte,  so  zerfttllt 
■  We  C^  in  drei  Gerade,  von  welchen  die  durch  /'  gehenden  Seiten  des 
|Visr»ekN  awei  sind.  Die  dritte  geht  durch  den  Schnittpunkt  von  g  mit 
■^*t  Dicht  durch  P  laufenden  Diagonale. 

Vni.  Die  Tangente  und  die  Normale  eines  Punktes  f  eines  Oen- 
Axen  desselben  in  den  Punkten  ji,  ß  und 
Puoktepoare  beotimmt  m\t  äetn  W\V\.«\Y\inVV« 


l'tnlhe^igebnittes  mögen 
1  n*  ^1  treffen.     Jedes  dieae 
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Um  ftir  irgend  eine  Primzahl  z  solche  Dividuen,  welche  durch  Neben- 
einanderstellnng  gleicher  Zahlen  entstehen,  aufzufinden,  kann  man  fol- 
gendermassen  verfahren.  Man  bilde  die  verschiedenen,  periodisch  wie- 
derkehrenden Beste  Tq,  r^,  r,,  ...,  welche  sich  bei  der  Division  von  10^ 
10\  10^  ...  durch  die  Zahl  z  ergeben,  deren  Anzahl  N  also  entweder 
gleich  2—1  oder  ein  Theiler  von  2  —  1  ist. 

Ist  diese  Anzahl  N  eine  gerade  Zahl  2 Ar,  so  erhält  man  durch  Zu- 
sammenstellung zweier  Ar-ziffrigen  Zahlen  ein  Vielfaches  von  z;  denn  in 
diesem  Falle  ist  jede  der  Summen  rQ-^-ri^^  '"i+^'i^+i»  ''t"l"''*+2i  ••• 
rk^i  +  r^k—i  gleich  2.  Die  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  der  Beste 
eine  gerade  ist,  wird  erfüllt,  falls  z  ein  Factor  eines  Ausdruckes  von 
der  Form  10^-|-1  ist;  die  Beziehung  zwischen  den  Besten  entspricht 
einem  Satze  von  Schlömilch  über  die  periodischen .  Decimalbrüche, 
deren  Periode  eine  gerade  Anzahl  von  Stellen  hat.* 

Es  lassen  sich,  falls  A'=2Ar  ist,  auch  noch  weitere  Vielfache  von 
z  durch  Nebeneinanderstellen  zweier  (2ft-f  l)Ar-ziffrigen  Zahlen  bilden; 
denn  ^(2,1^.1)4  ist  alsdann  gleich  r^^  also  rQ-\-r^2n-\'\)k  =  ^  u.  s.  w. 

Ist  die  Anzahl  N  der  von  einander  verschiedenen  Beste  ein  Viel- 
faches von  3,  resp.  4,  5,  6  u.  s.  w. ,  oder  eine  dieser  Zahlen  selbst,  also 
gleich  3Ar,  resp.  4 Ar,  bk,  6 Ar,  ...  (worin  k  auch  gleich  1  sein  kann),  so 
erhält  man  durch  Nebeneinanderstellung  von  3,  resp.  4,  5,  6,  ...  gleichen 
Ar-ziffrigen  Zahlen  ein  Vielfaches  der  gegebenen  Zahl  2.  Denn  unter  der 
Annahme  Nt=3k  ist,  wie  leicht  zu  beweisen,  jede  der  Summen  r^  +  r^ 
+  r2kj  r^  +  rk^\+r2k+\j  ...  rjt^i  +  rj^-i -hrjt-i  gleich  w 2,  worin  n  eine 
ganze  Zahl  bedeutet;  unter  der  Voraussetzung  N=s4k  ist  jede  der  Sum- 
men r^  +  rt  +  rik  +  rzky  '"i  +  a+i +  r2jfc+i -f  rst+i,  ...  gleich  nz  u.  s.  w., 
entsprechend  einem  Satze  über  periodische  Decimalbrüche:  Ist  die  An- 
zahl der  Stellen  der  Periode  gleich  9 Ar,  so  ist  die  Summe  aus  den  v 
Zahlen,  welche  durch  je  k  aufeinanderfolgende  Ziffern  der  Periode  (von 
deren  Anfang  an  gezählt)  gebildet  werden,  gleich  lO'^— 1  oder  ein  Viel- 
faches von  10*— 1.**  Ergiebt  sich  hiernach,  dass  Vielfache  einer  ge- 
gebenen Zahl  2  durch  p-faches  Nebeneinanderstellen  gleicher  Ar-siff- 
rigen  Zahlen  gebildet  werden  können,  so  erhält  man  solche  Vielfache 
natürlich  auch  durch  N/>-faches  Zusammenstellen  gleicher  A:-ziffrigen 
Zahlen,  wenn  n  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Ferner  erhält  man 
alsdann,  wie  aus  der  Betrachtung  der  oben  erwähnten  Eigenschaften  und 
der  periodischen  Wiederkehr  der  Beste  r^,  r^,  r,,  ...  hervorgeht,  auch 
noch  weitere  Dividuen  von  2  durch  p-faches  Nebeneinanderstellen  glei- 
cher mAr-ziffrigen  Zahlen,  wobei  m  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  mit  Ana- 


*  Zeitschrift  fSr  Mathematik  und  Physik  XXV,  S.  416. 
**  Vergl.  zu  diesem  Satze  und  zu  den  Sätzen  über  die  Reste:  Böhme,  Pe- 
rioden der  Decimalbrüche.    Berlin  1882. 
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Theiler 

Art  der  Zusammenstellung: 

für  die  entstehende  Zahl: 

Drei  gleiche 

2.4 

.,8- 

oder  16 

ziffrige 

Zahlen .    . 

.   3,  7,  13,  37. 

'» 

»? 

5 

»> 

»» 

.  3,  31,  37. 

jf 

1» 

6 

oder 

12 

»' 

11      •    • 

.  3,  19. 

»? 

»» 

7 

?? 

•*      *    • 

.  3,  37,  43. 

»9 

»> 

10 

»» 

IT            •        • 

.  3,  7,  13,  31,  37. 

?» 

>» 

11 

»» 

»» 

.   3,  37,  67. 

•9 

j> 

14 

>» 

?»            •        • 

.  3,  7,  13,  37,  43. 

9J 

»1 

20 

»» 

i1            •         • 
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l{ab)2{ab)  ...    9{ab)  l{ab)  ...     l{abc)3(abc) 

Slabc)l{abc)  ...     'd{abcd)b{abcd)  I  sind  durch  17 

4{abcd)  l{abcd)  ...    7 (abcd)  6{abcd)  {      ohne  Rest 

2{abcde)b{abcde)  ...     b(abcde)  4{abcde)  \         theilbar. 

S{ftbcde)S{abcde)  ...    \\abcdef)%{abcdef)      • 

2(a6)9(ö6)  ...     Z(ab)  A{ab)  . . .    7(ab)3(ab) 

liabc)7{abc)  ...    3(«6c)2(a6c) 

2labcd)7(abcd)  ...    i{abcd)  l(abcd)  I  sind  durch  19 

b{abcd)8{abcd)  ...     S{abcd)*d[abcd)  >      ohne  Rest 

^(abcde)7{abcde)  ...    b(abcde)  i(abcde)  I         theilbar. 

elabcde)  llabcde)  ...     \\abcdef)%(abcdef) 

l{abcdefg)  i{abcdefg)  ...    b{(tbcdefg)l{abcdefg) 

4(ab)3{ab)  ...    S{abc)7 {abc)  ...    7(abc)6{abc)       J  sind  durch  31 
b{abcd)i{abcd)  . ..     l{abcde)  6{abcde)  \      ohne  Rest 

ß(abcde)  b{abcde)  ...     3{abcdefg)2{abcdefg)  1        theilbar. 

l{ab)e{ab)  ...    9{ab)  l{ab)  . . .     l{abc)7{abc)  1  sind  durch  53 

8(a6r)3(a^c)  ...    b{abcde)2{abcde)  [      ohne  Rest 

l{abcdef)  4{abcdef)  ...    4{abcdefg)  l{abcdefg)     )        theilbar. 

Görlitz.  Dr.  Oscar  Kbsslrb. 

Yin.   Bemerkung  über  den  Ausdruck  „Theilung  einer  Streoke  in 

unendlich  kleine  Theile*'. 

In  den  von  mir  im  27.  Jahrgange  pnblicirten  Arbeiten  habe  ich  an 
mehreren  Stellen  von  Pnnktmengen  gesprochen,  welche  eine  Strecke  in 
lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegen.  Ich  dachte  nicht,  dass  irgend 
Jemand  hierin  etwas  Anderes  finden  würde,  als  eine  der  Kurse  wegen 
gewählte  Ausdrucksweise.  Nun  ersehe  ich  aber  aus  einer  Mittheilung, 
welche  ich  hierüber  erhalte,  dass  jene  Ausdrucksweise  an  gewisse  ab- 
sonderliche Anschauungen  über  die  Natur  des  mathematischen  Unendlich- 
kleinen erinnert  hat,  dass  es  also  möglicherweise  scheinen  könnte,  als 
wenn  ich  diese  Anschauungen  theilte.  Ich  bemerke  deshalb,  dass,  wenn 
ich  sage:  eine  Strecke  ist  durch  Punkte  P  in  unendlich  kleine  Theile 
getheilt,  dies  nichts  Anderes  bedeuten  soll,  als:  Kein  noch  so  kleiner 
Theil  der  Strecke  ist  ohne  Punkte  P  und  kein  noch  so  kleiner  Theil 
enthält  nur  Punkte  P,  —  Ferner  glaube  ich  Veranlassung  zu  haben,  sn 
bemerken,  dass  meine  Abhandlung  über  die  Fourier'sche  Reihe  (Jahr- 
gang 27  S.  193)  im  Juni  und  der  Artikel  S.  176  im  April  1881  ein- 
gesandt worden  ist,  erstere  aber  schon  im  Herbste  1880  geschrieben  war. 

Frankenthal,  30.  Oct.  1882.  W.  Veltmann. 


IV. 

Die  sechzehn  Wendeberührongspunkte  der  Raum- 
ourve  vierter  Ordnung  erster  Speoies. 

Von 

Ernst  Lange 

in  Lelpsig. 
(8  0  b  1 Q 1 1.) 


§  3.  Zasammensetzung  der  Ebenen  zu  Tetraedern. 

Aus  dem  Verhalten  aller  gefundenen  Ebenen  gegenüber 
denen  des  Polartetraeders  erkennen  wir,  dass  Tetraeder, 
welche  alle  16  Punkte  auf  sich  tragen,  sieb  nur  nach  folgen- 
den Angaben  zusammensetzen  können: 

1.  aus  vier  Ebenen  der  Schaar  48; 

2.  aus  drei  Ebenen  der  Schaar  48  und  einer  Polartetraederebene; 

3.  aus  zwei  Ebenen  der  Schaar  48  und  zwei  Polartetraederebenen; 

4.  aas  vier  Ebenen  der  Scbaar  64; 

5.  ans  zwei  Ebenen  der  Schaar  64  und  zwei  Ebenen  der  Schaar  48. 

1.   Tetraeder  aus  yier  Bbenen  der  Schaar  48. 

In  jede  Ecke  des  Polartetraeders  laufen  in  jeder  ihrer  Ebenen  zwei 
Verbindungslinien  von  je  zwei  Wendebertihrungspunkten.  Wählen  wir  als 
erste  Ebene  des  neu  zu  construirenden  Tetraeders  z.  B.  diejenige,  welche 
doreb  die  Ecke  1 11 III  geht  und  durch  die  beiden  Verbindungslinien  Ii,4 
and  ll|,2  bestimmt  ist,  so  müssen  wir  noth wendig  als  eine  weitere  Ebene 
dieses  Tetraeders  die  durch  dieselbe  Ecke  gehende  und  durch  12,3,  IIj,« 
bestimmte  w&hlen.  Darnach  haben  wir  noch  die  acht  Punkte  der  Ebenen 
in  and  IV  auf  ein  Paar  Ebenen  der  Schaar  48  anzuordnen.  Dies  kann, 
wie  wir  aus  den  in  die  Ecken  I III IV  und  II III IV  hineinlaufenden  Ver- 
bindangslinien  je  zweier  dieser  Punkte  sehen,  auf  vier  Weisen  geschehen. 
Naeh  Wahl  der  ersten  Ebene  ist  also  die  zweite  bestimmt,  die  dritte  kann 
auf  acht  verschiedene  Weisen  gewählt  werden,  darnach  ist  die  vierte 
bestimmt  Da  wir  zur  Wahl  der  ersten  Ebene  48  Möglichkeiten  haben,  und 
dieser  Zasammensetzung  dasselbe  Tetraeder  auf  acht  veTBc\i\Qd^iL%^^\%«ii 
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erhalten,   so  haben  wir  das  folgende  MesuUat:   Es  giebt  — ^- c=  48  Te- 

traeder,   welche  aus  je   vier  Ebenen   der  Schaar  48   so  zusam- 
mengesetzt sind,  dass  sie  alle  16  Punkte  auf  aich  tragen. 

2.  Tetraeder  aus  drei  Ebenen  der  Sohaar  48  und  einer  Polar- 
tetraederebene. 

Ist  die  Polartetraederebene  für  das  zusammenzusetzende  neue  Tetraeder 
bestimmt,  so  können  wir  als  übrige  Ebenen  nur  solche  aus  der  Schaar  48 
benutzen,  welche  durch  die  Gegenecke  gehen.  Die  sechs  dort  zusammen- 
stossenden  Verbindungslinien  je  zweier  Wendeberührungspunkte  lassen  sich 
auf  acht  verschiedene  Weisen  zu  Paaren  zusammenfassen ,  die  drei  geeignete 
Ebenen  der  Schaar  48  bestimmen. 

Resultat  Es  giebt  4.8  =  32  Tetraeder  der  genannten  Zu- 
sammensetzung, welche  alle  16  Punkte  auf  sich  tragen. 

8.   Tetraeder  aus  einer  Ebene  der  Sohaar  48  und  zwei  Polar- 
tetraederebenen. 

Ein  Paar  von  Polartetraederebenen  können  wir  auf  sechs  Weisen 
wählen.  Die  acht  ihnen  nicht  angehörigen  Punkte  liegen  auf  vier  Ebenen- 
paaren aus  der  Schaar  48. 

Resultat,  Es  giebt  also  6.4  =  24  Tetraeder  der  genannten 
Zusammensetzung,  welche  alle  16  Punkte  auf  sich  tragen. 

4.  Tetraeder  aus  Ebenen  der  Schaar  64. 

Die  Abzahlung  dieser  Tetraeder  soll  in  der  Weise  geschehen ,  dass  wir 
successive  überlegen,  wieviele  Ebenen  wir  als  erste,  zweite,  dritte,  vierte 
für  ein  zu  construirendes  Tetraeder  wählen  können,  nachdem  über  die 
jeweils  vorhergehende  bereits  verfügt  ist. 

Die  erste  Ebene  können  wir  offenbar  auf  64  verschiedene  Weisen 
wählen;  als  zweite  sind  dann  nur  alle  diejenigen  Ebenen  brauchbar,  die 
durch  keinen  der  vier  schon  in  der  ersten  Ebene  gelegeneu  Punkte  gehen. 
Nun  verlaufen  durch  einen  beliebigen  jener  Punkte  16  von  den  64  Ebenen, 
durch  zwei  der  Punkte,  die  nicht  derselben  Polartetraederebene  angehören, 
nur  4,  durch  drei  jener  Punkte  nur  eine  Ebene  aus  der  Schaar  der  64. 
Um  die  Zahl  der  als  zweite  für  das  zu  construirende  Tetraeder  brauchbaren 
Ebenen  zu  finden,  müssen  wir  zunächst  von  der  Gesammtzahl  64  subtra- 
hiren  die  Zahl  aller  der  Ebenen,  welche  durch  einen  der  vier  schon  ver- 
brauchten Punkte  gehen,  d.  i.  4.16.  Dabei  haben  wir  alle  Ebenen,  welche 
durch  zwei  dieser  Punkte  gehen,  dttppelt  gerechnet;  wir  müssen  ihre  Zahl 
also  wieder  einmal  addiren.  Die  vier  Punkte  bilden  sechs  Paare,  durch 
jedes  Paar  gehen  vier  Ebenen;  es  ist  also  4.6  =  24  die  zu  addirende  Zahl. 
Die   eine,   als   erste  gewählte  Ebene   ist  nun  viermal  subtractiv  und  sechs- 
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mal    additiv    gerechnet;    sie  muss  also  noch  dreimal   subtractiv  gerechnet 
werden.     Als  zweite  Ebenen  sind  also  brauchbar: 

64-4.16  +  4.6-3.1  =  21 

Ebenen.     In   derselben  Weise  zählen  wir  ab,   wieviele  Ebenen  nach  Wahl 
der  beiden  ersten  noch  als  dritte  brauchbar  sind;  wir  finden  dabei: 

64-8.16  +  24.4-3.2-24.1+ir  =  2  +  a: 

Ebenen,  und  es  bedeutet  hierin  x  die  Zahl  derjenigen  von  den 
64  Ebenen,    welche  durch  je  vier  von   den   acht  Wendeberüh- 

rangspunkten    gehen,    die    in    den    beiden    ersten    gewählten 

Ebenen  gelegen  sind. 

Diese  Zahl  ist  je  nach  Wahl  der  zweiten  Ebene  verschieden,  und  wir 
benutzen,  um  die  möglichen  Fälle  klar  auseinanderzuhalten,  wieder  die 
Parametervertheilung  an  unserer  Curve.  Es  seien  jetzt  (^1,^2),  (^3,^1), 
(S)  9a)  «  (^8 1  ^4)  ^^^  Benennungen  von  den  vier  Punkten  der  zuerst  gewähl- 
ten Ebene.  Vermehren  wir  dieselben  nach  einander  um  (0,  2),  (2,0),  (2, 2), 
80  erhalten  wir  die  Benennungen  von  je  vier  neuen  Punkten,  die  drei  wei- 
teien  von  den  64  Ebenen  angehören.  Diese  drei  Ebenen  gehören  zu 
jenen  21  und  haben  zu  der  ersten  Ebene  und  zu  einander  die 
Beziehung,  dass  jedes  Punktepaar  aus  einer  von  ihnen  mit 
einem  Pnnktepaar  aus  einer  andern  wieder  in  einer  Ebene  der 
8cbaar  64  liegt;  man  liest  dies  ohne  Weiteres  aus  den  Benen- 
nungen ab.  Wählen  wir  also  eine  dieser  drei  Ebenen  als  zweite  für  das 
^  construirende  Tetraeder,  so  ist  rr  =  6 ;  dann  können  als  dritte  also  noch 
^t  Ebenen  benutzt  werden.  Durch  mehrere  an  sich  einfache  zahlentheo- 
retische üeberlegungen  —  die  sich  immer  auf  die  Benennungen  der  16 
Punkte  beziehen  —  lässt  sich  zeigen,  dass  xt=2  ist,  wenn  wir  eine 
^er  18  noch  übrigen  von  den  21  Ebenen  als  zweite  für  das  zu 
construirende  Tetraeder  benutzen. 

Darnach  kann  also  die  dritte  nur  noch  auf  vier  Weisen  gewählt  werden. 
Sind  drei  Ebenen  von  den  64  bestimmt,  welche  zwölf  der  Punkte  auf  sich 
tngen,  so  zeigt  das  AbeTsche  Theorem,  dass  die  vier  noch  übrigen  Punkte 
vuh  anf  einer  solchen  Ebene  gelegen  sind,  die  dann  die  vierte  für  das 
Me  Tetraeder  bilden  muss. 

Unsere  Abzahlung  zeigt  also 

64.18.4  +  64.3.8 

^(Vichkeiten ,  Tetraeder  zusammenzusetzen,   und  da  wir  hierbei  jedes 'Te- 

^iieder  24mal  erhalten,   so   ist  die  Anzahl  der  aus  den  64  Ebenen 

tiiaammensetzbaren  Tetraeder,  welche  alle  16  Punkte  traget 

«1^8.4  ,  64  3.8       ^^n 
^2^ +-24"- ^256. 
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5.   Tetraeder  aus  je  swei  Ebenen  der  Sohaaren  48  und  64. 

Bei  dieser  Abzahlung  machen  wir  Gebranch  von  dem  folgenden  Satze, 
dessen  Beweis  —  da  er  sich  nur  aus  einfachen  zahlentheoretischen  Schlüssen 
bezüglich  der  Benennungen  unserer  1 6  Punkte  zusammensetzt  —  wir  über- 
gehen wollen:  Acht  Wendeberührungspunkte,  die,  zu  Paaren  den 
vier  Polaartetraederebenen  angehörig,  auf  zwei  Ebenen  der 
Schaar  48  gelegen  sind,  gruppiren  sich  noch  zweimal  auf  Ebe- 
nenpaare der  Schaar  64.  Greifen  wir  aus  der  Schaar  48  zwei  solche 
Ebenen  heraus,  so  bleiben  noch  acht  Wendeberührungspunkte  übrig,  die 
auf  zwei  ebensolchen  Ebenen  gelegen  sind.  Nach  dem  obigen  Satze  giebt 
es  also  immer  zwei  Ebenenpaare  aus  der  Schaar  64,  die  sich  mit  einem 
solchen  aus  der  Schaar  48  zu  einem  richtigen  Tetraeder  ergSnzen.     Da  es 

nun  in  der  Schaar  48 

48.8 

2 

solcher  Ebenenpaare  giebt,  so  erkennen  wir  das  ResuÜoU:  Die  Zahl  der 

Tetraeder,    welche  aus  je  zwei   Ebenen  der  Schaaren  48  und 

48.8 
64  bestehen    und   alle   16   Punkte   auf  sich   tragen,    ist  — K~~*^ 

=  384. 

Die  Zahl  aller  Tetraeder  der  verlangten  Eigenschaft  ist 
daher  1  +  48  +  32  +  24  +  256  +  384=745. 

§  4.   Oruppirung  der  Ebenen  und  Tetraeder  nach  unseren 

Operationen. 

Eifileitendes,     Jeder  der  16  Punkte  war  bestimmt  durch  ein  Argument 

'•2+^2 
oder  durch  die  Benennung  (r,  s).  Die  Summe  der  Benennungen  von  vier 
Punkten  einer  Ebene  [welche  bekanntlich  =  (0,  0)  mad  (4 ,  4)  ist]  hatten  wir 
als  Benennung  dieser  Ebene  bezeichnet,  und  wir  können  analog  ftlr 
die  Summe  der  Benennungen  von  vier  Ebenen  den  Namen:  Benennung 
des  betreffenden  Tetraeders  einführen.  Wenn  diese  Sprechweise  ge- 
stattet ist,  so  wird  es  in  diesem  Paragraphen  unsere  Aufgabe 
sein,  festzustellen,  mit  wievielen  gleichartigen  Gebilden  (also 
Punkten,  Ebenen,  Tetraedern)  ein  bestimmtes  derselben  bei 
Anwendung  unserer  Operationen  seine  Benennung  austauscht. 
Eine  solche  Gesammtheit  von  Gebilden  bezeichnen  wir  als 
eine  Gruppe  gegenüber  unseren  Operationen, 

Um  die  Gnippirung  der  Gebilde  festzustellen ,  benutzen  wir  die  Tabelle 
der  aasgezeichneten  Untergruppen  (Schluss  des  I.  Cap.).    Es  genügt  bekannt- 
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96.16 

I 
48.16 

I 
S4.16 

\ 


4.16 


1.16 


lieh  immer,  eine  einzige  oder  doch  nur  eine  sehr  beschränkte  Anzahl 
von  Operationen  mit  allen  denjenigen  einer  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe zu  verbinden,  um  dadurch  alle  die  übrigen  Operationen 
zu  erhalten,  welche  mit  jener  ausgezeichneten  Untergruppe  zu- 
sammen die  nächst  zahlreichere  erfüllen.  Das  System  der  aus- 
6. 16  gezeichneten  Untergruppen  ist  für  unsere  Operationen  so  ver- 
zweigt, dass  wir  auf  verschiedene  Weise  durch  solche  aufein- 
anderfolgende Erweiterungen  von  der  niedrigsten  ausgezeichneten 
Untergruppe,  der  Identität,  zur  höchsten,  d.  h.  zur  Gesammt- 
gruppe  selbst,  gelangen  können.  Da  es  uns  hauptsächlich  darauf 
ankommt,  die  Gruppirung  der  Gebilde  gegenüber  der  Gesammt- 
gruppe  kennen  zu  lernen,  so  wollen  wir  nur  einen  einzigen 
«         solchen  Weg  betrachten ,  und  zwar  den  nebenstehenden ,  den  wir 

aus  dem  früheren  Schema  herauszeichnen. 
Für  ihn  lehrt  die  folgende  Tabelle,  welche  Operationen  den  Uebergang 
▼on  jeder  ausgezeichneten  Untergruppe  zu  derjenigen  der  nächst  höheren 
Ordnung  vermitteln.  Wir  erhalten  alle  Operationen  der  aus- 
gezeichneten Untergruppe  der  Ordnung  q  aus  derjenigen  der 
Ordnung  p  durch  Verbindung  der  letzteren  mit  den  Operatio- 
nen 0<,  wo  für 

9  =  4  die  Operationen  0{  sind  die  drei  oftgenannten  Trans- 

formationen der  Periode  2; 
die  Operationen  Oi  sind  die  Transformationen  v=v 


p=i. 


P-i,  3=1.16 


+  a^  +  b'!^mod2m,2m' mit  (o,6)  =  (0, 1),  (1,0), 

(1.1); 


P^l.lG,     9  =  4.16     die  Operationen  Oi  sind  die  Substitutionen 


fl2 


P=»4.16,     9  =  8.16 


121' 
,30i      32 

23'  l03 

die  Operationen  Oi  sind   die   einzige  Substitution 
30 
03 

1^^8.16,     9  =  24.16  die   Operationen  0,  sind:   eine  beliebige  positive 

Substitution  der  Periode  3  und  ihre  zweite  Potenz ; 
^^24.16,  9=48.16  die   Operationen   Ot   sind    eine  beliebige  positive 

Substitution  der  Periode  4; 
^^48.16,  9  =  96.16  die  Operationen   Ot  sind   eine*  beliebige  negative 

Substitution. 

Hl  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  16  Punkte  selbst  nur  eine  einzige 
^ppe  bilden;  schon  die  Transformationen  vermögen  ja  ihre  Benennungen 
i>(iiii&der  übenenführen.  —  Dass  ferner  die  Gruppen  der  48  und  64  Ebenen 
^hoth  noMiB  Transformationen  nicht  vermengt   werden  k(Siiii«ti^  «tV^ün^ti 
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wir  aus  dem  verschiedenen  Verhalten  derselben  gegenüber  den  Polartetraeder- 
ebenen, wenn  wir  beachten,  dass  diese  letzteren  ihre  Benennungen  nur 
untereinander  austauschen  können. 

1.  Terhalten  der  48  Sbenen. 

Wir  wissen,  dass  in  jede  Ecke  des  Polartetraeders  sechs  Verbindungs- 
linien von  je  zwei  Wendeberührungspunkten  laufen.  Diese  Punktepaare 
haben  alle  dieselbe  Summe  der  Argumente,  also  auch  der 
Benennungen.  Für  die  verschiedenen  Tetraederecken  sind  diese  Summen 
verschieden,  so  dass  wir  durch  sie  die  Ecken  charakterisiren  können.  Bei 
der  ursprünglichen  Darstellung  der  Curve  gehört  n&mlich  zur  Ecke: 

I  II  III   die  Argumentensumme     co',     also  die  Benennung  (0,2), 
I  HIV     „  „  «•  +  «',    „      „  „  (2,2), 

im  IV     „  „  «,       „      „  „  (2,0). 

iiniiv   „  „  0,     „    „       „        (0,0). 

Wenden  wir  nun  der  Reihe  nach  die  Transformationen  der  Periode  2 
an,  so  ftndem  sich  die  Benennungen  (r,-,5i)  aller  Punkte  um  (0,2),  (2,0), 
(2,2),  jene  Summen  der  Benennungen  ftndem  sich  aber  nicht,  und  so 
tauscht  jede  Ebene  der  Schaar  48  bei  Anwendung  dieser  Transformationen 
mit  drei  anderen  Ebenen  durch  dieselbe  Polartetraederecke  ihre  Benennung 
aus,  so  dass  der  ausgezeichneten  Untergruppe  der  Ordnung  4 
gegenüber  die  48  Ebenen  in  zwölf  Gruppen  von  je  vier  zer- 
fallen. 

Nehmen  wir  die  Transformationen  mit  (a,  &)  =  (0,  1),  (1,  0),  (I,  1) 
hinzu,  80  erreichen  wir,  dass  jene  Summen  sich  vertauschen  und  dass 
infolge  dessen  die  eben  beschriebenen  Gruppen  von  je  vier 
Ebenen  sich  zu  je  vier  in  Gruppen  von  16  Ebenen  vereinigen. 
Bezüglich  der  Zusammensetzung  der  letzteren  gilt: 

die  erste  Gruppe  besteht  aus  je  acht  Ebenen  mit  Punktepaaren  aus  I  und 
n,  III  und  IV,- 

die  zweite  Gruppe  besteht  aus  je  acht  Ebenen  mit  Punktepaaren  aus  I 
und  m,  II  und  IV; 

die  dritte  Gruppe  besteht  aus  je  acht  Ebenen  mit  Punktepaaren  ans  I 
und  IV,  II  und  lü. 

Die  acht  positiven  Substitutionen  von  der  Periode  2  und  1,  deren 
Verbindungen  mit  den  16  Transformationen  die  Untergruppe  8.16  bilden, 
lassen  die  Benennungen  der  Polartetraederebenen  unverändert,  müssen  daher 
auch  die  obigen  Gruppen  unvereinigt  lassen.  —  Eine  beliebige  positive  Sub- 
stitution der  Periode  3  und  ihre  zweite  Potenz  lassen  nur  die  Benennung 
der  Polartetraederebene  I  bestehen,  vertauschen  dagegen  diejenigen  vcoi  II, 
III,  IV  cyklisch  und  vereinigen  also  die  drei  obigen  Ebenengruppen  tu 
einer  einzigen.    Den   24.16  Operationen  und  allen  zahlreicheren 
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ansgezeichneten  Untergruppen   gegenüber  bilden  die  48  Ebe- 
nen also  nur  eine  einzige  Gruppe. 

2.   Terhalten  der  64  Ebenen. 

Zonäcbst  ist  leicbt  einzusehen,  dass  aiisser  der  Identität  keine  von  den 
16  Transformationen  die  Benennung  einer  Ebene  aus  der  Scbaar  64  wieder 
in  sich  verwandeln  kann,  dass  also  diesen  Operationen  gegenüber 
sich  yier  Gruppen  von  je  16  Ebenen  bilden  müssen.  Durch  jeden 
Wendeberührungspunkt  gehen  vier  Ebenen  jeder  dieser  Gruppen.  Um  die 
Grappinmg   gegenüber  den   4.16  Operationen  zu  erfahren,  genügt  es,   zu 

12        3  0        3  2 

entscheiden,    ob    eine    von    den   Substitutionen     »  .    ,     not     a  o     zwei, 


verschiedenen  Gruppen  angehörige,  Cjklen  von  vier  Ebenen  durch  denselben 

Punkt  [z.  B.  den  Punkt  (0,  0)]   vermengen  kann.     Da   dies  nicht  der  Fall 

ist,  bleibt  auch  dieser  Operationsgruppe  gegenüber  die  Gruppirung  zu  je 

16  Ebenen  bestehen.  —  Den  8.16  Operationen  gegenüber  entstehen  Grup- 

3  0 
pen  von  32  Ebenen,  da  je  zwei  frühere  Gruppen  von  16  Ebenen  ver- 

U  ö 

einigt  Dieselbe  Gruppirung  bleibt  gegenüber  der  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe der  Ordnung  24.16,  aber  schon  die  48.16  Operationen  ver- 
einigen alle  64  Ebenen  zu  einer  einzigen  Gruppe. 

8.   Terhalten  der  Tetraeder. 

Da  unsere  Operationen  die  Gruppen  der  4,  48,  64  Ebenen  nicht  zu  ver- 
einigen vermögen,  so  können  sie  dies  auch  nicht  thun  mit  den  Gruppen 
^sr  1,  48,  32,  24,  256,  384  Tetraeder,  wie  wir  aus  deren  Zusammensetz- 
^  ohne  Weiteres  erkennen.  Es  gilt  also  nur  noch  zu  entscheiden,  ob 
^ese  Grruppen  nicht  selbst  wieder  in  kleinere  zerfallen.  Da  die  Art  und 
Weise,  wie  dies  festgestellt  wird,  im  Wesentlichen  dieselbe  ist,  wie  bei  der 
uologen  Aufgabe  für  die  116  Ebenen,  so  beschränken  wir  uns  darauf,  die 
Bttnltate  anzugeben. 

a)  Das  Polartetraeder 
bildet  eine  Gruppe  für  sich. 

b)  Die  48  Tetraeder 

ndnen  sich  gegenüber  der  ausgezeichneten  Untergruppe  der  Ordnung  4  in 
M  Gruppen  mit  je  zwei  Tetraedern,  gegenüber  der  ausgezeichneten  Unter- 
S^ippe  der  16  Transformationen  in  sechs  Gruppen  mit  je  acht  Tetraedern. 
^  letztere  Gruppirung  bleibt  auch  den  Untergruppen  der  Ordnungen  4.16 
^8.16  gegenüber.  Beim  Uebergang  von  der  letzteren  zu  derjenigen  der 
(^nng  24.16  vereinigen  sich  je  drei  der  obigen  Gruppen  zu  einer  einzigen 
lut  24  Tetraedern,  und  die  48.16  Operationen  bereits  vermögen 
dit  Benennungen  aller  48  Tetraeder  in  einander  üb^tixiil&LVLT^^. 
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c)  Die  32  Tetraeder 

zerfallen  den  Transformationsgrnppen  der  Ordnungen  4  und  16  gegenüber 
in  ebenso  zahlreiche  Gruppen  und  verlieren  diese  letztere  Gruppirung  erst 
beim  Uebergang  von  den  48.16  zu  allen  96.16  Operationen,  indem  sie 
alle  in  eine  Gruppe  zusammenfallen. 

d)  Die  24  Tetraeder 

ordnen  sich  den  Transformationen  der  Periode  2  gegenüber  in  Gruppen  mit 
zwei  Tetraedern ;  gegenüber  den  ausgezeichneten  Untergruppen  der  Ordnungen 
16,  4.16,  8.16  in  Gruppen  von  acht  Tetraedern,  und  den  24.16  Ope- 
rationen und  allen  zahlreicheren  Untergruppen  gegenüber 
fallen  sie  in  eine  einzige  Gruppe  zusammen. 

e)  Die  384  Tetraeder 

bilden  den  Transformationsgruppen  der  Ordnungen  4  und  16  gegenüber 
ebenso  zahlreiche  Gruppen, 

den    4.16  Operationen  gegenüber  Gruppen  von   32  Tetraedern, 

1»     ö  •  *^  »»  »»  »»  »j      ^^  I» 

„    24.16  ,,  „  „  „    192  „ 

und  endlich  den  48.16  und  also  auch  der  Gesammtheit  aller 
Operationen   gegenüber  fallen   sie   in  eine  Gruppe  zusammen. 

f)  Die  256  Tetraeder 

verlangen  eine  mehr  ins  Einzelne  gehende  üeberlegung.  Wir  können  nach 
§  3  Nr.  4  innerhalb  der  64  Ebenen  16  Cyklen  zu  je  vier  Ebenen  unter- 
scheiden, welch'  letztere  in  der  gegenseitigen  Beziehung  stehen,  dass  jedes 
Punktepaar  aus  einer  derselben  mit  je  einem  Punktepaar  aus  jeder  der  drei 
anderen  wieder  in  einer  neuen  Ebene  der  Schaar  64  liegt.  Die  Ebenen 
eines  solchen  Cyklus  enthalten  zusammen  gerade  alle  16  Punkte,  und  so 
bilden  diese  Cyklen  also  16  von  unseren  Tetraedern.  Da,  wie  leicht  eu 
sehen,  die  genannte  gegenseitige  Beziehung  der  Ebenen  eines  solchen  Te- 
traeders sich  bei  Anwendung  unserer  Operationen  nicht  verwischt,  so  bilden 
diese  Tetraeder  innerhalb  der  256  eine  Gruppe  für  sich.  Sie  ordnen  sich 
nach  dem  Obigen  der  ausgezeichneten  Transformationsgruppe  der  Ordnong 
4  gegenüber  in  Gruppen  von  je  einem  Tetraeder,  den  Untergruppen  der 
Ordnungen  16  und  4.16  gegenüber  in  Gruppen  zu  vier,  den  8.16  und 
24  16  Operationen  gegenüber  in  Gruppen  zu  acht  Tetraedern ,  und  schon 
die  48.16  Operationen   vereinigen   sie  in  eine  einzige  Gruppe. 

Unter  den  256  Tetraedern  finden  sich  ferner  144,  welche 
aus  je  zwei  Ebenen  zweier  der  obengenannten  Viercyklen 
bestehen. 

Wählen  wir  nämlich  zur  Construction  eines  Tetraeders  zwei  Ebenen 
eines  ersten  solchen  Cyklus   aus,   so  bleiben  noch  acht  Wendeberühmngs- 
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punkte  übrig,  die  sich  ausser  auf  das  übrigbleibende  Paar  desselben  Vier- 
cjklns  noch  auf  drei  Ebenenpaare  anordnen  (vergl.  S.  67).  Diese  letzteren 
Paare  müssen  wieder  solchen  Yiercyklen  angehören,  wie  wir  aus  dem  Um- 
stände erkennen,  dass  je  zwei  derselben  Polartetraederebene  angehörige  von 
den  acht  noch  übrigen  Wendeberührungspankten  Argumente  besitzen,  die 
nch  am  dieselben  Periodenhälften  unterscheiden.  Nun  giebt  es  doch  16.6 
Paare  von  Ebenen  desselben  Yiercyklus,  und  jedes  bildet  mit  drei  anderen 
ein  neues  Tetraeder;  also  haben  wir,  da  wir  hierbei  jedes  Tetraeder  dop- 
pelt z&hlen , 

16.6.3       ,^^ 
— ^-   =  144 

Tetraeder  der  angegebenen  Art.  Sie  ordnen  sich  der  ausgezeichneten  Unter- 
gnippe  von 

4  Transformationen  gegenüber  in  Gruppen  zu  2  Tetraedern, 

16  j»  n  n  n  n     ^  n 

4.16  zusammengesetzt.  Operationen  „         „         „  „8         ^ 

^•16  n  n  T,n«nl6» 

24-16  n  n  „  „  n  »48  „ 

Diese  letzte  Gruppirung  behalten  sie  allen  höheren  aus- 
gezeichneten Untergruppen  gegenüber  bei,  so  dass  wir  in  ihnen 
das  erste  und  einzige  Beispiel  einer  Schaar  gleichartig  zu- 
sammengesetzter Tetraeder  erkennen,  die  nicht  zugleich  eine 
Ornppe  unseren  Operationen  gegenüber  ist. 

Die  noch  übrigen  96  Tetraeder  enthalten  Ebenen  von  vier  verschiede- 
nen Viercykeln ,  denn. diese  Zusammensetzung  ist  die  einzige,  welche  inner- 
halb jener  256  Tetraeder  überhaupt  noch  möglich  ist.  Sie  ordnen  sich  der 
wagezeichneten  Untergruppe  der  Ordnung 

4  gegenüber  in  Gruppen  zu    4  Tetraedern, 
16  „  „  „  „  16  r, 

4.16,8.16         y,  „         „  „  32  r 

24.16  „  „  „  »96  „ 


Drittes  Gapitel. 
Analytische  Folgerungen. 


§  1.  Einleitendes. 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  ermöglichen  uns,  mit  wenig  Mühe 
<fo  Oleichungen  aller  der  112  Ebenen  durch  vier  Wendeberührungspunkte 
ssftoitellen,  die  wir  ausser  den  Polartetraederebenen  noch  kennen  gelernt 
Ubio.    Wir  erfüllen  dadurch  nicht  nur  eine  naheliegende  QA«kLj^Ai^-%%^' 
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metrische  Forderung,  sondern  wir.  erledigen  zugleich  eine  functionentheore- 
tische  Frage,  wie  das  Folgende  lehren  wird. 

Die  Kill ing' sehe  Darstellung  der  Raumcurven  vierter  Ordnung: 

x^  :  X,  :  x^  :x^=a  {2v)  :  ^i  (2t;) :  0^  {2v)  :  ffg  (2r) 

ist  ein  besonderer  Fall  von  der  Darstellung  der  Normalcurven  n**'  Ordnung 
vom  Geschlechte  1  im  Baum  von  n  —  1  Dimensionen,  welche  Herr  Klein 
im  17.  Bd.  der  Mathem.  Annal. ,  S.  133  gegeben  hat.  Herr  Klein  de* 
finirt  dort  eine  solche  Curve  durch  Gleichungen  der  folgenden  Art: 

p a?Q  =  a  (t;  —  aj  .  a  (1;  —  a^) . . .  a  (t?  —  a,) , 
^a-,  =  <r(t;—  b^) ,  <j (t?.  —  ft^) . . .  <s{v  —  b„). 


QX„  =  a  {v  —  n^) .  a  {v  —  n^) ,. ,  a  {v  —  Hn) , 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Summen  der  Grössen  a,  5,  ^..  »  einander 
gleich ,  also  z.  B.  alle  =  0  sind ,  und  stützt  sich  dabei  auf  zwei  Sätze ,  die 
Hermite  für  6  Functionen  aufgestellt  hat,  die  aber  ohne  Weiteres  auch 
für  tf- Functionen  gelten.     Sie  sagen  aus,  dass 

1.  alle  solche  ts-gliedrigen  o-Producte  sich  durch   n  un- 
abhängige von  ihnen  linear  ausdrücken,  und 

2.  dass  die  Quotienten  aus  zwei  solchen  Producten  ellip- 
tische Functionen  sind. 

Dass  die  Ki  Hing' sehe  Darstellung  der  Raumcurven  vierter  Ordnung 
hiervon  ein  besonderer  Fall  isti  tritt  klar  hervor,  wenn  wir  dieselbe  in 
der  folgenden  Gestalt  schreiben: 

p Xo  =  a (v) .  ö (v  4-  CD  +  ©) .  a (t?  —  co) .  ö  (v  —  ft)') , 

(CD  +  cö'X      /         3a)  +  3a)'\      /      .   CD    .   3w'\      /         3cd  .   <a\ 

Die  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  a-Producte  unterscheiden  sich 
von  resp.  o{2v),  ai(2i;),  a^{2v),  o^{2v)  nur  um  constante  Factoren,  die 
wir  in  die  Coordinaten  aufnehmen  können.  Diese  vier  viergliedrigen  a-Pro- 
ducte  sind  nun  von  einander  unabhängig,   und   wir  können  also  alle  Pro- 

ducte 

0(1;  — a,).a(t;  —  a2). 0(^  —  03).  <j(t?  —  aj, 
für  welche 

öl+Ö2  +  Ö8  +  «4  =  ^» 

durch  sie  linear  ausdrücken.  Ein  solches  Product  verschwindet  nur  in  den 
vier  Punkten 
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«^  =  «1»   «2»   %»   «4 

unserer  Corve,  und  da  es  sieb  linear  durch  die  vier  obigen  Producte  oder 
durch  <t{2v)^  ai{2v)^  ^2(217),  (f^i^v)  ausdrückt,  so  muss  es,  wenn  wir 
statt  der  tf-Functionen  die  ihnen  proportionalen  Coordinaten 
einfflhren  und  den  Ausdruck  =  0  setzen,  die  Gleichung  der 
Ebene  ergeben,  welche  durch  die  vier  Punkte 

i;  =  ai,  a^,  ag,  a^ 
unserer  Curve  geht.  Uns  interessiren  hier  insbesondere  die  Ebenen, 
welche  durch  je  vier  von  den  Wendeberührungspunkten  gehen, 
oder  die  viergliedrigen  a- Producte  der  angegebenen  Art,  welche  als  Grössen  a 
Periodenviertel  besitzen.  Es  kommt  nach  dem  Obigen  im  Wesentlichen  auf 
dasselbe  hinaus,  ob  wir  die  Gleichungen  jener  Ebenen  analytisch  bestimmen 
oder  ob  wir  die  entsprechenden  tf- Relationen  aufstellen.  Wir  werden  Beides 
thun  und  in  der  Uebereinstimmung  der  Resultate  eine  Controle  erhalten. 

In  Wirklichkeit  brauchen  wir  aber  gar  nicht  alle  jene  112  a-Relatio- 
MB  oder  Ebenengleichnngen  aufzustellen.  Wir  haben  gesehen,  dass  sie  in 
zwei  getrennte  Gruppen  zu  48  und  64  zerfallen,  und  dass  durch  unsere 
Operationen  die  Benennungen  aller  Ebenen  einer  und  derselben  Gruppe  in 
einander  übergeführt  werden  können.  Wir  werden  also  (in  §2)  aus 
Jeder  Gruppe  ein  Element  aufstellen  und  es  im  Uebrigen  den 
Operationen  überlassen,  daraus  alle  anderen  abzuleiten.  So 
ist  eine  erste  Vereinfachung  für  diese  letzte  Aufgabe  geschafifen. 

In  unsere  a- Relationen  gehen  ausser  den  a- Functionen  nur  die  Grössen 

Y^^eit  ein.  Wir  werden  uns  also  (in  §  3)  eine  Tabelle  aufstel- 
len für  die  Umwandlungen,  die  die  einzelnen  Operationen  an 
den    zehn    Grössen    (vier    ^-Functionen    und    sechs   Wurzeln 

y^i'^^k)  herbeiführen,  und  haben  nach  dieser  Tabelle  immer  nur  un- 
sere tf- Relationen  umzugestalten,  um  die  neuen  Relationen  zu  erlangen,  die 
durch  die  betreffenden  Operationen  aus  den  alten  hervorgehen. 

Hierfür  giebt  uns  aber  eine  zweite  Erleichterung  die 
Grnppentheorie  an  die  Hand.  Sie  hat  uns  doch  gelehrt,  dass  wir 
alle  Operationen  der  Gesammtgruppe  aus  nur  zwei  Substitutionen  und  einer 
Transformation  zusammensetzen  können ,  und  also  werden  wir  Nichts  weiter 
so  thnn  haben ,  als  die  Wirkungen  dieser  drei  Operationen  auf  jene  zehn 
GMssen  festzustellen.  Damach  ist  es  eine  ganz  elementare  Arbeit,  diese 
Umwandlungen  zusammenzusetzen  und  in  die  a- Relationen  einzutragen. 

§  2.   Aufstellung  zweier  <y-KeIationeii  (resp.  Ebenen- 

glelchungen). 

Wir  kommen  nach  diesen  einleitenden  Ueberlegungen  zur  Erledigung 
des  ersten  Theiles  der  am  Anfang  dieses  Capitels  genannten  Aufgabe:  zur 
Aufstellung  der  beiden  a-Relationen. 
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Als  vier  Wendeberührungsponkte,  welche  einer  Ebene  der  Schaar  48 
angehören,  können  wir  z.  B.  wählen: 

Das  in  ihnen  verschwindende  a-Prodact  hat  nach  richtiger  Normirung  der 
Argumente  (welche  so  geschehen  muss ,  dass  die  Samme  der  Subtrahenden 
0  ist)  die  (Gestalt: 

a(t;).a(t;— ©—  (d').ö  (v+  -«-]  .a(t;+ w  —  -^\ 

und  ist  nach  dem  Hermite' sehen  Satze  gleich  einer  linearen  Function  der 

a- Functionen  vom  Argumente  2  t;,  also 

/       /       3cd\/  ^\ 

a(t;) .ö(t;  — ©  — w  ).  <J  ^^1;  + -yj  .  <j^t?  + cö -  2"j 

^Aq{^v)  +  l?a,  (2i;)  +  Ca,(2f;)  +  Da8(2i;). 

um  die  unbekannten  Constanten  A  bis  D  zu  bestimmen,  geben  wir 
dem  V  besondere  Werthe.  Setzen  wir  für  v  zunächst  die  Argumente  ein, 
für  welche  je  ein  Factor  der  linken  Seite  der  Gleichung  verschwindet,  so 
erreichen  wir  dadurch  die  Bestimmung  jener  Coefficienten  bis  auf  dne  mnl- 
tiplicative  Constante.     Für  t;  =  0  geht  die  Gleichung  über  in : 

1)  0  =  J?+C+D; 

für  t;  =  w  4-  0)'  in : 

2)  0  =  J?-C+J9; 

09 

für   V  =  TT   in  • 

2  0  =  ^a(G)')  +  J?a,(a)')  +  Ca,(« ), 

welche  Gleichung  wir  unter  Benutzung  der  aus  der  Theorie  der  o- Func- 
tionen bekannten  Formeln: 

auch  schreiben  können: 


3)  0  =  44-5j/e,-e,  +  Cj/e,-e,. 

Setzen   wir  endlich  t;  =  cd  +  -ä~  ®^n ,  so  erhalten  wir : 

0  =  ^0(2  a>  +  w')  +  -Bai(2Q)  +  w')  +  Ctf,(2fli  +  w') , 
0  =  -  il a (a>')  -  l^fl, (wO  -f-  Caj (ö) , 
oder  unter  Anwendung  der  obigen  Formeln: 

Wir  erkennen  aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  zunächst: 

C=0,     J5=-D, 
und  unsere  0- Relation  nimmt  nun  die  Gestalt  an: 

a(t;).tf(t;  — w  —  w').  a^t;  +  ' 1*^.0^1;+ w-y) 
-=^\-V~h^x  «(21^)  +  <Ji(2t;)  -  08(2 1;)]. 
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Um  endlich  den  Werth  B  zn  bestimmen,  genügt  es,  in  die  Formel 
noch  einen  besondern  Werth  für  v  einzusetzen,  für  welchen  die  linke  Seite 
keinen  verschwindenden  Factor  erhält,  z.  B.  v  =  cd.     Wir  finden  dann: 


B  = 


a(a>).0(a,').«(«>  +  y).a(|)6^'»' 


2 

und  damit  ist  die  erste  der  erstrebten  a- Relationen  gewonnen. 

Ebenso  wählen  wir  nun  die  Argumente  von  vier  Wendeberührungs- 
ponkten,  welche  einer  Ebene  der  Schaar  64  angehören,  so  aus,  dass  ihre 
Snmme  den  Werth  0  hat,  und  erhalten  durch  den  ersten  der  genannten 
Herrn ite* sehen  Sätze  für  sie  die  Relation: 

Seiten  wir  in  diese  für  v  der  Reihe  nach  die  Werthe  ein: 

^  o        CO      w'  co' 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

0=  B  +      C      +  D, 

0  =  -ila((»)  +Ctf,(a))+Da8(a)), 

0  =  — ii<j((D')  +B0^ln)        +Ca^{m) 

denen  wir  unter  Benutzung  der  bekannten  Formeln: 

0(fl>)  ^''        ""'^  (1(0,)  ^f^''         ^«'  0(01)  ^""^        '" 

die  Formen  geben  können: 

1)  0=       .  B        +        C        +        D        , 


2)  0=-.!  ^ +  Cj/ci-c,  +  D/v-C3, 

3)  0=     il  +  J?>/cj-e|  .         4-Df/eg-^;,, 

4)  o==^A  +  Bl/i^V,+Cl/^e^ 

Aas   diesen  Gleichungen  bestimmen  sich  die  Coefficienten  ii  bis  D  bis  auf 
einen  constanten  Factor,  und  wir  gewinnen  so  die  Relation: 

•       <,(t,).a(r  +  |).<r(v+j).«(t-2-|) 
=  Const. }«(2ü).[— f/c,^. ^ej-e,-^V-«i  >^«i-«s  +  /«i-«sy<s-«i] 
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die  wir  nur  durch  Berechnung  von  Const.  noch  zu  yervollständigen  haben. 

CD 

Wir  setzen  zu  dem  Ende  in  die  ursprüngliche  Rielation  noch   -^  für  t*  ein 
und  erhalten  dadurch: 

,  'C-^')-(;)-°(i") 

Const.  = 7 . — —^=^ = == —  i* 

Die  Gleichungen  für  die  Ebenen  durch  die  gewählten  beiden  Punkt- 
quadrupel ergeben  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  w^nn  wir  in  die  gewon- 
nenen Relationen  statt  der  0- Functionen  die  ihnen  proportionalen  Coordi- 
naten  einführen  und  die  rechten  Seiten  darnach  =0  setzen.  Die  Ebene 
durch  die  vier  Punkte: 

erhSlt  so  die  Gleichung: 

0  =  — aJo^e^-c, +  j:,  -  x^, 

während  die  Gleichung  der  Ebene  durch  die  vier  Paukte: 

^  3  09  10    ,  0}  3(0 

lautet: 

+  Xj,[-       Ye^  -  (?,  -         ^^v-^s  ] 

Die  Controle,  ob  wir  auf  analytisch -geometrischem  Wege  zu  denselben 
Ebenengleichungen  gelangen ,  macht  sich  äusserst  einfach.  Wir  haben  früher 
die  Tabelle  für  die  Coordinaten  jener  16  Punkte  aufgestellt  und  ihr  ent- 
nehmen wir  jetzt,  dass  die  vier  Punkte  der  ersten  Ebene  die  Coordinaten 
besitzen: 

t;  =         0 ,      Xq  :  ar, :  Xj :  a^j  =      0 :  1  1:1, 

v  s=r  o  -f-  cd'^     a?y :  ajj ;  ^2 :  a^i  =      0  :  1  :       —  1     :  1 , 

t 

und  ebenso  die  vier  Punkte  der  zweiten  Ebene: 

t;  =3       0       ,     a*o :  a-j :  «2 :  Xj  =      0 :         1        :        1         :         1       , 
3co 


v=     -5-     ,     x^\x^'.x^\x^^--\\        Ü       ''V^i  —  H'-V^x-^^ 
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a   .  09 


t7=     -y      '     ^o:^i-^2-^3  =  -l 'y^a-^i  :f^«3  — ««:  ^ 

Nun  stimmen  die  Determinanten  aus  den  Coordinaten  dieuer  beiden 
Pnnktqnadrupel  genau  überein  mit  resp.  den  Determinanten  der  beiden 
Gleicbungssysteme  1),  2),  3),  4),  aus  denen  sich  die  Verhältnisse  der  Co- 
efQcienten  Ä  bis  D  berechneten,  und  dies  lehrt  ohne  Weiteres,  dass  wir 
dieselben  Resultate  erhalten  würden,  wollten  wir  in  bekannter  Weise  jene 
Ebenengleichungen  aufstellen. 


)|  3.  Aufstellung  der  Tabelle  von  Umwandlungen ^  welche  die 
drei  erzeugenden  Operationen  an  den  <y  -  Functionen  und  den 

Grossen  ]/ei  —  ek  lier?orbringen. 

Die  nun  folgende  Tabelle  bedarf  kaum  einer  Erläuterung.  Die  darin 
enthaltenen  Formeln  sind  der  Theorie  der  tf- Functionen  entnommen  und 
müssen  hier  als  bekannt  gelten;  es  kommt  eben  nur  darauf  an,  dieselben 
hier  zusammenzustellen. 

Die  eine  Transformation: 

v~'\-v  +  ^  mod 2 m^2a)\ 

welche  wir  als  erzeugende  benutzt  haben,  verwandelt 
a{2v)  in    a(2t?+a}')=    a^{2v).a{m).e^i''', 

ü^(2v)    ,     a^{2v  +  (o')=    a^{2v).ö(co')  e^i'^ye^-e^, 

ü^{2v)    „     08(2t;  +  Q)')  =  -ö(2t;).a((ö').e''''*'ye7^^-J^V-«2- 

Die  Grossen  J^—  Ck  dagegen  werden ,   da  sie  nur  von  den  Perioden  ab- 
hftngen,  nic)it  von  ihr  betroffen. 

Als  ein  Paar  erzeugender  Substitutionen  haben  wir  kennen  gelernt 


:o  -1 

li     0 


II  -1 

1  -2 


oder  in  ausführlicher  Schreibweise: 


1)  00=         —  (0,        0)'=:lO, 

2)  a)  =  (o— oi',     Q)'=€J— 2c5'. 

Sie  bewirken  Umwandlungen,  welche  die  folgende  Tabelle  wiedergiebt 
Dieselbe  besitzt  drei  Colonnen ,  an  deren  Kopf  wir  die  Formeln  geschrieben 
haben,  durch  welche  die  in  der  betreffenden  Colonne  auftretenden  neuen 
Perioden  2cJ,  2o}  mit  den  alten  zusammenhängen.  Am  Kopfe  der  ersten 
Colonne  stehen  Identitäten ;  sie  wollen  weiter  nichts  aussagen ,  als  dass  2  co, 
2 1/  das  ursprüngliche  Periodenpaar  bilden.  Ferner  enthält  die  Tabelle  sehn 
Zeilen;  alle  Grössen  derselben  Zeile  sind  einander  gleich:  sie  ftind  d\%  -^^t- 
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schiedenen  Gestalten  der  einen  zu  Anfang  der  Zeile  stehenden  Function, 
welche  dieselbe  je  nach  Wahl  des  Periodenpaares  annimmt.  Bei  allen 
a-Fonctionen  sind  die  Perioden,  welche  für  sie  za  Grande  gelegt  sind,   in 

der  Klammer  mit  angegeben,  bei  den  Grössen  '^ei^Ck  sind  sie  als  Indioes 
angefügt. 


(0  =  CD, 
(D  =       (0  • 


a(2t;|o>,  fo') 
0,  (2 1;  I  CD,  a>') 
<j2(2t;|öi,  cd') 
<j,(2i;|cö,co') 


0> 


ID 


(D=:       — 


CD  =  CD. 


CD, 


<y(2t;|<D,  cd') 

03 (2 vi  CD,  05') 

(r2(2t7|cD,  ©') 
01  (2 1;  I  «5,  cd') 

iyg2-g|J«o.«D 


m 


«« 


(D  =  CD  -*    CD  , 
0>  =  CD  —  XCD  . 


0(2t;|cD,  cd') 
02(2t;|ci3,  cd') 

03  (2  vi  CD,  cd') 

0,(2v|cD,  cd') 


1/^2 -g|]«,  O 
l/gs-gj«,  ID 

[-A-g2JcD,CD 


Die  mittlere  Colonne  giebt  die  Umwandlungen  ftlr  eine  Substitution 
von  der  Determinante  +1»  wie  sie  in  Vorlesungen  über  0- Functionen  der 
Regel  nach  behandelt  werden.  Wir  wollen  nur  noch  eine  ergänzende  Be- 
merkung hinzufügen  über  die  letzte  Colonne,  weil  diese  eine  Substitution 
der  Determinante  — 1  enthält,  und  wir  solche  Substitutionen  in  der  uns 
zugänglichen  Literatur  über  0- Functionen  (Abschrift  eines  nach  Vorlesungen 
des  Herrn  Weierstrass  geführten  Collegheftes  und  ein  Theil  von:  »For- 
meln und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen^  von 
Schwarz)  nicht  behandelt  gefunden  haben.  Die  am  Kopfe  der  dritten 
Colonne  stehende  Substitution  setzt  sich  multiplicativ  aus  einer  Substitution 
der  Determinante  + 1  und  einer  solchen  der  Determinante  -^1  —  deren 
Umwandlungen  wir  sofort  übersehen  können  —  wie  folgt  zusammen,  wenn 
wir  die  schon  mehrfach  angewendete  kurze  Schreibweise  benutzen: 

-1  -1  !    j-1  Ol   -li 
-1  -  2   '  0       1   ■"    1  -  2  1* 

Die  erste   dieser   beiden  Substitutionen  ergiebt  die  folgende  Umwandlungs- 
tabelle : 
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(0=  (O, 


(0  = 


-/ 


0)  =  —  CO —    w  , 


©=  —  ©  —  2 


0)  . 


ö(2v|a),  ©') 
(J|  (2 1'  I  w,  fio') 
ff2(2t;|a),  cö') 
(    <J3(2i^lw,  Cö'j 


a(2t;|c5,  cö) 
ö^(2t;|a>,  cö') 
<?3(2t;|w,  cJ') 
<j,(2y|cö,  w') 


0)  =  Q), 
CO  =        0)  . 


ö)  =  —  CO  — 


CO 


CO 


(ö\ 


=  ^  «  -  2 


0) 


iJfl», 


Z^: 


[K^a-eJ^^ 


CO 

a> 


U'  ^2  ~~  ^.jjo),  cö 


Aaf  die   in   der   zweiten  Colonne   stehenden   Grössen  haben   wir  dann  nur 
noch  anzuwenden : 

cö  =  —  (ö. 


und  die  Umwandlungen,  welche  diese  Substitution  herbeiführt^  wollen  wir 
wirklich  ausrechnen. 

Zunächst  erkennen  wir  aus   der  Ausgangsdefinition   für   a(v)^   welche 
diese  Function  als  unendliches  Product  darstellt,  dass: 

ö{2v\c5,  (ä')  =  6{2v\cOj  a). 

Ferner  finden  wir  aus  den  bekannten  Formeln: 


V  = 


a{(ü) 


-/      o'{cö  ) 
V  = 


anter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  a  eine  ungerade  Function  ist: 
Dies  benutzen  wir  in  der  folgenden  Berechnung: 


<^i(2v!cö,  ar)  = 


c.a(cfli+2t;)     c.a(c5— 2t') 


ö(Cö) 

e.a(— c5  +  2t;) 
ö(-a}) 


o-((ö) 


In  derselben  Weise  finden  wir: 

tf,(2v|c5,  w')  =  <yjj(2v|©,  0)'),     a3(2i;|(ö,  ©')  =  (y3(2i;|eo,  ©'). 

Es  genügt,  wenn  wir  eine  der  Wurzelgrössen  Yet  —  Ck  umformen  und 
fEkr  die  anderen  nur  die  Resultate  angeben: 

f.  Mftth«mfttik  a  Pii/sik  XX V/H,  2.  ^ 
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<j( — c»|or,  eö'j 


*'« 


a,  (—  ö  I  ö,  ©') 


ö(--  ö5|  W,  öl') 

-       g2(«^l<o,coO_r     ,/T— Tl.   ., 
2)  [/^i-^sUä'^  [-A-^sk 


3)      iy««^L,Ä'=  [-/«2^]<0,c»'i 

5)  ly  V^fi]»,  a'=  [+  V^H-^i]m,  cd'  » 


V. 

lieber  verschiedene  Wärmecapaoitäten  und  andere 
in  der  Wärmelehre  vorkommende  Grössen. 

Von 

Prof.  Dr.  C.  Bohn 

io  Ascbaffenbarg. 


Unter  der  Wärmecapacität  eines  Körpers  versteht  man  den 
Theil  der  ihm  mitzntheilenden  Wärmemenge,  welcher  dazu  verwendet 
vod  verbrancht  wird,  unter  näher  bestimmten  Bedingungen  eine  Ver- 
iodening  an  ihm  zu  bewirken,  deren  Maass  die  Einheit  ist,  z.  B.  eine 
Temperaturerhöhung  um  1^  Die  Wärmecapacität  eines  Stoffes  ist  jene 
eines  Körpers ,  der  aus  der  Mengeneiuheit  dieses  Stoffes  besteht;  —  meist 
vird  die  Gewichtseinheit,  zuweilen  die  Volumeinheit  gewählt.  Die  spe- 
cifiscbe  Wärme  eines  Stoffes  ist  seine  Wärmecapacität,  gemessen 
durch  jene  eines  Vergleichstoffes,  gewöhnlich  des  reinen  Wassers.  Die 
Veränderlichkeit  der  Grössen  wird  berücksichtigt  und  die  Definition 
sehirfer,  wenn  man  die  Wärmecapacität  auffasst  als  das  Verhältniss 
nnendlich  kleiner,  der  Mengeneinbeit  des  Stoffes  zugeführter  oder  mitzu- 
tbeilender,  für  Hervorbringung  unendlich  kleiner  Aenderung  verwendeter 
nod  verbrauchter  Wärmemenge  zu  jener  Aenderung,- das  heisst  als  Dif- 

ferentialquotient ,  wie  — ,  — ,  : — ,  wenn,  wie  üblich,  Q  eine  Wärme- 
menge, i  Temperatur,  v  Volum  der  Mengeneinheit,  p  normalen  Ober- 
fllchendruck  je  auf  die  Flächeneinheit  (oder  Spannung)  bezeichnen. 

Der  Ausdruck  „specifische  Wärme**  ist  ziemlich  nichtssagend  und 
der  Ausdruck  „Wärmecapacität**  entspricht  längst  (und  mit  Recht)  ver- 
lasteoen  Vorstellungen,  weshalb  es  an  der  Zeit  sein  dürfte,  bessere  Aus- 
drücke zu  wählen.  „Wärmebedarf**  für  näher  bezeichneten  Zweck 
QDter  bestimmten  Bedingungen,  wäre  empfehlenswerth,  allein  die  Angabe 
des  Zweckes  und  -der  Bedingungen  wird  immer  schleppend.  Nun  haben 
fieh  einige  Kunstwörter,  wie  Schmelzwärme,  Verdampfungswärme, 
Aüfdehnungswärme*  bereits  eingebürgert,  nach  deren  Vorbilde  noch 

^  Das  früher  allgemein  und  auch  jetzt  noch  häufig  gebrauchte  Beiwort 
,, latent**  hat  nach  den  gegenwärtigen  Vorstellungen  keinen  Sinn  mehr  und  ist 
daher^fortsnlassen. 
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""^  ^  (~TTB")  ^**  Wärmeäquivalent  der  Arbeit,  ü  wie  üblich  die  Energie 
des  Körpers  bedeuten,  während  nach  bekanntem  Vorgange  die  einfache 
Hinsetzang  eines  Zeichens  rechts  unten  (als  Anhängsel)  ausdrücken  soll, 
die  durch  den  angehängten  Buchstabon  bezeichnete  Grösse  habe  constant 
in  bleiben.     (Vollständiger,  aber  weitläufiger  wäre  anzuhängen  v  =  Consl.) 

Es  ist  dt=^dT  und  es  sagt  l=^const.  dasselbe,  wie  T=cotist,y  d.  h. 
wenn  die  Temperatur  nach  Celsiusgraden  (0  ungeändert  bleibt,  dann 
aneh  die  sogenannte  absolute  Temperatur  {T),  Da  nun  /  in  den  For- 
meln besser  zu  v,  p  passt,  soll  stets  /  angewendet  werden,  wann  und  wo 
es  T  ersetzen  kann. 

du 

Die  Grösse  -^  ist  die  isochorische  Erwärmungswärme,  in  mecha- 
nischem  Arbeitsmaass   ausgedrückt,    und    man   kann   sie  füglich  die  iso- 

o  rj 

chorische  Erwärmungsenergie  nennen.    Aehnlich  ist  —   die  iso- 

dt  p 

piestische    Erwärmungsenergie    zu    nennen,    ferner    - —   und  r — 

°  °  dvt  ovp 

o  rj 

isotherm  ische  und  isopiestische  Ausdehnungsenergie,  - — 
and  ~ —    isothermische    und    isochorische   Spannungsenerficie. 

OPv 

In  der  mechanischen  Wärmelehre  kommen  vor  die  Differentialquotienten 

rr-  und  ; — ,  dann  r^ —  und  ; — ,  worin  E  die  Entropie*  bedeutet. 
^^t  dvp  öpt  dpv 


Grössen  sind  zu  benennen:  isothermische  und  isopiestische 
^Qsdehnungsentropie,  dann  isothermische  und  isochorische 
Spannungsentropie.  Das  Zeichen  £*  soll  die  ganze  Entropie  bezeich- 
nen, e  den  Unterschied  der  Entropie  eines  Körpers  in  dem  betrachteten 
Znstande  gegen  die  Entropie  dieses  Körpers  bei  gewissen  Normalverhält- 
oissen,  80  dass  also  E=  e+  consl,^  ähnlich,  wie  ist  7'=/+cow5/.  Dem 
nach  ist  de  gleichbedeutend  mit  dE  und  e  sagt  als  Index  genau  dasselbe 
^le  E.  Der  bessern  Uebereinstimmung  in  den  Zeichen  halber  soll  immer 
*•  nicht  E  verwendet  werden,  um  isentropische**  Grössen  anzudeuten. 
Endlich  sind  noch  einige,  theilweise  schon  ziemlich  allgemein  gebrauchte 
Benennungen  aufzustellen. 

. —  und  t; —    sind    der    isopiestische    und    der    isentropische 

Cip  die 

^nsdehnuncscoefficient;   ^r—  und  - —  sind  der  isochorische  und 
^  '  dt„  die 


*  ClaneiuB  verwendet  für  Entroj.ie  das  Zeichen  6',  aus  später  zu  erwähnen« 
™  Gründen  weiche  ich  hiervon  ab. 

*'  Wohl  auch  adiabatische  genannt. 
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der   isen tropische   Spannangscoefficient:   - —  und  -r —  sind  der 

isothermische  und    der   isentropische  Elasticitätscoefficient; 

r —  and  - —  sind  der  isothermische  nnd  der  isentropische  Com- 
dpt  ope 

pressionscoefficient. 

Noch  nützlicher,  als  die  systematische  Benennung  der  so  vielfach 
in  der  Wärmelehre  vorkommenden  Grössen  ist  es,  eine  systematische 
Bezeichnung  derselben  an  Stelle  der  schwankenden,  durch  allerlei  Zu- 
fftlligkeiten  entstandenen  zu  setzen.  Die  Sätze  der  Wärmelehre  kommen 
dadurch  in  eine  viel  übersichtlichere  Gestalt  und  sind  dem  Gedächtnisse 
leichter  einzuprägen. 

Ich  schlage  vor,  zur  Hauptbezeichnung  der  verschiedenen  Wärme- 
bedarfe  den  Anfangsbuchstaben  des  lateinischen  Wortes  für  die  Grösse, 
welche  durch  die  Wärmezufuhr  verändert  werden  soll,  zu  wählen.  Da 
die  lateinischen  Buchstaben  die  Grösse  (Temperatur,  Volum,  Druck) 
selbst  bedeuten,  so  muss  ein  anderes  Schriftzeichen  genommen  werden; 
zunächst  mag  das  kleine  gothische  Schrift  sein.-  Demgemäss  wird  Enc- 
wärmungswärme  durch  t,  Ausdehnuugswärme  durch  0  und  Spannungs- 
wärme durch  f  bezeichnet  werden.  Die  nähere  Unterscheidung 
besorgt  der  Index  in  kleiner  lateinischer  Schrift,  und  wird  durch  den- 
selben, wie  an  den  partiellen  Differentialquotienten,  angedeutet,  welche 
Grösse  unverändert  bleiben  soll. 

Somit  sind  die  isopiestische  und  die  isochorische  Erwär- 
mungswärme, da  die  Temperatur  zu  ändern  ist,  darzustellen  durch 
tp  und  tv  Man  hat  diese  Grössen  bisher  genannt:  speci fische  Wärme 
bei  constantem  Drucke  und  specifische  Wärme  bei  constan- 
tem  Volum,  was  weder  kurz,  noch  erschöpfend  ist.  Die  häufigste  Be- 
zeichnung ist  Cp  und  c„  oder  c   und  c,  oder  C  und  c. 

Die  isothermische  und  die  isopiestische  Ausdehnungs- 
wärme sind,  da  das  Volum  v  zu  ändern  ist,  darzustelllen  durch  ]!<  und 
0p.  Man  hat  die  erste  gewöhnlich  latente  Ausdehnungswärme 
genannt  und  mit  /  bezeichnet;  sie  war  durch  die  Benennung  nicht  unter- 
schieden von  der  zweiten,  für  die  bisher  kein  Name  vorgeschlagen  war 
und  die  mit  k  bezeichnet  zu  werden  pflegte. 

Die  isothermische  und  die  isochorische  Spannungswärme 
sind,  da  die  Spannung  (pressio)  p  zu  ändern  ist,  darzustellen  durch 
ft  und  fp.  Namen  für  diese  beiden  Grössen  sind  meines  Wissens  bis- 
her nicht  gebraucht  worden.  Die  erste  hat  man  gewöhnlich  mit  h  be- 
zeichnet (dieses  Zeichen  aber  auch  noch  anderweit  in  der  mechanischen 
Wärmelehre  verwendet)  und  die  zweite  wohl  mit  k  (obgleich  man  fast 
allgemein  das  Verhältniss  der  isopiestischen  zur  isochorischen  Erwärmungs- 
wärme   durch  k  darstellt).     In  meinen  ,,  Ergebnissen  physikalischer  For- 
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8chang"  (Leipzig  1878)  habe  ich  die  isochorische  Spannongswärme  mit  % 
bezeichnet,  weil  dieser  Buchstabe  dem  h  etwa  so  entspricht,  wie  k  dem  /. 
Folgende  Zusammenstellung  der  wichtigsten,  ftlr  alle  homogenen, 
einem  gleichmässigen ,  normal  zur  Oberfläche  wirkenden  Drucke  unter- 
worfenen Körper  geltenden  Formeln  der  mechanischen  Wärmelehre  und 
deren  Uebersetzung  in  Worte  werden  die  Vortheile  erkennen  lassen, 
welche   die  vorgeschlagene  Bezeichnungs-   und  Benennungsweise  bieten. 
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• 

Die  Symmetrie  der  Formeln  und  Sätze  fällt  sofoit  auf  und  es  ergiebt 
sich  eine  Mnemonik  von  selbst.  Die  Formeln  sind  grösstentbeils  alt- 
bekannte in  neuem  Gewände,  theils  sind  sie  (wie  ich  wenigstens  glaube) 
noch  nicht  aufgestellt  gewesen,  aber  unschwer  rein  algebraisch  ableitbar 
aus  den  bekannten,  welche  in  meinen  „Ergebnissen  physikalischer  Foi 
schung**  in  §§  448  -  452*  mitgetheilt  sind,  und  aus  den  von  Ol  aus  in 
in   ,, Mechanische  Wärmetheorie**  I.  S.  196  gegebenen: 


dsT 

r    rf„;, 

fisT       T    fl.r 

riv 

( V     rf  7  ' 

df,        Cj,    dt' 

welche   nach   calorischen   Maassen  umgerechnet  und  in  der  vorgeschlBp^- 
neu  Bezeichnungsweise  sind:  ' 

dt  _      AT   dp  dt  _4T    cv 

dve"^        tp    dtr'        dpe       tp     dtj, 

Die    von    mir   für   neu    gehaltenen  Formeln    habe   ich   zunächst   nt. 
Hilfe  der  gewälilten   Bezeichnungen  rein  nach  Symmetrie-  und  Analog 
gesetzen    anfgestellt   und    dann   erst   ihre  Richtigkeit  durch  Rtlckfuhi! 
auf  bekannte  Formeln    geprüft.     Diese   einfachen  Ableitungen   hier  u\ 
zutheilen  scheint  überflüssig. 

Die  zusammengestellten  Formeln  lauten  (in   Worten): 

■ 

1.  Die  isochorische  Erwärmungs wärme  ist  gleich 

A  mal  der    isochorischen       Erwärmungsenergie;** 
oder 

minus  .4  mal  dem    isochorischen      Spannungscoefficienten 

mal  dem  isentropischen  Ausdehnungscoefficienten; 
oder 

minus  A  T  mal  der  isothermischen      Ausdehnungsentropie 

mal  dem  isentropischen  Ausdehnungscoefficienten : 
oder 

A  T  mal  der  isothermischen       Ausdehnungsentropie 

mal  der   isochorischen  Spannungsentropie. 

*  Sei  68  gestattet,  hier  die  in  %  450,  S.  275  leider  stehen  gebliebenen  Irrt 
zu  berichtigen:   Den  dritten  Theilen  der  Doppelgleichungen  für  Z  — 2  und 

fehlt  das  Minuszeichen  und  statt  zf^e^)   sollte  t\^  j   ii^  der  Gleichung  fii 

stehen.    Entsprechend  sind  die  Wortübertragungeu  zu  ändern 

**  Der  Kürze  halber  wird  gesagt  „^  mal*'  statt  „ multiplidrt  mit  dem  \ 
äquivalent  der  Arbeit*',  ebenso  „2'  mal''  statt  ,, multiplicirt  mit  der  al- 
Temperatur".  Lässt  man  den  Coefficienten  A  fort,  so  ist  alles  in  Arbeit- 
in  Wärmemaass  ausgedrückt. 


oder 


oder 


oder 
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2.  Die  isopiestische  Erwftrmungswärme  ist  gleich 

A  mal  der  Summe  aus  isopiestiscber  ErwHrmungsenergio 
und    dei;    mit    dem    isopiestischen  Ausdebnungscoeffi- 

cienton  multiplicirten  Drucke; 

A  T  mal  dem    isopiestischen    Ausdehnungscoefficienten 
mal  dem  isentropischen    Spannungscoefficienteu; 

minus  ^^  T  mal  der    isothermischen        Spannungsentropie 

mal  dem  isentropischen    Spannungscoefficienteu; 

minus  A  T  mal  der    isothermischen        Spannungsontropie 
mal  der     isopiestischen      Ausdehnungsentropie. 


oder 

AT  mal 

dem 

oder 

AT  mal 

der 

3.  Die  isochorische  Spannungswärme  ist  gleich 

A  mal  der     isochorischon  Spannungsenergie; 

oder 

minus  .^i  7*  mal  dem  isentropischen  Ausdehnungscoefficienten; 
oder 

A  T  mal  der    isochorischen         Spannnngsentropie. 

4.  Die  isopiestische  Ausdehnungswärme  ist  gleich 

A  mal  der  Summe  aus  isopiestischer  Ausdehnnngsenergie 

u.  Druck; 

isentropischen  Spannungscoeffic. ; 

isopiestischen   Ausdehnungsentrop. 

5.  Die  isothermische  Ausdehuungswärme  ist  gleich 

A  mal  der  Summe  aus  isothermischer  Ausdehoungsenergie 

u.  Druck; 

A  7 mal  d. Differenz  aus  isentropischem  Spannungscoefficient 
u.  demProducte  des  isentropischen  Ausdehnungscoeffic. 
mit  dem  isothermischen   Elasticitätscoeffic; 

ATmnX  der  Summe  aus  isopiestischer  Ausdehnungsentropie 
a.  dem  Producte  der  isochorischen    Spannungsentropie 
mit  dem  isothermischen  P]lasticitätscoeffic. ; 

A  T  mal  der  Summe  aus  isopiestischer    .      .  , 

j  .    ^,        .    ,       Ausdehnungsentroo» 
und  isothermischer  ^  ^ 


oder 


oder 


oder 
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6.  Die  isotbermische  Spannnngsw&rme  ist  gleich 

A  mal  der  Snmme  aas  isotbermiscber   Spannungsenergie 
und  dem  mit  dem    isotbermischen  Compressionsi^oeffic. 
multiplicirten  Drucke; 


oder 
oder 


oder 


oder 


minus  A  T  mal  dem  isopiestiscben  AusdebnungscoefBc. ; 

minus'  fi  T  mal  der  Differenz  ans  isentropiscbem  Ausdebnungscoefflc. 
u.  dem  Producta  des  isen tropischen   Spannungscoeffic. 
mit  dem  isotbermischen  Compressionscoeff. ; 

J  T  mal  der  Summe  aus   isochorischer  Spannungsentropie 
u.  dem  Prodncte  der  isopiestischen  Ausdebnungsentrop. 
mit  dem  isothermischen  Compressionscoeffic; 

A  T  mal  der  Summe  aus  isochorischer  ^ 

,  .      1        .    «      opannungsentropie. 

und  isotbermiscber 

7.   Der  Unterschied  der  isopiestischen  ^ 

,    ^       .     ^.       .      ,         Erwärmungswärme 
und  der  isochorischen 

ist 

gleich  der  isotbermischen       Ausdehnungswärme       mal 

,  dem  isopiestischen  Ausdehnungscoeflßcienten; 

entgegengesetzt  gleich  der  isothermischen         Spannungswärme        mal 

dem  isochorischen    Spannungscoefficienten. 

^        8.  Der    Unterschied    der    isotbermischen      .        ,    , 

j    ,        .         .      ^.      ,  Ausdehnungs- 

und  der    isopiestischen  ** 

wärme  ist 

gleich  der     isochorischen  Spannungswärme        mal 

,  dem  isothermischen  Elasticitätscoeflßcienten : 

oder  ' 

entgegengesetzt  gleich  der     isochorischen      Erwärmungswärme,    divid. 

durch  den  isopiestischen  Ausdehnungscoefficienten. 

9.  Der  Unterschied   der  isotbermischen  ^ 

,    ,  1       .     ,  Spannungswärme 

und   der    isochorischen 

ist 

gleich  der  isopiestischen        Ausdehnungs wärme       mal 

,  dem  isothermischen  Compressionscoefficienten ; 

entgegengesetzt  gleich  der  isopiestischen        Erwärmungswärme,   divid. 

durch  den  isochorischen     Spannungscoefficienten. 

10.  Das  Verhältniss  der  Ausdebnungs- 

isothermischen  wärme  a. 

.  ^  Spannungswärme 

ist  "^  " 

gleich  dem  isotbermischen  ElasticitätscoefBcienteii. 
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11.  Das  VerhaltDiss   der   .        ,       .      ,         Erwärm  nneswärme 

isochorischeo       -, 

u.  opannungswärme 

18t 

gleich  dem  isochorischen      Spanonngscoefficienten. 

12.  Das  Verhftltniss  der  .         ...         Krwärmungswärme 

isopiestischen         .        ,    . 

u.  Ansdebuungs- 

wärme  ist 

gleich  dem         isopiestiscben      Aasdebnungscoefficient. 

13.  Der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  der  Aende- 
rangen  der  isothermischen  Ansdehnungswärme  mit 
der  Temperatur  und  der  isochorischen  Erwärmungs- 
wärme  mit  dem  Volum  ist  gleich 

A  mal  dem  isochorischen  Spannnngscoefficienten. 

14.  Der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  der  Aende- 
rangen  der  isopiestischen  Erwärmungswärme  mit  dem 
Drucke  and  der  isothermischen  Spannungswärme  mit 
der  Temperatur  ist  gleich 

A  mal  dem  isopiestischen  Ausdehnungscoefficienten. 

15.  Der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  der  Aende- 
rungen  der  isopiestischen  Ansdehnungswärme  mit  dem 
Drucke  und  der  isochorischen  Spannungswärme  mit 
dem  Volum  ist  gleich 

A^  dem  Wärmeäquivalent  der  Arbeit. 

Aus  den  sechs  ersten  mehrfachen  Gleichungen  der  oben  gegebenen 
Zusammenstellung  lassen  sich  leicht  einige  interessante  Beziehungen  ab- 
leiten. 

AoB  1.  folgt: 

dE       dp     ^    ^ 

Id.  5 —  =  Tr»  "•  "•• 

ovt      dtp 

Die  isothermische  Ausdehnungsentropie  ist  gleich  dem  iso- 
chorischen Spannungscoefficienten. 
Aus  2.  folgt: 

17.  r —  =  —  -r--,    d.  b.: 

dpt  dtp' 

Die    isothermische    Spannungsentropie    ist    entgegengesetzt 
gleich  dem  isopiestischen  Ausdehnungscoefficienten. 
Ans  3.  wie  aus  1.  folgt: 

dpp  dtc 

Die     isochorische    Spannungsentropie     ist     entgegengesetzt 
gleich  dem  isentropischeu  Ausdehnungscoefficieuteti« 
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Ans  4.  wie  ann  2.  folgt: 

OVj,       die 

Die  isopiestische  Ausdehnnngsentropie  ist  gleich  dem  isen- 
tr epischen  Spannungscoef ficienten. 

Aus   17.  und    18.  folgt: 

dt:    dE       dv     dv 
öpt  dp„     dtp  öle 

DasVerhältniss  der  isothermischen  zur  isochorischen  Span- 
nungsentropie ist  gleich  dem  Verhältnisse  des  isopiestischen 
zum  isentropischen  Ausdehnungscoefficienteu. 

Aus  16.  und  19.  folgt: 

21  tf\—^^'^     d    h  • 

dvt'dvp      dt/dtg^ 

Das  Verhältniss  der  isothermischen  zur  isopiestischen  Aus- 
dehnungsentropie ist  gleich  dem  Verhältnisse  des  isocho- 
rischen zum  isentropischen  Spannungscoefficien ten. 

Aus  5.  folfi^t: 

22.  ^^^:^^ 

dvt      dvt  dpw 
und  aus  6.  folirt: 

dn  _dR    dE 

dvt      dvp'dpt^ 

welche  zwei  Formeln  in  Worten  lauten: 

Der  isothermische  Elasticitätsooef&cient  ist  gleich 

22.  dem  Verhältnisse  der  isothermischen  Ausdehnungsentrop. 

zur  isochorischen     Spannungsentropie 

oder  gleich 

23.  dem  Verhältnisse  der  isopiestischen  Ausdehnungsentrop. 

zur  isothermischen  Spannuugsentropie. 

Aus  22.  und  23.  folgt: 
^  dE    dE  _ dE    9^      ,    ,    . 

^4.  r       ',—       — r       :  r;       ,    cl.    h. : 

opv  dpt      org   dPp 

Das    Verhältniss    der    isochorischen    zur    isothermischen 

Spannungsentropie    ist  gleich  dem  Verhältnisse  der 

isothermischen  zur    isopiestischen 
Ansdehnungsentropie. 

Aus  5.  und  aus  6.  folgt: 
«.  dE    dE^__  dp  dv^ 

dvp  dpv  die  die 

Das  Verhältniss  des  isentropischen  Spannungs-  und  Ans- 
dehnungscoefficicnten    ist   entgegengesetzt  gleich  dem  Ver- 
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hiltnisse  der  isopiestischen  AnsdehnungBentropie  zur  iso- 
chorischen  SpaDnungsentropie. 

Id  der  mechanischen  Wärmelehre  sind  bei  verschiedenen  Gelegen- 
heiten ausser  den  vorstehend  benannten  und  bezeichneten  sechs  Wärme- 
hedarfen  noch  einige  andere  specifische  Wärmen  oder  Wärmecapacitäten 
betrachtet  worden. 

So  die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Dampfes,  wo- 
runter verstanden  wird  die  Wärmemenge,  „welche  gesättigter  Dampf  zur 
Erwärmung  bedarf,  wenn  er  zugleich  so  stark  zusammengedrückt  wird, 
dass  er  sich  bei  dej*  erhöhten  Temperatur  wieder  in  gesättigtem  Zustande 
befindet**  (Claus ins,  Mech.  Wärmetheorie,  S.  131). 

Es  soll  sich  wieder  um  die  Mengeueinheit  Dampf  und  um  das  Ver- 
h&ltniss  der  unendlich  kleinen  Wärmemenge  zur  entsprechenden  unend- 
lich kleinen  Temperaturerhöhung  handeln.  Auch  dieser  Wärmebedarf 
läs8t  sich  nach  dem  vorgeschlagenen  System  bezeichnen  Da  eine  Tem- 
peraturerhöhung die  Wirkung  ist,  liegt  eine  Erwärmungswärme  vor 
und  die  Uauptbezeichnung  ist  folglich  ein  t*  Die  im  Anhängsel  anzu- 
gebende besondere  Bedingung  der  Erwärmung  lautet  entweder:  der  Druck 
soll  stets  gleich  dem  Sättigungsdrucke  sein,  und  wenn  man  diesen,  wie 
zuweilen  geschieht,  durch  s  (Expansion)  bezeichnet,  so  ist  jene  Grösse, 
die  Clausius  durch  H.A^^h  darstellt,*  nach  meinem  Vorschlage  t;.r^f 
nnd  kann  Erwärmungswärme  bei  Sättigungsdruck  genannt  wer- 
den. Oder  die  gleichwerthige  Bedingung  lautet:  das  Volum  soll  stets 
gleich  dem  specifischen  Volum  des  gesättigten  Dampfes  sein,  und  wenn 
oan  dieses  durch  s  bezeichnet,  so  wird  das  Symbol  1»=«  und  als  Name 
kann  man  wählen  Erwärmungswärme  bei  Sättigungsdichte.  Selbst- 
vcrstKndlich  ist  t         —♦ 

fliensQ  ist  zu  bemerken ,  dass  der  Druck  und  das  Volum  nicht  die  Maxi- 
malspannkraft  und  das  Minimalvolum  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  ^ 
»ondem  bei  der  erhöhten  Temperatur  Z+of/  sind,  und  wenn  für  die 
Temperatur  t  jene  Grössen  durch  £  und  s  bezeichnet  werden ,  so  müssten 
die  Anhängsel  in    der  Bezeichnung   der  betreffenden  Erwärmungswärme 

«gentlich  heissen:  ^^  ^^ 

p^iA dl   und    y  =  5 -f- -- <//. 

dt  dl 

Es  kommt  ferner  vor  die  specifische  Wärme  eines  Stoffes  in  tropfbar- 
fliissigem  (oder  in  festem)  und  in  dampfförmigem  Aggregatzustande, 
welche  „sich  bezieht  auf  den  Fall,  wo  mit  der  Temperatur  der  Druck 
ID  der  Weise  wächst,  wie  das  Maximum  der  Spannkraft  des  gesättigten 
Dtmpfes**  (Clausius  a.  a.  O.  S.  131   oben).     Der  hier  gemeinte  Wärme- 

*  Nicht  zu  verwechseln  mit  dem  h  Anderer,  welches  die  isothermiache  Span- 
BQogiw&rme  |ii  bedeutet. 
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bedarf  ist  für  den  Dampf  die  bereits  besprochene  Grösse  und  mit  tp=c 
zn  bezeichnen.  Ist  tropfbare  Flüssigkeit  oder  ein  fester  Stoff  gemeint, 
so  bleibt  das  Anhängsel  p  =  e  dasselbe  und  die  Hanptbezeichnnng  soll  dem 
Anfangsbuchstaben  von  „Temperatur '*  entsprechen;  sie  darf  aber,  wenn 
angezeigt  werden  soll,  dass  eine  andere  Aggregatform,  als  die  gasige 
gemeint  ist,  nicht  t  sein.  Ich  schlage  vor,  für  tropfbare  Flüssigkeit  r  sn 
nehmen  und  für  festen  Stoff  S,  so  dass  die  Erwärmungswärme  der 
Flüssigkeit  bei  Dampfsättigungsdruck  durch  Tp:rz§  nnd  die  Er- 
wärmungswärme des  festen  Stoffes  bei  Sättigungsdruck  durch 
9^p=:tr  dargestellt  wird.  Clausius  hat  das  Volum  der  Gewichtseinheit 
des  gesättigten  Dampfes  mit  s  bezeichnet,  das  Volum  Id er  Gewichtseinheit 
der  tropfbaren  Flüssigkeit  mit  a  (S.  130);  diesem  entsprechend  wähle  ich 
t  für  Dampf  (und  Gas),  t  für  tropfbare  Flüssigkeit.  Ich  bezeichne  con- 
sequenterweise  das  Volum  der  Gewichtseinheit  des  festen  Stoffes  mit  S 
und  wähle  S  für  die  Erwärmungswärme  festen  Stoffes.  Clausius  hat 
S  verwendet,  um  die  Entropie  zu  bezeichnen,  und  muss  deshalb  einen 
andern  Buchstaben  (t)  für  das  specifische  Volum  des  festen  Stoffes  wählen 
(S.  170).  Um  dieser  Unbequemlichkeit  vorzubeugen,  habe  ich,  abweichend 
von  Clausius,  die  Entropie  mit  E  bezeichnet,  beziehungsweise  mit  e, 
und  glaube  diese  Abweichung  um  so  mehr  gerechtfertigt,  als  S  keine  mir 
erkennbare  Beziehung  zur  Entropie  hat.  Der  Buchstabe  E  wird  von 
Clausius  für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  (425),  das  die 
Engländer  als  ein  Compliment  für  Joule  gern  mit  /  bezeichnen,  ver- 
wendet. Allein  ein  Zeichen  für  diese  Grösse  ist  ganz  entbehrlich,  wenn 
man  die  umgekehrte,  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeit  (^iir)}  durch 
einen  Buchstaben  —  in  diesem  Aufsatze,  wie  auch  sonst  gebräuchlich, 
durch  J  —  bezeichnet. 

Gelegentlich  der  Untersuchungen  über  Verdampfung  und  Schmelzung 
kommen  Mengen  des  Stoffes  im  dampf  (gas-)  förmigen,  im  tropfbarflüssigen 
und  im  festen  Zustande  vor.  Nachdem  vorstehend  die  kleinen  Buch- 
staben für  die  Gase,  die  grossen  für  feste  Körper  und  griechische  f^r 
tropfbare  Flüssigkeiten  verwendet  wurden,  ist  es  folgerichtig,  die  Menge 
(oder  das  Gewicht)  Dampf  mit  m,  die  Menge  der  tropfbaren  Flüssigkeit 
mit  fi,  die  des  festen  Stoffes  mit  M  zu  bezeichnen.  Clausius  hat  das 
Gewicht  des  Dampfes  zwar  auch  mit  m,  aus  anderen  Erwägungen  aber 
das  der  tropfbaren  Flüssigkeit  mit  />/— m  bezeichnet  (S.  128).  Gelegent- 
lich der  Untersuchung  des  Schmelzcus  dient  hingegen  bei  Clausius  m 
zur  Bezeichnung  des  Gewichts  des  tropfbaren  und  M — m  zur  Bezeich- 
nung des  Gewichts  des  festen  Theiles  (S.  169).  Ersinnt  man  ein  Zeichen 
für  die  Verdampfungswärme  (bei  Clausius  r)  und  giebt  diesem  als 
Anhängsel  /  (bedeutend  t  =  const.)^  so  lassen  sich  die  auf  die  Dampf- 
bildung bezüglichen  Uauptgleichungen  sehr  bequem  in  der  vorgeschlage- 
nen systematischen  Art  darstellen. 
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Nicht  minder  gut  gebt  das  für  die  auf  den  Schmelzvorgang  bezüg- 
lichen Gleichungen.  Bei  dessen  Untersncbung  kommen  Wärmebedarfe 
in  Betracht  „für  den  Fall,  wo  mit  der  Temperatur  der  Druck  sich  in 
der  Weise  ändert,  wie  es  geschehen  muss,  wenn  die  Temperatur  immer 
die  zu  dem  Drucke  gehörige  Schmelztemperatur  sein  solP'  (Clausius 
a.  «•  O.  8.  170).  Nach  meinem  Vorschlage  sind  diese  Erwärmungswärmen 
darch   t   oder  9  zu  bezeichnen,  je   nachdem  tropfbare  Flüssigkeit  oder 

fester  Stoff  gemeint   ist,   und    der  Doppelindex    <    >   zu   gebrauchen, 

wenn  y  die  Schmelztemperatur  und  z  den  zugehörigen  Druck  (diese 
BnchBtaben    sollen   nicht  gerade  besonders  empfohlen  werden)    bedeuten. 

Gelegentlich  der  Untersuchung  der  Temperaturveränderung  bei  dem 
Verlängern  eines  Stabes  durch  einseitigen  Zug  kommen  Wärmebedarfe 
oder  flpecifische  Wärmen  vor  bei  constanter  Spannung  P  und  bei 
constanter  Länge  /,  welche  Clausius  (a.  a.  O.  S.  200,  201)  durch 
ep  nnd  ct  bezeichnet  und  die  nach  der  hier  vorgeschlagenen  Art  durch 
8^  and  S/  dargestellt  sind. 

Der  Zustand  eines  homogenen  Körpers  von  durchgängig  gleicher 
Temperatur,  der  unter  einem  gleichmässig  normal  gerichteten  Oberflächen- 
dmcke  steht,  ist  durch  zwei  unabhängige  Veränderliche  bestimmt.  Trägt 
man  deren  zusammengehörige  Werthe  als  Coordinaten  auf,  so  erhält  man 
in  der  zuerst  von  Clapejron  ausgeführten  Art  die  Curve  der  ZuStands- 
ändemngen.  Jeder  gegebenen  solchen  Curve  entspricht  im  Allgemeinen 
ein  besonderer  Wärmebedarf.  Ist  die  eine  der  den  jeweiligen  Körper- 
zuBtand  bezeichnenden  Grössen  x^  so  gelangt  man  mit  Hilfe  der  Formel 

dO  =  A{dü  +  p(iv) 

{p  dv  ist  bei  dem  vorausgesetzten  Oberflächendrucke  die  äussere  Arbeit) 
sn  den  Ausdrücken  .  ^ ..  ^    . 

27.  „,  =  ^^_+pj, 

nnd   es  lassen  sich  noch  Ausdrücke  ableiten,    die  den  übrigen  in   1.,  2., 

3.    oben    angegebenen    entsprechen.     Wählt   man    für  x   die  Entropie  E 

oder   e'\'ConsU^  so  erhält  man 

fdü         dv\ 


30.  r^r^  A('^  +  pJ, 


(du  dv\ 

31.  P''  =  '^l^— +i^:r~j- 
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Die  drei  hier  dargestellten  Wärmebedarfe  sind  aber  Null;  denn  t,  9,  p 

bedeuten  -;r- %  7 — ,  tt-    und  e  =  row5/.  oder  E=ro«jr/.  heisßt  dE  =  0:  aber 
dl     dv     dp 

dO 

also  folgt  auch  dO  =  0  und  somit  sind  die  isentropische  Erw&r- 
mungswärme,  Ausdehnungswftrme  und  Spannungswärme  jede 
gleich  Null.      Und  daraus  folgt  schliesslich: 

32.  ß=-p'A, 

die  Cle 

ave 

_  du  dv 

34.  ^^— =  — P-— . 

In  Worten: 

32.  Die  isentropische  Erwftrmungsenergie  ist  entgegengesetzt 
gleich  dem  mit  dem  iscntropischen  Ausdehnungscoefficienten  mal- 
tiplicirten  Drucke. 

33.  Die  isentropische  Ansdehnungsenergie  ist  entgegen gesetst 
gleich  dem  Drucke. 

34.  Die  isentropische  Spannungsenergie  ist  entgegengesetst 
gleich  dem  mit  dem  isen tropischen  Compressionscoefficienten  mul- 
tiplicirten  Drucke. 

Das  Grundsätzliche  der  in  diesem  Aufsatze  empfohlenen  Beseich- 
nungs-  und  Benennungsweise  habe  ich  schon  1877  in  meinen  „Ergeb- 
nissen physikalischer  Forschung**  §  450  vorgeschlagen. 


VI. 
Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

Zlu  =  —  [X—]  +  :^(X—  I  =  0. 


dy\   dy 
Von 

Dr.  Niemöller, 

Lckrer  au  der  Handclnobale  in  Leipsig. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1  u.  2. 


Obif^  Differentialgleiehnng  stellt  bekanDtlich  das  Potential  (*iner  olek- 
triaehen  Strömung  in  einer  Fläche  dar,  deren  Leitnngsfäljigkeit  im  Piinkti^ 
P  dem  Abstände  dieses  Punktes  von  der  y-Axe  proportional  \h\.  J)i^ 
lDteg;ration  obiger  Gleichung  dQrfte  schon  deshalb  nicht  ohne  \ni«tv^Mc 
•ein,  weil  sich  eine  experimentelle  Prfifnng  der  in  einer  solchen  Fltch«* 
stattfindenden  elektrischen  Strömung  leicht  ausfuhren  lisst.  Die  I^eitungs- 
ftbigkdt  einer  d&nnen  Flfissigkeitsschicht  ist  bekanntlich  in  jedem  Punkte 
P  der  Dicke  der  Schicht  in  diesem  Punkte  proportional;  soll  di^  Lfritnngt- 
filbi^eit  dem  Abstände  des  Punktes  P  von  der  y-Axf-.  proporti«#nal 
wmebaen,  so  muss  die  Flfissigkeitsschicht  einen  sehr  fecharf^n  K«-:!  biM^^n. 
mit  dessen  scharfer  Kante  die  y-Axe  susammenfüllt.  liie  nähere  Aua' 
fUrong  des  Vertuches  werde  ich  weiter  unten  angf'l^n. 


L 

Um  das  allgt Meine  Integral  von  ^^»  =  0  zu  £nden,  »neben  vir  zu- 
nlebst  ein  partielles  tob  der  F<mi  XT^  wo  X  eine  Fan^son  r^i.  x,  V 
eine  Fvnetio«  tob  jf  ist.     Ed  muss  dann  sein: 


"■.  T%Tm€  xwrj^  z. 
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/■v--  «^--■■v.y'v^'V 


Wir  erhalten  hieraus  F=e^'y,  und  für  ^  das  Bessersche  Integral 

n 

J^s=  1  e^*^'9  dq>.     Ein  partielles  Integral  von  Ju  =  0  ist  also 
0  « 

0 
Setzen  wir  noch  e**^*lP+'y  =  r,  so  ist 


f?^ 


z<^r 


0 
ein    sehr    allgemeines   Integral  von   zfti  =  0,    venn    für   A^   und    C^  der 
Reihe  nach  beliehige  Constanten  gesetzt  werden.     Die  Summe  unter  dem 
Integralzeichen  ist  aber  eine  Function  von  z,  deshalb  ist 

n 

2)  M  =  /  dq>f{x  cos <p  +  iy) 

b    . 

ein  allgemeines  Integral  unserer  Differentialgleichung.  Man  kann  sich 
leicht  a  posteriori  überzeugen,  dass  die  Formel  2)  der  Gleichung  du=^Q 
genagt. 

Ist  t/— C=0  die  Gleichung  einer  Schaar  von  isoelektrischen  Curven, 
so  bilden  die  rechtwinkligen  Trajectorien  dieser  Schaar  die  Strömungs- 
curven  der  Elektricitftt.  Die  Gleichung  dieser  Strömungscurven  lässt  sich 
leicht  aufstellen.  Ist  nämlich  r  =  0  die  Gleichung  einer  solchen,  so  muss 
r  der  Differentialgleichung  genügen: 

dx  djc      dy  dy 
Genügt  nun  u  der  Gleichung  zfti  =  0,  so  giebt  es  eine  Function  e  derart. 


dass 


St.     Es  ist  dann 


dv         du       dv  du 

dx         dy^     dy  dx 


*^  '=ß{vy''''-Pj')- 


Da  nlmlich 

ist,  so  ist  das  Integral  unter  4)  ausführbar,  v  gleich  einer  Constanten 
gesetzt,  liefert  aber  eine  Strömungscurve,  da  die  Gleichung  3)  befriedigt 
ist.  Wählt  man  für  u  den  imaginären  Theil  des  bestimmten  Integrals  in 
2),  so  ist  V  der  reelle  Theil  des  Integrals 


4  a)  w=  j  X  cos<p  f{x  cosg>  +  iy)  d(py 
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wie  man   leicht  ans  2)   und  4)  findet.     Man  sieht,   dass  v  der  Differen- 
tialgleichang 

dx\x  dx)      dy\x  dxJ 
genügt. 


Es  soll  nun  der  specielle  Fall  behaudelt  werden,  dass  die  Elektri- 
cität  im  Punkte  c  eintritt  und  in  d  die  Fläche  verlässt.  u  muss  dann 
in  c  und  d  logarithmisch  unendlich  werden,  und  zwar  muss  die  Summe 

der  Besidnen  in  beiden  Punkten  verschwinden.     Ferner  müssen  ;--    und 

dx 

r-  in  allen   übrigen  Punkten    endlich   und   eindeutig  bleiben,    und    — 

muss  auf  der  y-Axe  verschwinden.     Es  habe  nun  c  die  rechtwinkligen 

A 
Coordinaten   -^  und  y^^  so  dass  A  den  doppelten  Abstand  des  Punktes  c 

j 
▼on  der  y-Aze  bedeutet,   so  sei  ^  =  -s"+yo*' 

In  2)  setzen  wir: 

f{x  cos(p-{-iy)  dq)~ 


yx  cos  (p  +  iy  —  c 
und  wählen  fttr  u  den  imaginären  Theil  des  elliptischen  Integrals 


n 


5)  /,=ir   "V   • 

^  yxcostp-^iy — c 


0 
Efi  verschwindet  dann   der  Differential quotient   r—   auf  der  y-Axe.     In 

C/  X 

ö)  setzen  wir  a:  + 1 y  =  r ,  ferner  —  x  +  ly  =  z\  so  dass  z  einen  Punkt 
bezeichnet,  der  symmetrisch  zu  z  liegt  in  Bezug  auf  die  y-Axe.  Setzen 
^ir  dann  noch  cos  <p  =  2  5in* i/;  —  1 ,  so  findet  sich  leicht 


5.) 


Jyi-{i-a> 


—  1 


0 
woc*=l —    ist.     Wird    die  Integration  über  die  reelle  Axe  von  t^  er- 

*^f^kt,  so  wird  das  Integral  nur  logarithmisch  unendlich  für  a  =  0  oder 
'^c.  In  allen  übrigen  Punkten  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  ist 
A  endlich,  es  kann  auch  leicht  eindeutig  definirt  werden.  Für  die  nume- 
™cbe  Berechnung  von  /«  ist  der  Umstand  vortheilhaft,  dass  der  absolute 
^Betrag  von  a  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  kleiner  als  Eins  ist  und 
ovr  anf  der  y  -  Axe  selbst  gleich  Eins  wird« 

1* 
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Wir  können  deshalb  znr  Berechnung  des  Integrals  in  5)  die  Reihe  an- 
wenden, die  sich  in  Schlömilch's  Compendinm  S.  316  findet.  Um  diese 
Reihe  anf  eine  Form  zu  bringen,  die  in  unserem  Falle  eine  leichte  Berechnung 
zulässt,  bezeichnen  wir  mit  In  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe 

6)  0  =  %4-l-l+i-f+f-.... 

Dann  ist 

Ist  noch  j  /i   ^\« 

S'=  log 4  +  (ly  /,««  +  {~Jh<'*  +  •  •  . 

80  ist 

8)  Je/?^=5/oflr-+S'. 

a 

1 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  wie  log —  zu  definiren  ist,  damit  das  In- 

a 

tegral /c  überall  auf  der  positiven  Seite  der^-Axe  endlich  bleibt,  ausser 

in   a  =  0.      Wir  setzen   z  —  c  =  re9\   z'—c  =  rev\    wo   q>   und   g>'   beide 


r 


zwischen  0   und  2n  liegen  sollen.     Dann  ist  ö*  =  ~^w')**     (p^q>'  ist 

r 

absolut  genommen  gleich  dem  Winkel,  den  die  von  c  nach  z  und  z'  ge- 
zogenen Strecken  r  und  r  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  wird  0, 
wenn  z  auf  die  y-Axe  rückt,  da  dann  :  und  :'  zusammenfallen.  Aus 
diesem  Umstände  folgt,  dass 

9)  log'-=..yogr^  +  ^i       . 

zu  setzen  ist,  dass  aber  kein  Vielfaches  von  27ii  hinzugefügt  werden 
darf.     Liegt  nämlich  z  auf  der^-Axe,  so  ist  a=l,  5  wird  logarithmisch 

unendlich,   log—   wird  Null   nach  9),   also  ist  in  8)  5/o^— =  0  auf  der 

y-Axe.  S'  bleibt  endlich  für  «  =  1,  die  Convergenz  von  S'  lässt  sich 
für  a  =  1  aus  den  gewöhnlichen  Kriterien  herleiten ,  wenn  man  bedenkt, 

2  2  2  2 

"**"  '^" = 2;r+T - 2M^ + 27^+5 "•••  *''"  ''"^TniTi  ''*• 

Sf^i 

Je  ist  also  nach  8),  wenn  yz'—c=j/re'^   gesetzt  wird,  = 

10)  J.^t^lsiogl  +  S). 

yr     \  u  / 

Rückt  nun  z  nach  c,  so  rückt  z'  nach  einem  Punkte  c\  der  symmetrisch 
zu   c   in   Bezug  auf  die  y-Axe  gelegen  ist.     Es  ist  dann  rz=A,  <p'=  ä, 

S=  1,    also  wird  nach  10)  /«  in  c  unendlich  wie  =%(r  — c). 
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•   •     • 

Es    ströme   nun    die   Elektricitat  ia*  eifern   Punkte  d'  aus,    der   die 

•  •  • 

B  '  "  vT  ^• 

Coordinaten   -^  und  y^   habe,    so   dass   ^=^.'&.+.yi«   sei.     Es   sei   femer 

z^  d'=qe^^^  z'—d=Q'e^'*^  und  Ja  sei  auch  durc]i  1*0^  definirt,  wo  aber 
statt  r,  q>j  q>\  r,  r  die  Grössen  rf,  i//,  ^f\  ^,  q  zu/ße't^pn  sind.  Dann 
ist  endlich  der  reelle  Theil  u  von  *•.-' 

11)  w=2iJcj/A-'2iJaj/~ß  /    /. 

das    gesuchte   Integral,    welches,    gleich   einer   Constanten   gesäjcf^^'^eine 

•  •  • 

Carve  gleichen  Potentials  definirt. 


•  •  • 


in. 

Die  numerische  Berechnung  des  reellen  Theiles  von  w  in  11)  würde 
inoi    allgemeinen    Falle    sehr    weitläufig    werden.      Einigermassen    einfach 

•  AB 

gestaltet  sie  sich,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Abstände  -jr  und  -^  der 

Punkte  c  und  d  gross  sind,  während  die  Punkte,  für  welche  rv  berechnet 
werden  soll,  nahe  bei  c  \xxi^  d  liegen.     Es  ist  dann  der  absolute  Betrag 

▼OD  a\  nämlich   -> ,   klein,   und   in  10)   kann    man   höhere  Potenzen  als 

r 

<^  ▼emachlässigen.     Nach  10)  ist  dann 

worin   e    die   Basis    des   natürlichen  Logarithmensjstems   ist.     In   dieser 

••  1  f* 

Gleichune    ist    a*  =  >- e^V  -  9»')  ^    und    nach    9)    log -^=^  log f-(g)  — cp)i. 

o  ^  ar  r 

f 
Benutzt  man   noch  die  Abkürzung  p  =  — ,   wo  />  klein  gegen  1  ist ,  so 

kann  man  in  erster  Annäherung,  wie  aus  Fig.  1  ersichtlich,  für  /  setzen 
^  +  rfo5g>  =  i^(l+p  cos<p) ,  für  q>  aber  n  —  p  sin  (p.  Setzt  man  diese 
Wertke  in  12)  ein  und  vernachlässigt  alle  höheren  Potenzen  von  p  ausser 
der  ersten,  so  findet  man  nach  leichter  Rechnung,  dass  der  reelle  Theil 
▼on  HyAJc  gleich 

13)  logM  ^  \psmq>{n  —  (p)  — ip  cos<p  log^ 

>8t,  wo  ¥= ist.     Ist  femer  ^= ,   ^  =  ^,  wo  q  klein  gegen  1 

**^»  80  ist  der  reelle  Theil  von  2i}/BJti  gleich 

N 
logN  —  ^q  sintlf^jt  —  ilf)  ^  \q  cos'iif  log-^. 

c 

Sabtrthirt  man  14)  von  13),  so  liefert  die  rechte  Seite,  gleich  einer 
CoBstanten  gesetzt,  nach  Gleichung  11)  eine  Curve  gleichen  Potentials, 
Vena  dieselbe  in  der  Nähe  von  c  und  d  verläuft. 


•  « 
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_  •  • 


Es  sollen  nun  die  Punkte  Kund  d  gleichen  Ahstand  von  dery-Axe 
haben,  so  dass  J=B  i^ti/^ysin  setsen  femer  rr  =  -^-f  li  dann  ist  pcostp 


=  q  cos^  =  — ,  und  "^id  gesuchte  Function  wird  = 


*  •  • 


wo       y.\  y 


3S 


«  • 


•/•fst;     C  und   J^   sind   kleine  Grössen.     Setzen   wir   u  gleich   einer  Con- 
stauten ,  gleich  log  m ,  so  ist 

eine  Curve   gleichen  Potentials.     Dividiren   wir  durch    l  —  ^""'   "^•^roÄch- 
lässigen  Grössen  zweiter  Ordnung,  so  findet  sich 

Ist  noch 

16)  d  =  9«m«(|i/o^m- c), 

so  ist  in  erster  Annäherung 

17)  r«  =  m«^«  +  2d. 

Aus  17)  erkennt  man,  dass  die  Curve  nicht  viel  von  einem  Kreise 
abweicht  Wenn  die  kleine  Grösse  ö  in  17)  fehlte,  so  würde  die  Carve 
ein  Kreis  sein,  der  die  durch  c  und  d  gelegte  Gerade  in  zwei  Punkten 
schneidet,  die  harmonisch  zu  c  und  d  liegen.     Ein  solcher  Kreis,  der  in 

Fig.  2  durch  A^  bezeichnet  ist,   hat  den  Radius  f^n-=- ;,,   wo   s  den 

"1  —  nr 

s  m 

Abstand  von  c  und  d  bezeichnet,  und  sein  Centrum  0  liegt  um  — ^ 

1  — nr 

von  c  entfernt,  wo  das  — Zeichen  angiebt,  dass  0  nicht  zwischen  c  and 

d  liegt,  wenn  m<l  ist.     Die  Curve  17)  soll  nun  durch  Polarcoordinaten 

R  und  a  ausgedrückt  werden,  deren  Pol  in  0  liegt.     Dann  wird 

^       »9  .        «"»"^  2Ärm«    .  j      •       „•  .  s^  2ä5 

(1  — y/i*)*        1  — m*  ^  (1  — m*)*      1  — m* 

Die  Gleichung  17)  geht  dann  über  in 


1-m«' 
oder  angenähert 
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^ '  v^  V '  V* 


In  dieser  Gleichung  hat  6  den   Werth: 

18)  ö  =  (ß^logm  —  r  siw  g)  (tt  —  <p)  +  q  5iw ^ (;t  —  t/;)). 

Es  ist  schon  bemerkt,  dass  die  Curve  17a)  nicht  viel  von  dem  der 
Constantcn  m  entsprechenden  Kreise  A"  abweicht.  Zieht  man  also  von 
irgend  einem  Punkte  1  der  gesuchten  Curve  einen  Radius  1  0  nach  0^ 
8o    wird    dieser  den  Kreis  K  in  einem  Punkte  2  schneiden,   dessen  Ent- 

femang  von  1  klein  ist  in  Vergleich  zu  i?oi  ^^^  durch  2]  =£  =  —-— 

/fo(l  — m') 

dargestellt  wird.  Deshalb  ist  es  erlaubt,  statt  der  Werthe,  welche  die 
Grössen  r,  q,  |,  g>,  i/;  im  Punkte  1  annehmen,  diejenigen  in  ö  (Gleich- 
ung 18)  einzusetzen,  die  dem  zu  1  gehörigen  Punkte  2  auf  ^  ent- 
sprechen. 

Die  Berechnung  einer  Curve  gleichen  Potentials  geschieht  also  fol- 
gendermassen :  Nach  Annahme  einer  Grösse  m  zeichne  man  den  Kreis  iif, 

berechne  für  irgend   einen   Punkt  2   auf  Ä'  die  Grösse    s  =  -^-r^ r  i 

/fo(l— m") 

▼eriftngere  den  nach  2  gezogenen  Radius  Bq  um  e,  so  ist  der  neue  End- 
punkt ein  Punkt  der  gesuchten  Curve  17  a). 

IV. 

Um  die  Richtigkeit  der  Formel  17a)  experimentell  zu  prüfen,  wurde 
eine   Curve    berechnet,    indem    m  =  0,5,    der   Abstand    $  von   c   und   d 

=  50 mm,  und  -^  ,   der  Abstand   von   c   oder   d  von  der  ^-Axe,   gleich 

200  mm  gesetzt  wurde.  Es  ist  dann  Bq  =  33,33  mm.  Die  Grösse  8  wurde 
für  12  Punkte  der  Peripherie  des  Kreises  A',  welche  den  Winkeln  a  =  0\ 
30^  60**,  ...  330**  entsprechen,  berechnet,  indem  v,  (i,  |,  <p,  ^  direct 
gemessen  wurden,  i  war  für  alle  Punkte  positiv  und  hatte  folgende 
Wfrthe  in  Millimetern: 

a=00     30**     60*>    90**     120**     150**     180^ 
f  =  0,5     0,9     0,4     0,3       0,9       2,5       4,8, 

0  =  210**    240**    270**    300**    330**, 
6,5       6,7        4,9        2,7        1,0. 

Nach  Eintragung  der  12  Curvenpunkte  wurde  die  Curve  mit  freier 
Haod  ausgezogen.  Sie  findet  sich  in  Fig.  2  gezeichnet;  sie  weicht  auf 
^^  Seite  am  meisten  vom  Kreise  ab,  auf  welcher  die  Leitungsfähigkeit 
^«i  Flitcbe  abnimmt. 

Dm  eine  Fläche  herzustellen,  deren  Leitungsfähigkeit  dem  Abstände 
▼on  der  y-Axe  proportional  zunimmt,  wurde  eine  ungefähr  700  mm  breite 
^^i  1300  mm  lange  Glasplatte  etwa  1  Grad  gegen  den  Horizont  geneigt 
^f  einen  Tisch  gelegt,   so  dass  die   eine  Kante   genau   horizontal  lag. 
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Eine  Verbiegnng  der  Platte  wurde  verhindert  durch  untergeschobene  Keil 
Die  Platte  wurde  rings  herum  mit  einem  etwa  5  mm  hohen  Rande  von  Fe 
sterkitt  versehen,  mit  Natronlauge  gereinigt  und  dann  mit  Wasser  bedecl 
welches  den  grössten  Theil  der  Platte  benetzte.  Nach  einiger  Zeit  w 
die  Grenzlinie  zwischen  Glas  und  Wasser  ziemlich  scharf  au6gebild< 
Unter  die  Glasplatte  wurde  dann  die  gezeichnete  Curve  geschoben, 
dass  die  Verbindungsgerade  der  Einströmungspunkte  c  und  d  parall 
der  scharfen  Kante  des  gebildeten  Flttssigkeitskeiles  war  und  von  dies 
den  Abstand  200  mm  hatte. 

Durch  die  Flüssigkeit  wurde  nun  der  Strom  einer  Indnctionsmaschii 
geleitet,  welcher  genau  Über  c  ein-  und  über  d  austrat.  Eine  Paralla: 
war  unmöglich,  weil  man  das  in  dem  Glase  gespiegelte  Auge  ziemli 
scharf  wahrnehmen  konnte.  Mit  Hilfe  eines  Telephons  Hess  sich  ni 
genau  prüfen ,  ob  zwei  Punkte  der  gezeichneten  Curve  gleiches  Potent! 
hatten.  EjS  verschwand  das  Geräusch  im  Telephon  vollständig,  wenn  d 
vom  Telephon  kommenden  Drahtenden  genau  oberhalb  irgend  zwei 
Punkte  der  gezeichneten  Curve  in  die  Flüssigkeit  tauchten;  bei  ein 
kleinen  Abweichung  des  einen  Endes  von  der  Curve  stellte  sich  d 
Geräusch  sofort  ein. 

Da  die  benutzte  Glasplatte  gross  war  gegen  die  Dimensionen  d 
Curve,  so  kann  das  angestellte  Experiment  als  Bestätigung  der  Fom 
17  a)  gelten. 

Die  Berechnung  der  Strömungscurven  aus  4  a)  will  ich  nicht  a 
führen;  es  findet  sich,  dass  der  Ausdruck 

gleich  einer  Constanten  gesetzt  eine  Stromcurve  definirt.  Die  Gleicha 
zeigt  z.  B.,  dass  die  Verbindungsgerade  cd  keine  Stromcurve  ist;  c 
Elektricität,  welche  aus  c  in  der  Richtung  nach  d  ausströmt,  wählt  ein 
Weg  nach  d,  auf  welchem  der  Widerstand  kleiner  ist.  Die  Stromcar 
weicht  von  cd  ab  nach  der  Seite  der  Fläche  hin,  auf  welcher  die  Leitan| 
fähigkeit  zunimmt. 


VII. 

üeber  die  Auflösung  des  Doppelpunktes  einer  ebenen 

Conre  im  dreidimensionalen  Räume ,  und  ein  mit  dieser 

Cunre  zusammenhängendes  Problem  der  Mechanik. 

Von 

Dr.  V.  Schlegel 

in  Waren. 

Hierzu  Taf.  H  Fig.  3-8. 


Herr  Hoppe   hatte  vor  einiger  Zeit  durch  Rechnung  gezeigt,    dass 

eine,  einen  unauflöslichen  Knoten  enthaltende,  geschlossene  Raumcurve 

^areh  stetige  Aenderung    ihrer  Gestalt  in   eine  Kreislinie  transformirt, 

^80  von  diesem  Knoten  befreit  werden  könnte,  wenn  es  möglich  wäre, 

^^^  ZQ  diesem   Zwecke   in   das  vierdimensionale  Gebiet  hinaustreten   zu 

lassen.     Herr   Dur^ge    hat    nun   neuerdings   dieses   Verfahren   genauer 

^o^ersucht  (Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien,  ßd.  82,  Juni 

^880)   und   insofern   verbessert,    als   er  eine   Gestalt   der  Curve  angab, 

*^Iche  beim  Durchgang   durch  den  vierdimensionalen  Raum  geschlossen 

bleibt,  was   bei   dem   von   Herrn  Hoppe  gegebenen  Beispiel   nicht  der 

'*U  war. 

So  überzeugend  nun  auch  dieses  Verfahren  in  analytischer  Hinsicht 

^^i    so  dürfte   doch   das   selbst   in   den  Kreisen   der  Mathematiker   noch 

^^it  verbreitete  Misstrauen  gegen  Untersuchungen,   welche  uns  aus  dem 

^^kiete  des  Erfahrungsraumes  hinausführen,   auch  diesem  Resultate  sich 

^tgegenstellen.    Es  scheint  mir  allerdings  als  unzweifelhaft,  dass  der  der 

^^ten  Hälfte  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  vorbehaltene  Ausbau  der 

^^fdimensionalen   Geometrie,   zu   welchem  in  jährlich  wachsender  Zahl 

^^  BaoBteine   zusammengetragen  werden,   in  nicht  ferner  Zeit  alle  Vor- 

^^lieile  überwinden   wird,   und    dass  alsdann  der  Schritt,   mit  welchem 

'^  Mathematik  die  Jahrtausende  hindurch  als  unübersteiglich  angesehe- 

^^^  Schranken  des  Weltraumes  durchbrochen  hat,  als  eine  der  kühnsten 

^^ten   des  menschlichen  Geistes  wird  angesehen  werden.     Gegenwärtig 

^Qr,  wo  das^  Material  noch  höchst  zerstreut  und  lückenhaft  ist,   scheint 

^  mir  von  grosser  Wichtigkeit  zu  sein,  dem  wesentlichen  Mangel  abzu- 
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helfen,  dass  die  Resultate  solcher  yierdimensionalen  Untersuchungen  sich 
nicht  durch  Anschauung  controliren  lassen.  Hierzu  bietet  sich  aber  fol- 
gendes Mittel.  Jede  analytisch -geometrische  Untersuchung  lässt  sich  in 
analoger  Weise  in  Gebieten  von  verschiedener  Dimensionenzabl  durch- 
führen. Wird  also  das  Analogen  einer  vierdimensionalen  Untersuchung 
im  dreidimensionalen  Räume  durchgeführt,  so  kann  der  die  letztere  Rech- 
nung begleitende  geometrische  Vorgang  als  Bild  des  unserer  Anschauung 
entzogenen  entsprechenden  Vorganges  im  vierdimensionalen  Gebiete  be- 
trachtet werden;  und  ganz  ebenso,  wie  die  ebenen  Zeichnungen  räum- 
licher Gebilde  uns  als  Abbildungen  einen  Ersatz  für  die  Anschauung  der 
Gebilde  selbst  gewähren  können ,  so  können  auch  Raumconstructionen, 
als  Projection  vierdimensionaler  Gebilde  und  Vorgänge  betrachtet,  unse- 
rem Auge  als  Ersatz  für  jene  dienen.  Hierbei  findet  nur  der  Unterschied 
statt,  dass  im  ersten  Falle  unsere  Phantasie  dem  Auge,  welches  that- 
sächlich  nur  ein  ebenes  Bild  erfasst,  zu  Hilfe  kommt,  indem  sie  in  das 
vom  Auge  geschaute  ebene  Bild  die  Vorstellung  des  Räumlichen  hinein- 
trägt, während  im  zweiten  Falle  diese  Ergänzung  fehlt.  Dieser  Mangel 
ist  aber  kein  wesentlicher,  da  das  Urtheil  uns  ja  sagt,  als  was  wir  jene 
räumliche  Construction  anzusehen  haben. 

Ich  will  demnach  im  Folgenden  eine  mit  der  von  den  Herren  Hoppe 
und  Dur^ge  behandelten  analoge  Untersuchung  im  nächstniederen 
Gebiete  anstellen ,  um  von  dem  Verlaufe  einer  solchen  Fadentransforma- 
tion an  der  Hand  der  Rechnung  ein  (projicirtes)  Bild  zu  geben. 


1. 

Ein  im  Gebiete  der  Ebene  befindlicher  Linienzug  von  der  Gestalt 
einer  8  kann,  ohne  das  Gebiet  der  Ebene  zu  verlassen,  durch  Aendemng 
seiner  Gestalt  (etwa  mittelst  eines  Parameters)  den  vorhandenen  Doppel- 
punkt nicht  verlieren.  Ein  den  Linienzug  durchlaufender  variabler  Punkt 
passirt  den  Doppelpunkt  bei  jedem  Umlauf  stets  zweimal.  Das  Zeitinter- 
vall zwischen  beiden  Vorgängen  und  der  demselben  entsprechende  Bogen 
können  allerdings  verschwinden,  wenn  durch  Traneformation  die  eine 
Halbfläche  der  8  verschwindet;  aber  das  geometrische  Verschwinden  des 
Doppelpunktes  involvirt  für  unsere  Untersuchung  ebenso  das  Zustande- 
kommen eines  „ebenen  Knotens*',  wie  die  Zusammenzichung  der  Schlinge 
in  der  obenerwähnten  Raumcurve  das  Zustandekommen  eines  räumlichen 
Knotens.  Dies  wird  besonders  deutlich,  wenn  wir  als  genaues  Analogon 
zu  dem  körperlichen  Faden  einen  Flächenstreifen  betrachten.  (Fig.  3 
zeigt  denselben  in  der  ursprünglich  gedachten  Gestalt,  Fig.  4  zum  ««ebe* 
nen  Knoten**  zusammengezogen.)  Der  Doppelpunkt  verschwindet  nun 
aus  dem  Linienzuge  offenbar  sofort,  wenn  man  letzteren  in  eine  Banm- 
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csnre  transformirt.  Diese  letztere  kann  dann  in  eine  geschlossene  ebene 
Coire  ohne  Doppelpunkt  transformirt  und  in  die  Ebene  zurückversetzt 
werden,  wodurch  die  Aufgabe,  den  ebenen  Knoten  zu  entfernen,  gelöst  ist. 

Um  nun  diese  Transformationen  und  die  Curven  selbst  näher  zu 
bestimmen,  specialisiren  wir  die  Aufgabe,  wie  folgt:  Unter  Voraussetzung 
eines  dreiaxigen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  soll  eine  geschlossene 
Ranmeurve  gesucht  werden ,  deren  Projection  auf  die  X  Y-  Ebene  ein 
Kreis  ist,  während  ihre  Projection  auf  die  Ebene  der  XZ  eine  noch 
niher  zu  bestimmende  Curve  von  der  Gestalt  einer  8  ist.  Man  sieht 
onn  unmittelbar,  auf  welchem  Wege  die  letztere  Projectionscurve  durch 
Ausdehnung  in  die  Raumcurve,  und  dann  durch  Zusammenziehung  in 
den  Kreis  transformirt  werden  kann.  Dass  der  letztere  sich  in  einer 
andern  Ebene  befindet,  wie  die  gegebene  Curve,  ist  offenbar  unwesentlich. 

Die  für  diese  Transformation  geeignete  Curve  (deren  Ursprung  und 
Bedeutung,  um  den  Zusammenbang  nicht  zu  unterbrechen,  erst  nachher 
auseinandergesetzt  werden  soll)  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

1)  p*z«  +  4r«a?«((r«-^«)  r=  0  (s.  Fig.  5). 
Ist  femer 

2)  a?«  +  y«  =  P« 

die  Gleichung  des  Kreises,  in  welchen  dieselbe  verwandelt  werden  soll, 
so  bestimmen  die  Gleichungen  1)  und  2)  die  Raumcurve  als  Durchschnitt 
zweier  cylindrischer  Flächen.  Durch  Elimination  von  x^  zwischen  1)  und 
2)  erhält  man 

3)  ^*z«  +  4r«y»(y«-^«)  =  0. 

Hiemach  giebt  die  Raumcurve  auf  der  ?'Z- Ebene  dieselbe  Projec- 
tion, wie  auf  der  ZZ- Ebene. 

Noch  einfacher  wird  die  Bestimmung  dieser  Curve,  wenn  man  das 
-^J^-System  durch  Drehung  um  den  Winkel  a  transformirt,  so  dass 

x  =  iCj  cos  et  —y^sinoL^     y  =  x^  sin  «  -|-  y^  cos  er , 

und  dann  er  =  45®  annimmt,  so  dass 

Durch  diese  Substitutionen  bleibt  die  Form  der  Gleichung  2)  ungeändert, 
^ttrend  3)  übergeht  in 

'~*.  mit  Benntsang  von  2): 

«V  indem  man  y,*  mittelst  2)  eliminirt: 

t»Q*  =  r«(4x,«  +  (i*-  4  Vp*). 
"otth  QuadiatwarzelaassiehaDg  erhält  man  endlich 
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4)  2p*  =  '-(2x,«--^«). 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  der  Z-Axe  parallel  ist.     Elimi^- 
nirt  man  hieraus  wieder  3\^  mittelst  2),  so  folgt: 

5)  -ip«  =  r(2y,»-(,»), 

die  Gleichung  einer  mit  der  ersten  congruenten  Parabel,  deren  Axe  »1>^^ 
die  entgegengesetzte  Richtung  hat. 

Aus  dem  Zerfallen  der  gegebenen  Gleichung  vierten  Grades  in  cv^^ 
identische  Gleichungen  folgt,  dass  die  Projectiouen  unserer  Raumca«"'^ 
auf  die  Ebenen  der  Ä\Z  und  }\Z  aus  je  zwei  sich  deckenden  Parak^^' 
bogen  bestehen. 

Hiernach  ist  unsere  Raumcurve  nichts  Anderes,  als  die  Schnitten v 
zweier  parabolischer  Cylinder,*  deren  Scheitellinien  der  Ä\-  und  J^j-A. 
parallel   sind   und    die  Z-Axe   in    den  Abständen   +r  und  —  r  vom  A 
fangspunkte  schneiden.     [Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  folgen  nSmlic 
für  a:^  =  y^  =  0  die  Werthe  c  =  +"  r.]     Die  Scheitellinie  jedes  der  beide 
Cylinder  schneidet  die  Flache  des  andern  in  denjenigen  beiden  Pankteiv 
der  Raumcurve,    welche   von    der  A'^F^- Ebene   am   weitesten  (nach  oben 
oder  nach  unten)  entfernt  sind.    Während  also  die  Constante  q  als  Radius 
des    durch   die  Raumcurve  gehenden  gemeinen  Cylinders  die  Weite  der- 
selben angiebt,  misst  die  Constante  r  die  Erhebung  der  Curve  über  die 
Ebene  Ä^  Fj . 

2. 

Dm  nun  schliesslich  die  Entstehung  und  Bedeutung  der  Cnrve  1) 
klarzulegen,  betrachten  wir  die  mechanische  Aufgabe:  Welche  Carve 
beschreibt  ein  Punkt  .V  in  einer  Ebene ,  wenn  seine  Projectiouen  auf  den 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  hin-  und  herschwingen,  und  die 
schwingende  Bewegung  durch  dasselbe  Gesetz,  wie  die  des  Mittelpunk- 
tes einer  schwingenden  Saite,  bestimmt  ist? 

Es  ist  bekanntlich  sehr  leicht,  solche  Cnrven  aus  einzelnen  ihrer 
Punkte  herzustellen.  Sind  2r  und  2^  die  auf  den  Schenkeln  des  rech- 
ten  Winkels  vom  Scheitel  aus  abgetragenen  Strecken ,  auf  welchen  die 
Projectiouen  des  Punktes  X  sich  hin  und  her  bewogen  (Fig.  5),  so  be- 
schreibt man  über  beiden  Strecken  als  Durchmessern  nach  aussen  Halb- 
kreise, theilt  dieselben  in  m,  resp.  n  gleiche  Theile,  zieht  durch  die 
Thcilpunkte  jedes  Halbkreises  Parallelen  zu  dem  Durchmesser  des  an- 
dern, und  erhält  so  zwischen  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  ein 
Netz  von  Rechtecken.  Die  Curve  geht  dann,  von  einem  beliebigen 
Schnittpunkte  auf  einem  der  Durchmesser  ausgehend,  jedesmal  nach  der 
gegenüberliegenden  Ecke  eines  Rechtecks,  geht  dann  stets  in  das  Scheitel- 
rechteck ,  und  nur  am  Rande  des  Netzes  in  das  Nebenrechteck  über.    Die 

*  S  l«^ig.  6,  wu  die  Ebene  des  Papieres  als  A^^- Ebene  angesehen  werden 
kann  und  der  verdeckt  liegende  Theil  der  Curve  punktirt  gezeichnet  ist 
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Corve  bricht  ab,  wenn  sie  eine  Ecke  des  Netzes  erreicht  oder  davon 
ausgeht;  andernfalls  ist  sie  geschlossen.  Die  obengenannten  Zahlen  m 
und  n  geben  die  Zeiten  an,  in  denen  die  beiden  Projectionspunkte  halbe 
Schwingangen  vollenden. 

Die  analytische  Behandlung  der  Aufgabe  mag  hier  in  aller  Kürze 
ausgeführt  werden.  Wählt  man  die  Halbirungslinie  der  mit  q  und  r 
beschriebenen  Halbkreise  resp.  als  Ä-  und  J^-Axe,  so  sind  die  Gleich- 
QDgen  der  ganzen  Kreise: 

(x  -.  r)2  +  y«  =  q\     (y  -  qY  +  x^  =  r\ 

Nun  weiss  man,  dass,  wenn  ein  Punkt  mit  gleichmässiger  Geschwin- 
digkeit auf  der  Peripherie  eines  Halbkreises  sich  bewegt,  die  Geschwin- 
digkeit seiner  Projection  auf  dem  Durchmesser  in  jedem  Orte  der  Länge 
der  Projectionslinie  proportional  ist.  Demnach  werden  die  Bewegungs- 
compouenten  des  Punktes  X  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

dx  dy 

oder 

dx  ,  dy 

cdt  =  —  ,      c^dt=-= 


«ieraus  erhält  man  durch  Integration 

ct'\'C=  arc  sin  —  ,     c,  ( -}-  c',  =  am  sin  — . 

r  '  *  Q 

^^«"ch  Elimination   von   /   zwischen    diesen  Gleichungen    erhält   man    die 

^"gemeine  Gleichung  der  Curve: 

r,  arc stn c  arc stn  —  =c^c  —  cc  .. 

r  (»  ' 

Dm  die  Constanteu  zu  bestimmen,  betrachten  wir  die  componirenden 

^"Wegungen    der    Projectionspunkte    gesondert.      In    derselben    Zeit    m, 

^*che   der   eine  Punkt   gebraucht,    um    den  Durchmesser   2r   zu  durch- 

^^fen,  beschreibt  der  Punkt  auf  der  Peripherie  den  Halbkreis  m.    Die 

^^stante  Geschwindigkeit   des   letzteren  ist  also    — .     Die  Geschwindig- 

^H  des   ersteren  hat  ihr  Maximum  im  Mittelpunkte  und  ist  dort  einer- 
^*t«  gleich   er  (nach  dem  zu  Grunde  liegenden  Bewegungsgesetz),    an- 
drerseits  ebenso   gross,   wie  die  in  diesem  Augenblicke  gleichgerichtete 

^^•chwindigkeit  —    des  Peripheriepunktes.     Es  ist  also 


n 


^*^d  entsprechend 


m' 


7C 


*       n 


^^un  n  die  Zeit  ist,   in  welcher  der  zweite  Punkt  den  Durchmesser  2q 
^^rchlÄuft.     Hieraus  folgt: 
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•■^•s,^  ^ 


n 


C|        m 


und  nun  geht  die  Curvengleichung  Über  in 

.    X       n  .    y        .      n    , 

arc  stn arc  stn  —  ^c c , , 

r       m  Q  m    * 

Wenn  wir  femer  die  Zeit  von  dem  Augenblicke  an  zählen ,  wo  der 
zweite  Punkt  den  Mittelpunkt  des  Kreises  q  erreicht  hat,  so  ist  gleicb* 

zeitig  /  =  0  und  y  =  0;  also  folgt  aus  der  Gleichung  CjZ  +  c'j  =  arcfiii — • 

c\  =  arcsinO  =  2xn 
oder,  da  die  Bewegung  erst  beginnt,  und  daher  x  =  0  zu  setzen  ist: 

c\  =  0. 

Ist    ferner   {    der  Werth,    den   x  für  f  =  0   hat,    so   folgt  aus  d^  ^ 

,  X 

Gleichung  ct'-\-c  =^  arc  sin  — : 

c=  arc  sin  — . 

r 

Durch   Substitution    dieser  Werthe    von    c    und    c\  erhält  die  Curven- 
gleichung  die  definitive  Form 

/  ,    X       n  ,    y  .1 

arc  sin arc  stn  —  =  arc  stn  — 

r        tn  Q  r 

oder 

aresin  (  ~  '^r^  —  x^ l/r*  —  §*  )  =  —  aresin  — . 

\r*  r*  /       m  q 

um   nunmehr   die  Gleichung  von   den  Arcusfunctionen   zu  befreien, 
setzen  wir  zur  Abkürzung 


r  r  g 

wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 

m  aresin  f:=  n  aresin q>. 
Wird  ferner  gesetzt 

arc  sinf=u^     arc  sin  qp  =  p,  * 
also 


*  Die  Bedcatang  der  Winkel  u  und  v  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrach- 
tung: Zunächst  ist  y  =  Qq>  -  q  sinVy  also  atnt7  =  ~.  Setzt  man  ferner  in  dem  Aus- 
drucke für  f  die  Grösse  ^  =  r.C08Xj  so  erhält  man 

cos  A,  7/—«        ^       X     ,    ^ 

/r*— x* si7il  =  8inu 

r  r 

oder 


Mithin  ist 


cosXj/i'-(^^  -sinX.— =  sm[(u4-X)-A]. 


j^cosiu-^xy    (Vergl.  Fig.  7.) 
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sin  u=^  fy     sin  c  =  g) , 

10  gebt  die  Gleichung  über  in 

17111  =  n  9. 
.     Hieraus  folgt: 

cos  (m  u)  =  cos  {n  v) , 
oder  entwickelt: 

cos'^u  —  m'*  cos"*'~^u  sin^u  -{•m'^  cos^~*u  sin^u  —  ... 

=  cos^  V  —  w*  cos*—^  V  sin^v  +  n'^  cos^~^  v  sin^v  —  ... 

Es  Bind  jetzt   zwei  Fälle  zu  unterscheiden,     ist  das  Verhältniss    — 

inrntionalj  so  bleibt  die  Gleichung  offenbar  transcendent,  und  dasselbe 
&\t  von  der  durch  sie  dargestellten  Cnrve,  welche  in  endlosen  Win- 
dungen den  rechteckigen  Raum  des  Netzes  ausfüllt.     Ist  das  Verhftltniss 

m 

^     rational,   so  kann  raan  m  und  n  als  ganze,   und  sogar  als  gerade 

Zahlen  ansehen,  da  man  andernfalls  den  Bruch  —  nur  mit  2  zu  erwei- 

n 

idvxi  hat.     Setzen  wir  hiernach  in  der  letzten  Gleichung  2m  für  m,  und 

2^    für  «,  so  folgt: 

COS^'^U  —  (2m)*COS^*''"^M5I/l*W  +  (2m)**C0S^'"~*M  5f«*M  —  ... 

=  co«'"r  —  (2/i)**  cos^""^ V  sin^v  +  (2n)'* cos'^"'~*v  sin^v  —  ... 

o4er,  wenn  man  .  ,         _,  .  «  , 

stfru  =  /^,  stn^v  =  g)*, 

.  cos^u  =  1  —  /**      cos^  t;  =  1  —  qp* 

benutzt:  ^ 

(1  -_/•«)«  _  (2m)-2(l  -  f^)fn'-\ft  +  (2m)  ^(1  ^f^)^-^f*  - . . . 

=  (1  -  g,«)«  -  (2«)«  (1  -  g,«)«-i  q>«  +  (2m)*(1  -  <>;V""^  9>*- •  •  • 
Da  /*  und  9>  algebraische  Functionen  von  x  und  ^,  m  und  /i  ganze  posi- 
tive Zahlen  sind,  so  ist  hierdurch  der  algebraische  Charakter  der  letzten 
Gleichung  und  der  durch  sie  dargestellten  Curven  festgestellt« 

Der  Grad  der  in  x  und  y  ausgedrückten  Gleichung  ist  abhängig  von 
der  Zahl  der  Potenzirungen,  welche  zur  Entfernung  der  in  f  auftreten- 
den Irrationalität  "/r^  —  x^  erforderlich  sind. 

Was  nun  die  speciellen  Fälle  betrifft,  so  kann  man  in  erster  Linie 

Ober  das  Verhältniss    —  ,    in   zweiter   Über   den  Werth   ^  verfügen.     Die 

einfachsten  Fälle  sind  folgende: 

Erster  Fall:    —  =  1. 

m 
Form  der  Gleichung: 

r^y^  +  2Q}/?^i^xy  +  p«a:«=  pH*. 
Die  Cnrve  ist  also  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  den  Coordinaten- 
anfang    fällt.     Für    £  =  r   fallen    die  Azen  der  E^is«««a  mit  denen  des 
Systems    zusammen.      Für    |  =  rs=3p    er)»^  '^ 

Kreises,  und  für  |»0  die  eine«* 
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Zweiter  Fall:    -  =  2. 

w 

Die  Gleichirng  der  Curve  wird 

und  ist  daher  in  Bezug  auf  y  vom  achten  Grade. 
Für  I  =  r  erhält  man 

oder 

daher  durch  Radicining 

^        2       -  2r- 

Die  Gleichung  stellt  also  in  diesem  Falle  eine  doppelte  Parabel  dar. 
Für  1  =  0  endlich  erhSlt  man 

Q*x^=  4r*y*p*  —  4r*y* 
oder 

p*a;«  +  4rV(y*-^*)  =  0, 

welches  die  Gleichung  unserer  oben  betrachteten ,  die  Form  einer  8  zeigen- 
den  Projectionscurvc  ist.  Diese  Curve  wird  also  von  einem  Punkte 
beschrieben,  dessen  Projection  auf  der  Strecke  2r  doppelt  so  schnell 
schwingt,  als  diejenige  auf  2 9,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  erste 
Bewegung  erst  beginnt,  wenn  von  der  zweiten  bereits  eine  Achtelschwing- 
ung vorüber  ist.* 

Beachtenswerth   ist   noch   ein   specieller  Fall   dieser  Curve   (Fig.  5). 

Setzen  wir 

p  =  2r  =  2« 

und  vertauschen  die  beiden  Axen,  so  geht  die  letzte  Gleichung  Über  in 

4n«x*-16fl*a:2  +  16y«a*  =  0 

oder  wenn  man  mittelst  der  Formeln 

x^r  cos 0 ,     y  =  r 5ifi 0 

zu  Polarcoordinaten  übergeht: 

r*  cos^  {^  -  4  a«  r«  cos^  0  +  4  « V«  sin^  ^  =  0 , 
oder 

r^  cos*^  =  4ö*cos2^, 
oder 

-^€08^^==  -j-  a  j/cos 2 ^. 


*  Kleubo,  wie  die  für  J  =  0  erhaltene  Gleichung  mit  der  Gleichung  1)  dee 
ersten  Abschnitten,  so  bÜmmt  auch   die  für  J  — r  erhaltene  Parabelgleichung  mit 
der  dort  unter  4)  stebenden  überein.    Der  Grund  liegt  darin,  dass  durch  die  Trans- 
formation, welche  1)  in  4)  verwandelte,  die  mit  £  identische  Abscisse  des  Doppel- 
Punktes  von  0  in  r  üfbergeht. 
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Ist  nan  (Fig.  8)  0  der  Pol,  OX  die  Axe  des  Systems,  P  ein  Punkt 
der  Canref  Q  die  Hitte  des  Radios  vector  OP^  und  sind  P^  nnd  Q^  die 
Projectionen  der  Pnnkte  P  und  Q  auf  die  Axe,  und  /\  ^°<^  0%  ^i^  P'o* 
jectionen  der  Punkte  P^  und  Q^  auf  den  Radius  vector,  so  ist 

daher 


0  08  =  0  0  cos^d  =  jr  ros^  ». 


Setsen  wir  nun 


;• 


-cos»d  =  ri, 


Bo  geht  die  Gleichung  unserer  Curve  tiher  in 

Tj  s=  +  a  ycos  2  9. 

Dim  ist  aher  die  Polargleichung  einer  Lemniscate  mit  der  Axe  a,  und 
Q^  ist  ein  Punkt  dieser  Curve.  Da  ferner  P^  aus  P  durch  dieselbe  Con- 
atmction  hervorgeht,  wie  Q^  aus  0,  so  ist  auch  P^  ein  Punkt  einer  Lem- 
niscate mit  der  Axe  2i?.  Nennt  man  zur  Abkürzung  P2  die  zweite 
Projection  von  P,  so  kann  man  das  letzte  Resultat  in  dem  Satze  aus- 
sprechen : 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  der  in  Rede  stehenden  Pro- 
jaetionscurve,  so  beschreibt  seine  zweite  Projection  (auf 
dem  Radius  vector)  eine  Lemniscate  mit  gleicher  Ate, 

Eisige  andere  verhftitnissmässig  einfache  Specialfälle  der  allgemeinen 
Oleichung  sind  folgende: 


Gleichung. 


•- M.tt     »  --.C 


8 
I 

4 


r 
2^ 


y^'iQ^y-  iV~^  =  « 


t'b-^^ 


Wir   wollen   schliesslich    noch   untersuchen ,   unter  welchen    Beding- 
QDgen   die  allgemeine  Gleichung 


arcstn 


( 


l^r«— .T«— aj/r«-S* 


arc  sin  — 


eine  offene,  und  wann  eine  geschlossene  Curve  reprtfsentirt.  Da  ein  die 
Carve  beschreibender  Punkt  nur  dann  zur  Umkehr  gezwungen  wird, 
wenn  er  \p  eine  Ecke  des  Netzes  kommt,  so  muss  die  Gleichung  einet 
offenen  Curve  jeden/aJ]«  durch  die  Werthe 

HtHMttrin  t  Mmth^mmtik  a.  Pbf§tk  XXVni^  '2.  % 
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^  =  ±  '■>     i^  =  ±  P 
erfüllt   werden.      Durch   Substitution    dieser  Wertbe  in   obige   Gleichung 
erhalten  wir  die  Bedingungsgleichung 


arc 
oder 


►der 


S=  +r  (05  ("^(2// +  1)^1, 


worin  p  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Diese  Bedingung  ist  in  besonders  einfacher  Weise  dann  erfflllt, 
wenn  m  ungerade  und  ausserdem  entweder  n  gerade  und  £e=r,  oder 
n  ungerade  und  |  =  0  ist.  Man  kann  nämlich  alsdann  stets  p  so  wlhlen, 
dass  2p +  1  gegen  den  ungeraden  Nenner  m  sich  hebt,  worauf  cosnn 
bei  geradem  n  gleich  1,  bei  ungeradem  gleich  0  ist.     Hierher  gehört  auch 

der  Fall,  dass   —   eine  ganze  Zahl,  also  ^/l  =  1  ist. 

tn 
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IX.   Znr  Theorie  der  Krümmimg  ebener  Cnrven. 

13ie  gebräuchliche  Formel  für  den  Krümmungsbalbmesser  q  einer 
ebenen,  auf  ein  System  vod  Parallelcoordinaten  (x^y)  bezogenen  Cnrve 
gebt     durch   eine   einfache  Umformnng*   in    die  bemerkenswerthe  Formel 

1       dsint  dcosz 

Q  dx  dy 

fiber,    in  welcher  r  den  Winkel  zwischen  Tangente  und  or-Axe  bedeutet. 
Ks    Iftsst  sich   nun  leicht  zeigen,    dass  man  auch  bei  Voraussetzung 

^on   Polarcoordinaten  r,  6  die  Krümmung  —  in  analoger  Weise,  als  Dif< 

ferentialqnotient  darstellen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  ersetzt  man  in  der  gebräuchlichen  Formel 

dr 

r'=  -r-^  durch  die  rechte  Seite  der  bekannten  Gleichung 
d  ff 

in   welcher  ^  den  Winkel  zwischen  Radius  vector  und  Normale  bedeutet. 
Man  erhält  dann  zunächst 

r  ,  rf^ 

-  =co5t^H-co*t/;— -, 

Q  df9 

und   eetzt  man  hierin  nach  Gleichung  2) 

dt\f        d  cos  \b 

ao   folgt 

r       d(r.  cos  ^) 

(f  df 

oder,  wenn  man  mit  q  die  Grösse  r'  bezeichnet, 

1  ^^d{r.cos^) 

o  dt/ 

Es   iat  mithin  die  Krümmung  dargestellt  als  doppelter  Differentialquotient 
der   Projection  de^  Radius  voctor  auf  die  Richtung  des  Krümmungsradius. 


O.  Schlömilch,  Vebungabuch  zatn  Studium  d.  höh.  An.    .V  K\A.    ^.1^. 
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Formel  3)  kann  man  wie  Formel  1)  mit  Vortheil  znr  Lösung  vieler,  die 
Krümmung  ebener  Curven  betreffender  Aufgaben  ans  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  verwenden,  von  denen  hier  nnr  zwei  bisher  noch 
nicht  allgemein  gelöste  kurz  behandelt  werden  sollen. 

I.  Bezeichnet  man   die  Projection    des  Radius  vector   auf  die  Nor- 
male mit  p^  80  dass 

4)  p^   , 

so  erhält  man «  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Curven  handelt, 
für  welche  alleemein  ,   . 

die  Polargleichungen  der  gesuchten  Curven  nach  3)  und  4)  in  folgender 
Gestalt : 

II.  Wenn    es   sich    ferner   um   die   Bestimmung  derjenigen    ebenen 

Curven    handelt,    bei    welchen    der   Krümmungshalbmesser    p    eine    vor^ 

geschriebene  Function  der  Polarnormale  ti  ist,  so  hat  man  die  Gleichung 

3)  zunllchst  etwas  umzuformen. 

Es  ist  nttmlich  « 

r* 

5)  ö  =  r  ros  i^  =  — 

also  nach  3) 

^,  1        2        r    du 

Q        n       tr  dr 

Ist  demnach  q  =  f{n)  die  vorgeschriebene  Beziehung  zwischen  p  und  n, 
so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  4),  5),  6)  die  erforderlichen 
beiden  Integrationen  leicht  allgemein  durchführen  und  ergeben  als  die 
Polargleichungen  der  gesuchten  Curven 

J  ,>(^2f{„]- „)y „■■'-, ^^        '  J  "iinn)-")^        *' 

wo  mit  Ir  der  natürliclif*   Logarithmus  von   r  bezeichnet  ist, 

Ajaccio.  0.  Zimmermann. 


X.   üeber  Ronletten  und  Polbahnen  ebener  kinematischer  Systeme. 

§  1.     Den    nachstehenden    Betrachtungen    sind    folgende   elementare 
Sätze  der  kinematischen   Geometrie  zu  Grunde  gelegt. 

1.  In  jedem  Augenblicke  drr  Bewegung  eines  ebenen  geometrischen 
Gebildes  in  seiner  Ebene  (J'  findet  eine  Drehung  desselben  um  einen 
veränderlichen  Punkt  der  Kbene  —  den  Pol  der  Bewegung  oder  d 
Mompntnncf^nirum   —  statt  (Satz  von   Bernoulli). 
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2.  Jeder  Pankt  des  geometrischen  Gebildes  beschreibt  eine  Carve 
— '  Roulette  — ;  die  Verbindungslinie  des  beschreibenden  Punktes  mit 
dem  Pol  steht  dabei  senkrecht  auf  der  Bewegungsrichtung  des  Punktes 
oder  der  Tangente  an  die  Roulette.  Jede  Carve  (resp.  Gerade)  des  geo- 
metrischen Gebildes  umhüllt  eine  andere  Curve;  die  Verbindungslinie 
des  Berührnngspunktes  der  beiden  Uüllcurven  mit  dem  Pol  steht  dabei 
seDkrecht  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Htillcurven. 

3.  Der  augenblickliche  Berührungspunkt  zweier  Hüllcurven  hat  eine 
TeräDderliche   Lage   sowohl   in    der   festen    Ebene  (S',   als   auch   in   einer 
Ebene  @,    die   mit   dem   geometrischen   Gebilde   fest  verbunden   ist   und 
sieh    mit   demselben   auf  der   ersteren  Ebene  bewegt.     Die  Geschwindig- 
keit,   welche   er   in  der  Ebene  6  hat,   nennt   man  seine   relative  Ge- 
schwindigkeit,   diejenige,    welche  er  mit  dem  zusammenfallenden  be- 
aebreibeiiden  Punkte   von  6   gemein    hat,   seine  Führungsgeschwin- 
digkeit, und  diejenige,  welche  er  in  der  Ebene  @'  hat,  seine  absolute 
Geschwindigkeit.     Die   absolute  Geschwindigkeit   eines  sol- 
cben  Punktes  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  aus  seiner 
relativen  und  seiner  Führungsgeschwindigkeit.     Ein  beschrei- 
bender Punkt  A  der  beweglichen   Ebene  @  hat  keine  relative  Geschwin- 
digkeit,   seine   Führungsgeschwindigkeit   ist   gleich   seiner   absoluten  Ge- 
schwindigkeit.     Der    Pol    der    Bewegung    hat    keine    Führungs- 
gesc  bwindigkeit,   seine    relative  Geschwindigkeit   ist   gleich 
seiner  absoluten. 

4.  Die  Curve,  welche  der  Pol  in  der  festen  Ebene  @'  beschreibt, 
nennt  man  die  Polbahn,  diejenige,  welche  er  in  der  beweglichen  Ebene 
(S     beschreibt,    die    Polcurve.      Da    die    relative   Geschwindigkeit    des 

Pole»    gleich   seiner  absoluten   (—^=  —  1    ist,    so   rollt   die  Polcurve 

aaf     der   Polbahn    (sie    überträgt  jedes   ihrer   Bogenelemente   auf  ein 
gleich  grosses  Bogenelement  der  Polbahn). 

5.  Princip  der  Umkehrung.  Denkt  man  sich  dem  System  der 
arsprÜDglicb  als  fest  angenommenen  Ebene  6'  und  der  auf  ihr  in  Be- 
wegung befindlichen  Ebene  6  eine  Bewegung  derart  ertheilt,  dass  (S  zum 
Stillstand  gebracht  wird,  so  führt  6'  eine  Bewegung  gegen  6  ans.  Jede 
Corve  in  ($',  die  bei  der  früheren  Bewegung  als  Roulette  beschrieben 
worden  ist,  gleitet  jetzt  durch  einen  festen  Punkt  von  @.  Jede  Curve 
in  6\  die  vorher  von  einer  Curve  in  (f  umhüllt  worden  ist,  umhüllt  jetzt 
umgekehrt  diese  Curve.  Polbahn  und  Polcurve  vertauschen  ebenfalls 
ihre  Bollen,  sind  also  in  ihrer  kinematischen  Bedeutung  nicht  von  ein- 
ander unterschieden  und  werden  daher  auch  mit  dem  gemeinsamen  Namen 
der   Polbahnen  bezeichnet. 
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§  2.  Die  Aronhold'Bohen  Gleichungen  der  Polbahnen.*  Ein  Pai 
A  der  Ebene  (S,  <lie  Bich  niif  der  festen  Ebene  6'  bewegt,  beBchreibe 
der  letzteren  eine  gewisse  Roulette,  während  S  sieb  am  A  mit  rerftod 
lieber  Winkelgeschwindigkeit  drebe.  Ist  für  jede  Lage  von  A  der  Win 
{>  gegeben,  den  eine  darcb  A  gezogene  Gerade  L  der  Ebene  6  mit  < 
A'-Aze  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  in  €'  bildet,  to  iat 
Bewegung  von  @  dadurch  vollständig  bestimmt.  Die  Roulette  von  A 
durch  die  Gleichungen 

definirt.  Nach  einer  gewissen  Zeit  t  habe  A  die  Coordinaten  x  und 
die  Tangentialgeschwindigkeit  r,  deren  Richtung  mit  der  Ä-Axe  < 
Winkel  r  bilde  und  die  Winkelgeschwindigkeit  o  um  den  Pol  $.   Dann 

(ij 
V         fit         t/s 

dt 
wenn  mit  ds  das  Bogeneleroent  der  Roulette  von  A  bezeichnet  wird,   i 
es  sind  die  Coordinaten  von  $ 

oder 

Durch  Elimination  von  O  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 
Gleichung  der  Pol  bahn.     Es  sei  nun  ferner  die  Polcurve  auf  das  r^ 
winklige  Coordinatensystem  in  6  bezogen,  dessen  Anfangspunkt   A 
dessen  A'-Aze   die  Gerade  L  ist.     Für   den  Winkel  (p,    den  S^A  =  r 
der   F-Aze  dieses  Coordinatensystems  bildet,  folgt  alsdann 

und   für  die  Coordinaten  von  ^  in  Bezug  auf  dieses  System 

X  r=  r  sin  (jr=  r  vosx  sin  0  —  r  sin  x  cos  ^, 
K =-r  cos  q>  =  r  cos  x  cos  O  +  r  sin  x  sin  ^ 


oder 


b) 


(ix  du 

^  =-  —  51«^  -  —  cose  =■--  f\(^)  sin9  -  A ,(^)  cosd, 

y==y^  cos^  +  j^  sin O  =  f\  (0)  CO*  0  +  f\  W  sin 9. 


Durch  Elimination  von  ^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 
Gleichung  der  Polcurve. 


*  Veröffentlicht  in  der  Abhandlung  des  Unterzeichneten:  ,,Ueber  Roulo 
und  Polbahnen  ebener  kinematischer  Systeme*'  im  Programm  der  kgl.  Qew0 
schule  zu  Elberfeld,  Ostern  1882.  Zahlreichere  Anwendungen  resp.  Bewego: 
aufgaben  siehe  ebendaselbat. 
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Die  Roulette  eines  beliebigen  Panktes  P^  der  in  Bezog  auf  dat^  Co* 
ordinateDaystem  in  (S  die  Coordiuaten  -f '  und  +'>  bat,  iMsst  sieb  dnrch 
diejenige  des  Punktes  Ä  aus  den  Gleicbungen 

bestimmen.     Die   Curven,    welcbe   von   den    zu  L   parallelen    resp.  senk- 
rechten Geraden  der  Ebene  (S  nmhttUt  werden,  lassen  sieb  ebenfalls  dnrcb 
die  Roulette  des  Punktes  A  bestimmen.     Der  augenblickliebe  Berübrungs- 
pankt  einer  Geraden   ^, ,    die  in    der  Entfernung  +'>  zu  L  parallel  ist, 
mit    ibrer  Enveloppe   ist  nach  Satz  2)  der  Fusspunkt  des  von  $  auf  L^ 
gefüllten  Lothes.     Hat  dieser  Fusspunkt  in  Bezug  auf  das  Coordinaten- 
ajrstem   in  6'  die  Coordiuaten   x\  y\   dann  ergiebt  sich,   da   seine  Co- 
ordiuaten in  (S  b'ez.  X  und  n  sind, 

-^     =  X  '\-  X  cos  ^  —  «  5f«  O  =^  a'  +  -—  sin  0  cos  ^ cos^  ^  —  w  sin  0, 


*>• 


d  üc  d  u 

//'    =  y  +  X  sin  0  +  /*  cos  0  =  y  +  — -  sin*  0  —  -r  *'"  ^  ^^^^  ^  -f  "  ^'os  O, 

^oria^us  durch  Elimination  von  o:,  y  und  O  die  Gleichung  der  Enveloppe 
^"^Ig^^.  Entsprechend  ergeben  sich  für  die  Enveloppe  einer  Geraden  Z,, 
**'«     in  der  Entfernung  +'"  von  A  zn  L  senkrecht  steht,  die  Gleichungen 


'  ^» 


*        =^  a: — F«>i^  +  mco*d  =  a: —sin^cos^ —  5i>i*^  +mro*^, 

dO  d^  ^ 

y        ^ y  +  y cos 9  +  m  sin9  =  y -] cos^d^  -j-  -^sin^cosd  +  m  sin 9, 

d^  o-ö" 

Die    Gleichungen    für   die   Euveloppen    der   Coordinatetiaxen    in    C^ 
''^Hlt  man    ans   den    obigen  Gleichungen,    indem    man    n   resp.  m  gleich 

^,  §  3.    Die  Polbahn  sei  eine  Gerade  (X-Axe  des  Coordinaiensystems  in 

)  >     die  Polourve  sei  durch  die  Gleichung  F{X,  Y) «  0  (auf  das  Coordinaten- 


im  in  d  bezogen)  gegeben.     Für  diesen  Fall  lässt  sich  aus  den  Gieich- 
^%«n  a)  und  b)  eine  einfache  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
^t^g  ableiten.     Ist  nämlich  die  Gleichung  der  Polbahn  F'=0,  so  erhält 
^t^  aus  a)  für  die  Roulette  des  Punktes  A 


^^d  aus  b) 


dx 
^  d^ 


du  du 

X  r=  ^y  tin^^  —^cos^^      y^^ycos9-\-^sin^^ 

dv  d\T 


^Uo  durch  Differentiation 


d^y  dX  dV 


ä^  '  -^  cos^d^     sin^d^' 
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dass  diese  letztere  fortwähreDd  TaDgente  der  Cnrve  ist,  so  dreht  sich 
die  Canre  am  ihren  KrUmmnngsmittelpnnkt.  Dieser  ist  daher  der  Pol 
der  Bewegung.  Da  er  stets  anf  demselben  Lothe  zn  L  liegt,  so  ist  die 
Polbahn  eine  Gerade  (senkrecht  zu  Z.).  Die  Polcnrve  wird  durch  Dm- 
kehrung  der  Bewegung  erhalten.  Alsdann  gleitet  der  Punkt  A  auf  der 
gegebenen  Curve  so,  dass  die  durch  ihn  gezogene  Gerade  L  fortwährend 
Tangente  an  diese  Curve  ist.  Da  sich  hierbei  L  fortwährend  um  den 
Krümmungsroittelpunkt  der  gegebenen  Curve  dreht,  so  ist  letzterer  der 
Pol  und  die  Evolute  der  Curve  die  Polbahn  dieser  inversen,  also  die 
Polcurve  der  ursprünglichen  Bewegung.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Rollt  die 'Evolute  einer  Curve  auf  einer  Geraden,  so  gleitet  die 
Curve  selbst  derart  durch  einen  festen  Punkt  dieser  Geraden,  dass 
sie  stets  von  derselben  durch  diesen  Punkt  gezogenen  (und  zur  erete- 
ren  Geraden  senkrechten)  Geraden  berührt  wird.  —  Oder  mit  anderen 
Worten:  Rollt  eine  Curve  auf  einer  Geraden,  so  gleitet  jede  ihrer 
Evolventen  derart  durch  einen  festen  Punkt  dieser  Geraden,  dass  aie 
stets  von  derselben  durch  diesen  Punkt  gezogenen  (und  zur  ersteren 
Geraden  senkrechten)  Geraden  berührt  wird. 

§  4.  Die  Roulette  eines  Punktes  A  sei  eine  G^erade  L  (X-Aze  des 
Coordinatensystems  in  (^);  die  Polbahn  sei  durch  die  Gleichung  F{X\  Y')^0 
gegeben.     Da  $^  senkrecht  auf  L  steht,  so  ist 

Nun  ist  y'=  r  gleichzeitig  der  Radius  vector  der  Polcurve  und  O  gleich 
dem  Winkel  dieses  Radius  vector  mit  der  I'-Axe  des  Coordinatensjatems 
in  6*  Eliminirt  man  daher  Ä'  aus  der  Gleichung  ftlr  F'=  r  and  der- 
jenigen für  die  Polbahn,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Polcunre  in 
Polarcoordinaten. 

Beispiel.     Die    Polbahn    sei   eine  Cykloide  (und  ein  Punkt  A 
bewege  sich  auf  der  Basis  derselben). 

Gleichungen  der  Polhahn :    1  ^! "  '^  ^T  "  *'"  ^^ ' 

daher  ist 

r/A!"=a(l—  cosfp)dq> 
und 


^=J  -y  +Consi.  =  fp, 


wenn  fp  =  0  ist  für  0  =  0.     Somit  ist 

r  =  a(l  —  (T050) 
die   Gleichung   der   Polcurve.     Letztere  ist  also   eine   Kardioide,  deren 

Grnndkreib  den  Radius  -^  hat. 
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dy            c*  d^  dy 

kehrpunkt   der  Evolute  Pol   der  Bewegung  ist,   -77  = -rr   o^er  — 

-= «.  folglich  C=0,  67j  =  0,  Cj  =  ff.    Für  die  Ronlette  de^  Mittelpunktes 

ergeben  sich  daher  die  Gleichungen 

r*  sin  ^  ras  ^ 


Verschiebt  man  die  V-Axe  im  Sinne  der  positiven  x  um  a  und 
eliminirt  d,  so  erhält  man  für  die  Roulette  des  Mittelpunktes  die  Gleich- 
UDg  vierten  Grades 

b)  Roulette  eines  andern  Punktes.  Sind  die  Coordinaten  des- 
selben in  der  beweglichen  Ebene  der  Evolute  -j-tn  und  +;?,  so  sind  die 
Gleichnngen  seiner  Roulette  (siehe  §  2) 

r*  Fin^  cos^  .    ,     . 

ü  =  —  —  f-  m  svi  it  +  w  cos  & , 

ya^cos^'^  +  0*  sifi^» 
jr  =  a  —  ]/rt*  cos^  ^  +  ft*  sin^  O  +  m  cos  &  —  n  sin  0. 

Ffir  die  Bewegung  eines  Brennpunktes  (m  =  c,  n  =  {))  folgen  also 

die   Gleichungen 

r*  sin  O  ras  {> 

M  =  c  5t«  O  —      — r^  , 


a  =  a  +  c  CO» ^  —  j/fl*  co5*^  +  b*  5t>i*0 , 

aus  denen  sich  durch  die  unter  a)  eingeführte  Transformation  und  Elimi- 
nation von  ^  die  Gleichung  sechsten  Grades 

{x^ + y»)  {x*  +  ft*;*  +  4a*x* 

fUi  die  Roulette  des  Brennpunktes  ableiten  lässt.  Für  die  Bewegung 
eines  Scheitels  (z.B.  m  =  a,  ;i  =  0)  folgen  entsprechende  Gleicbungeoi 
mos  denen  sich  durch  Elimination  von  O  eine  Gleichung  achten  Grades 
«Tgiebt. 

c)  Enveloppe  der  JT-Aze.  Für  dieselbe  erhält  man  aus  den 
Gleiehiingen  der  Roulette  des  Mittelpunktes  und  den  bez.  in  §  2  ent- 
wickelten allgemeinen  Gleichungen  eine  Gleichung  zehnten  Grades  in  x 
vnd  y.  Entsprechend  ergeben  sich  die  Gleichungen  für  die  Curven, 
^•Iche  von  den  Parallelen  zur  Ä-  resp.    F-Axe  umhüllt  werden. 

Anmerkung.  Im  11.  Bd.  (11.  Ser.)  der  Nouvelles  Annales  de 
*'Ecole  Polyt.,  p.  133  und  500,  leitet  Moret-Blanc  die  Gleichungen 
K^^iaser  Rouletten  und  Enveloppen  bei  der  Bewegung  einer  Parabel  resp. 
*«HpBe  ab,  wenn  letztere  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  fortwährend 
^Helbe  durch  diesen  festen  Punkt  gezogene  Gerade  berührt  Die  Pol- 
'^tten  einer  solchen  Bewegung  ergeben  sich  durch  folgende  Ueberlegung: 
^Wtet  eine  Cnrve  derart  durch  einen  festen  Punkt  A  emex  Qt^i«^^«u  L. 
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«ot     («i  +  ö>)j    •••    (««!  +  '««)• 

Jedeu  Zustand  der  Function  kann  man  sich  nach  der  Summatioos- 
methode  complezer  Grössen  versinnlichen  durch  einen  Punkt  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinaten Felde.  Wenn  a>  von  0  an  wftchst,  so  kann 
Q  für  jedes  einzelne  co  noch  alle  möglichen  Werthe  von  0  bis   oo  haben. 

Man  denke  sich  nuo  zunächst,  q  habe  für  jedes  einzelne  »  einen 
und  denselben  bestimmten  Werth  ^';  dann  beschreibt  f(z)  bei  wachsen- 
dem  a>  eine  bestimmte  Onrve. 

Ist  (0  =  0,  so  ist  f(2)  gleich  der  Summe  von  m  + 1  complexen 
Grössen  mit  den  Moduln 

und  den  bezüglichen   Argumenten 

Die  Snmmation  dieser  Grössen  gebe  den  Punkt  ^', 

Wächst  nun  w  von  0  bis  (o\  so  bleibt  das  Argument  a^  unverändert. 
a^  wächst  um  (o\  a^  um  2  cu',  . . . ,  a^  um  m  to.  Die  einzelnen  Moduln 
bleiben  dieselben  (Fig.  9).     Dies  heisst  geometrisch  betrachtet: 

Der  Modul  a^  bleibt  constant  in  seiner  Lage;  um  seinen  Endpunkt 

dreht  sich  -der  Modul  a^Q'  um  Z.  cd';   um  den  sich  bewegenden  Endpunkt 

des  Moduls   a^g'  dreht   sich    zu   gleicher  Zeit   der  Modul   a^y*  um  L2ai' 

u.  s.  f.;  endlich  um  den  sich  bewegenden  Endpunkt  des  Moduls  a^^  ig''^-'  ' 

dreht  sich  Modul  OmQ^  um  Lm<o\ 

2;r  '  /2t 

Wächst   (0   von    0    bis    —    oder   ist    a>'=     -,    so    macht   der    Modul 

m  m 

^^mi}'"'    eine   ganze  Umdrehung   oder  der  Endpunkt   des  Modul  •  Polygon- 

zuges  wird  eine  von  ^  ausgehende  und  in  ^'  endende  Schleife  beschrei- 

2« 
ben,    wenn   .-/"  den  Zustand  der  Function  für  w  =  —  bezeichnet. 

m 

Die  Grösse  der  Schleife  ist  abhängig  von  der  Grösse  von  (>'. 

Man  denke  sich  jetzt  q'  einen  so  grossen  Werth  beigelegt,    dass  iu 

der  Reihe  der  Moduln       „        ,.    '  „     *m 

"mp"'  >  flo  +  «iP'+-  +  ^'m-i ?'"•"'. 
In  diesem  Falle  wird  die  von  f(z)  beschriebene  Schleife,  vom  Quadrant 
I  (Fig.  10)  aus  betrachtet,  jenseits  um  0  herumgehen  müssen. 

Man  lasse  nunmehr  g  um  dg  abnehmen,  alsdann  wird  jeder  ein- 
zelne der  Moduln  n^g  ^  ...  a^g^  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  ab- 
nehmen. Folglich  wird  man  z.B.  anstatt  des  Punktes  Ä-=^X'\-\y  einen 
unendlich  naheliegenden  Punkt  ^4'"=  {x  —  dx)  +  x(tj  —  dy)  erhalten-  und 
so  für  jeden  andern  Pnnkt,  woraus  man  erkennt,  dass  bei  stetig  ab- 
nehmendem p'  die  gebildeten  Schleifen  stetig  in  einander  übergehen  und 

sich   in   den  Quadrant  i  hinein   zurückziehen,  bis  sie  für  ^  = /? ^ti  —  (»  =  oo) 
in  den  Endpunkt  des  cous tauten  Moduls  a^  zusammenfallen. 
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Nimmt    nuD    q  von    q'  an   stetig  ab,   so   wird   es   einen   so   kleinen 
Werth  q"  erreichen  müssen,  dass  in  der  Reibe  der  Modnln 

der  constante  Modal 

«0  >  '^i P' '+  • . .  +  «mp"'". 

In    diesem  Falle  kann   die  Schleife,   vom  Quadranten    I   aus   betrachtet, 

oiebt   mehr  jenseits   um   0  herumgeben.     Sie   muss  also   bereits   in   den 

Quadranten  I   übergegangen  sein,   welcher  Uebergang  bei  der  Stetigkeit 

der  Bewegung  nur  mittelst  Durchgangs  durch  0  geschehen  konnte. 

2« 
Kb  giebt  also   zwischen   o  ==  0  und   (o  =  —   nothwendig  einen  und 

zwar  nur  einen  Winkel  »i  und  ebenso  zwischen  Q  =  q'  nnd  q  =  q"  einen 

Wertb  pj,  so  dass 

Q^  {cos  CO,  + 1  sin  «,) 

eine  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  ist. 

Der  analoge  Vorgang  wiederholt  sich  innerhalb  des  Intervalls  a>  =  0 

27t 

bis   CO  =  2 TT,    so   oft   CO  sich  um  —    dreht   und    zugleich  q  von  o  bis  oo 

m 

variirt;  im  Ganzen  also  n-mal. 

Wächst  0)  über  2n  hinaus,  so  wiederholen  sich  die  m  vorhergehen- 
den Vorgänge  identisch.     Hieraus  folgt: 

dass  eine  algebraische  Gleichung  f{z)  =  0  vom  Grade  m  nothwen- 
dig m,  aber  auch  nur  m  verschiedene  Wurzeln  besitze,  q.  e.  d. 

Zürich.  H.  HoCKS,  Stud.  phii. 


XIL   üeber  die  Vertheilung  der  Druckkräfte  in  einem  elastischen 

Kreiscylinder. 

Ein    homogener    elastischer   Kreiscylinder    sei    durch   zwei    feste   zu 

seiner  Axe   senkrechte  Wände  begrenzt.     Auf  seine  Mantelfläche  mögen 

unter    beliebiger   Neigung    gegen    dieselbe    Druckkräfte    wirken,    welche 

seukrecht  zur  Cylinderaze  und  von  der  dieser  Axe  parallelen  Coordinate 

Qntbbängig    sind.      Alsdann    lässt  sich   die   Vertheilung    der  Kräfte    im 

Innern  in  geschlossener  Form  von  so  bemerkenswertber  Einfachheit  dar- 

■*^lien,   dass   dieselbe  trotz  der  Beschränktheit  des  Problems  von  Inter- 
p««e  ist. 

Es  sei  F  der  Druck,  welcher  auf  .dem  Element  <is  der  Mantelfläche 

^^t;  /"  die  Richtung  dieses  Druckes;  es  sei  ferner  durch  Mn  bezeichnet 

'•    Componente  in  Richtung  der  m  des  Druckes,  welcher  auf  einem  der 

^-^■•tideraxe  parallelen   Flächenelement  lastet,   dessen   Normale  die  Ricli- 

'^•S'  n  hat;  unter  iw,  w  sei  verstanden  der  Winkel,  welchen  die  Richtung 

**^it  der  Richtung  n  bildet;  unter  r  der  Radius  vec\v>Y^  'w^XÄx^x  ö^ää  vcl 


Ml  I    -    i  r»  co8f,r  cosn^r  cosm,r 
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Betracht  gezogene  Fl&chenelement  mit  dem  Element  ds  des  Mantels  ver- 
bindet; unter  q  die  Senkrechte,  welche  von  dem  Element  d$  auf  die 
Cylinderaxe  gefällt  ist;  endlich  unter  B  der  Radius  des  Cylinders.  Unter 
dieser  Bezeichnung  ist 

1)  '**^ 

Die  Integrationen  sind  um  den  ganzen  Umfang  des  Mantels  zn  erstrecken. 

Beweis.  Wir  zeigen  zuerst,  dass  der  Ausdruck  1)  ein  mögliebes 
System  von  Druckkräften  darstellt.  Sind  x  und  y  rechtwinklige  Coordi- 
naten  in  einer  Ebene,  welche  zur  Axe  des  Cylinders  senkrecht  ist,  so 
bilden  die  Drucke  ^^t  Yy^  ^s«  da  sie  von  der  dritten  Coordinate  un- 
abhängig sind,  dann  ein  mögliches  System,  wenn  sie  den  Differential- 
gleichungen genügeif: 

'  du         öy  ox        Oy  (iy^         öx^  dycx 

Es  seien  nun  ^  und  a>  Polarcoordinaten,  nämlich  q  co$^'=  x^  gsina 
=  y  und  es  bezeichne  gleichzeitig  in  den  Druckcomponent'en  P^,  P^,  H^ 
m  die  Richtung,  welche  senkrecht  zur  Richtung  von  q  ist;  es  ist  dann 
das  Drucksystem 

cos  G) 

3)  fg= ,      /•a,  =  0,      iia,  =  0 

ein  solches,  welches  den  Gleichungen  2)  genügt.  Man  weist  dies  nach, 
indem  man  die  aus  3)  folgenden  Werthe  der  A"«,  Vy^  F«  berechnet  and 
dieselben  in  1)  einsetzt.  Die  drei  Gleichungen  3)  können  ersetzt  wer- 
den durch  die  eine: 

rosto  cosn,Q  cosm.g cosXyQ  cosh.q  cosm^g 

Q  9 

Auch  eine  Summe  solcher  Mn  mit  verschiedenen  Polen  und  mit  beliebi- 
gen Constanten  multiplicirt  wird  ein  den  Differentialgleichungen  2)  ge- 
nttgendes  System  darstellen.  Nun  ist  das  in  Gleichung  1)  vorkommende 
Integral  eine  solche  Summe  und  da  der  vor  dem  Integralzeichen  stehende 
Ausdruck  nur  einen  gleichmässig  durch  den  Cylinder  verbreiteten  con- 
stauten  Druck  p  darstellt,  so  ist  das  durch  Gleichung  1)  angedeutete 
System  ein  mögliches. 

Wir  beweisen  zweitens,  dass,  wenn  wir  uns  der  Mantelfläche  an 
endlich  nähern  und  die  Richtung  der  Normale  n  mit  der  Richtung  des 
Cylinderradius  g  zusammenfallen  lassen,  dnsH  dann  Mn  zusammenfällt 
mit  der  (Komponente  von  /'  in  der  Richtung  von  *n,  dass  also  dann  wird 
Mn-=  Fcusm^fi,  Wir  zerlegen  zu  dem  Ende  das  Integral  in  zwei  Theile, 
deren   einer    sich    bezieht   auf  die    dem   betrachteten    Element   unendlich 


Hn  J  ^ 
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nahen  Theile  der  Grenze,  der  andere  auf  die  entfernteren.     Für  diesen 
letstgenannten ,  und  zwar  nnr  für  diesen,  ist 

also  wird  dieser  Theil  des  Integrals 

Fcosf.r  cosm^r  ds 

^ ^j^J  \P<^('sf,m'\'  Fcosif.Q  —  m,Q)\  ds, 

Nnn   ist,   da  die  Kräfte  F  weder  eine  Verschiebung  des  Cylinders 
in  der  Richtung  m,  noch  eine  Drehung  um  die  Axe  hervorbringen  sollen, 

j  Fcosfjtn  ds  =  Oy     1  if' sinf, Qdss=0,      Es    wird    daher   der   untersuchte 

Tbeil  des  Integrals  =  cosm^Q  1  Fcosf^g  ds,  er  hebt  sich  daher  gegen 

das  erste  Glied   in   Mn   fort,   und  A/«  reducirt  sich  daher  auf  den  Theil 
des  Integrals,  welcher  von  der  benachbarten  Mantelfläche  herrührt.    Hier 

haben  wir  r  dg^r^^  ds  cosg^r,  also  —  ds  = —  ds=^dg^r,  und  also, 

r  r 

dt  wir  F  und  f  in  dem  unendlich  kleinen  Theile  als  Constante  ansehen 
können: 


^f 


Mn^^F  jcosf. 


r  cosm.r  dg^r 


n 


^T 


^/ 


cot(r, g  —  f.g)  cos{ry g  —  myg)dg,r 


n  .  n 

F  r  F  c 

=  -    I  cos(2r.g  —  /", g)  dg,  r  H Cosf,  m  j  dr,  g 

n  n 

s=  F  cosf,  m ,   was  zu  beweisen  war. 

Bei  Berechnung  des  ersten  der  Theile,  in  welche  wir  das  Integral 
icrlegten,  hätten  wir  streng  genommen  die  dem  Element  naheliegenden 
^Me  der  Mantelfläche  von  der  Integration  ausschliessen  müssen;  eine 
^iDitche  Betrachtung  lehrt,  dass  der  begangene  Fehler  verschwindend 
^*«Uii«t 
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Beispiel.  Die  Anwendang  onserer  Formel  ist  besonders  beqoeia 
in  dem  Falle,  dass  nnr  an  einzelnen  Stellen  des  Cjlindermaniels  Druck- 
kräfte angreifen.  Denken  wir  uns  beispielsweise  einen  Cjlinder  swiseben 
zwei  ebene  parallele  Platten  gebracht  und  letztere  mit  dem  Dmcke  P 
gegen  einander  gepresst.  In  solcher  Lage  befinden  sich  angenfthert  die 
Walzen,  welche  häufig  die  Unterlagen  eiserner  Brücken  bilden.  Wir 
legen  die  .r-Aze  durch  die  Bertthrungspunkte  der  Cjlinder  und  der 
Platten,  machen  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Cylinderaxe  zum  Nullpunkt, 
nennen  die  zu  den  x  senkrechten  Coordinaten  y  und  bezeichnen  mit  r^ 
den  Abstand  des  betrachteten  Elementes  von  dem  einen,  mit  r,  den 
Abstand  von  dem  andern  Berührungspunkte.  Alsdann  erhalten  wir  die 
Druckcomponente  iV«,  welche  in  Richtung  der  Normalen  des  betracbteten 

Elements  entfällt: 

P       2P Icosr.  X  cos^r, n   ,  cosr^x  cos^r^n \ 

7V„  =  _       ^ < ' —  H ^>. 

Rn       n   \  /•,  Tg  ) 

Bestimmen  wir  die  Richtung  n  sOf  dass  bei  festgehaltenen  r^  und  r^ 
Nn  ein  Mazimnm  oder  Minimum  wird ,  so  erhalten  wir  die  Werthe  und 
Richtungen  der  Hauptdrucke  ftir  den  Punkt  r^r^.  Diese  Rechnung  liest 
sich  ausführen.  Für  die  x-  und  y-Aze  fallen  die  Richtungen  der  Haupt* 
drucke  mit  den  Richtungen  der  Axen  zusammen,  hierdurch  erh&lt  man 
leicht  für  diese  Axen: 

für  die  x-Axe    ^*  = -^ £;s «->  ^»  =  """5"» 

Rh    R^  —  x^  ^  Rn 

fUrd.ey.Axe    Ä.= -^   R*+2R*y*+y     ^»'^-Tn'KW+J*)  ' 

Die  Elemente    der   Axen   sind   sämmtlich   gedrückt  in    Richtung   der  x, 
gespannt    in    der   dazu   senkrechten    Richtung.      Im   Mittelpunkt  ist   der 

Druck  in  Richtung  der  x  —  -mal   so  gross,    als  wenn  sich  der  Druck  P 

n 

gleichmässig    über    den    ganzen    Querschnitt    2A    vertheilte.      Uebrigens 

erhellt,    dass    schon    in    diesem    einfachsten    Falle    die   Vertheilnng    der 

Drucke  eine  äusserst  complicirte  ist. 

Berlin.  Dr.  H.  Hbrtz. 
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lieber  den  EinsteUungsspielraxun  am  Fernrohr  und 

die  Parallaxe« 

Von 

Prof.  Dr.  C   Bohn 

In  Aschaffenbnrg. 


Hienn  Taf.  III  Fig.  1. 


ErfafarangsgemäsB  wird  beim  Beobachten  durch  Fernrohr  oder  Mi- 
kroskop das  Auge  fast  immer  einer  kurzen,  häufig  nahezu  der  kleinst- 
möglichen  Sehweite  accomodirt.  Diese,  vielfach  Kurzsichtigkeit  erzeu- 
gende Gewohnheit  ist  aber  keine  Nothwendigkeit;  dem  bewaffneten  Auge 
ut  die  Fähigkeit,  sich  verschiedenen  Entfernungen  anzupassen,  nicht 
genommen. 

Ist  +/*  die  Brennweite  des  Augenglases  am  Instrumente  und  e\ 
hesiehangs weise  e  die  Entfernung  des  Auges  von  dem  Augenglase,  so 
OQ68  nach  bekannter  Theorie  der  Lupe  die  Linse  um 

,  oder  -7— 

f  +  fi^e  f+i  —  e 

Witor  dem  vom  Objectiv  entworfenen  reellen  Bilde  (oder  dem  Faden- 
vense)  stehen,  je  nachdem  das  virtuelle  Bild  in  der  grössten,  für  das 
^bachtende  Auge  zulässigen  Entfernung  a  oder  in  der  kleinsten  t 
^tstehen  toll.  Derselbe  Beobachter  kann  daher  bei  derselben  Gegen- 
*ttnd8weite  das  Ocular  eines  Fernrohrs  (Mikroskopes)  verschieden  weit 
^lutieben.  Der  Unterschied  der  eben  angegebenen  Abstände  der  Lupe 
^OQi  reellen  Bilde  ist  der  Einstellungsspielraum.  Als  Variation  der 
^^mrohrlänge  werde  er  mit  dl  bezeichnet  und  ein  Index  deute  die  Art 
^^  angewendeten  Oculars  an.  Hier  ist  zunächst  eine  einfache  Linse  als 
^CQlar  oder  ein  sogenanntes  Reple rasches  Fernrohr  angenommen.  Die 
Differenz  der  vorstehenden  Entfernungen  berechnet  sich: 

^^tkt  die   äussere  Accomodationsgrenze   unendlich   hinaus,   so   wird  der 
^^Hdrack 

Sillwhrffl  1  lUthematili  n.  Phjrtik  XXVIII,  3.  ^ 
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a/ir  =  /^ 


—  /« 


(för  a  =  oo). 


/  +  !-  e 

Der  Einstellungsspielraam  bei   einfachem   oder  Kepler- 

Ocnlar  wird  kleiner: 

wenn  die  Brennweite  f  kleiner  wird 
nnd 

wenn  der  Angenabstand  e  kleiner  wird. 

Beispielsweise  sind  die  Zahlenwerthe  —  Alles  in  Centimeter  —  f&r 

einige  Sehweitegrenzen  einmal  ffir  das  schwache  Ocnlar  /'=2cm,  dann 

fär  das  bei  Vermessnngs  fern  röhren  vielfach  vorkommende  Ocnlar /*=  1cm 

berechnet  worden. 

Elnstellnngsspielraum  bei  Kepler- Ocnlar. 


%—e. 


OD. 


10000. 


25 

0,148 

0,148 

SO 

0,182 

0,181 

15 

:  0,235 

0,235 

10 

,  0,333 

0,333 

8 

0,400 

0,399 

6 

0,600 

0,499 

5 

i  0,571 

0,571 

1000.  I   500.  I    100. 


0,144 
0,178 
0;231 
0,329 
0,396 
0,496 
0,567 


0,140 
0,174 
0,227 
0,326 
0,392 


0,109 
0,143 
0,196 
0,294 
0,361 


0,492    0,461 
0,563    0,532 


dlg  für  /•=  1. 


a-e\ 


00. 

0,038 
0,048 
0,062 
0,091 
0,111 
0,143 
0,167 


10000. 

1000. 

0,038 

0,037 

0,048 

0,046 

0,062 

0,062 

0,090 

0,089 

0,111 

0,110 

0,143 

0,142 

0,166 

0,166 

500.   I    100. 


t-«. 


0,096 
0,046 
0,060 
0,089 
0,109 
0,141 
0,165 


0,028 
0,038 
0,052 
0,081 
0,101 
O.lSl 
0,155 


dlg  for  /'=2. 


25 

SO 

16 

10 

8 

6 

5 


Aus  dieser  Zusammeustellnng  ersieht  man  sehr  leicht,  dass  die  Ae- 
comodatioDStiefe  («  — i)  des  Auges  den  geringeren  Einflnss  anf  den  Ein- 
stellungsspielraum übt,  dass  dieser  hingegen  rasch  wächst,  wenn  die 
innere  Grenze  der  Sehweite  (t)  abnimmt.  (Für  den  besondern  Fall 
e=^f  umgekehrt  proportional  mit  t*.)  In  den  angeführten  Beispielen 
beträgt  der  Einstellungsspielraum  am  Kepler- Fernrohr  für  Normalaich- 
tige  weniger  als  2  mm,  beziehungsweise  etwa  \  mm,  für  stark  Karssich- 
tige erreicht  er  5  mm,  beziehungsweise  1^  mm. 

Die  äussere  Grenze  der  deutlichen  Sehweite  lässt  sich  mittelst  einer 
concaven  Brille  leicht  auf  unendlich  bringen,  wodurch  sugleich  die 
innere  Grenze  etwas  hinausgeschoben  wird. 

Benutzt  man  eine  Brille  von  der  Zerstreuungsweite  n,  so  werden  die 
grösste  und  die  kleinste  Entfernung,  auf  die  noch  deutlich  gesehen  wer- 
den kann. 


a'=Qo   und    t'= 


a% 


a  —  t 


und   der   Einstellungsspielraum   am  Kepler- Fernrohre   wird,   wenn   snir' 
yerainfachnng  e'=c  gesetzt  wird, 
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-.r*_^-  .-».*%■/■■  /•.*■**  ^^^f^  *^.^*^^> 


Die  üntersQchang  dieses  Ausdruckes  lehrt,  dass,  so  lange  e<,f —  und 

dies   ist    der    praktisch   wichtige  Fall   —  der  Einstellungsspielraum   des 

Fernrohrs  etwas  grösser  ist,  wenn  das  Auge  mit  der  schwächsten ,  zum 

Sehen   in  unendliche  Entfernung  ausreichenden  Brille  bewaffnet  ist,   als 

wenn  keine  Brille  benutzt  wird.     Umgekehrt  ist  das  fEir  e>f, 

Wfthlt  man  die  Zerstreuungs weite  der  Brille  gleich  der  innem  Seh- 
wdtegrenze  (t),  so  geht  dem  Auge  jede  Accomodationstiefe  verloren,  da 
nnr  parallele  Strahlen  zum  Bilde  auf  der  Netzhaut  vereinigt  werden,  und 
der  Einstellungsspielraum  61  wird  Null. 

Eine  so  starke  Brille  ist  unbequem  (und  schädlich),  weil  bei  ihrer 
Anwendung  das  Auge  beständig  dem  Zwange  unterworfen  ist,  auf  die 
kleinstmö gliche  Entfernung  angepasst  zu  sein. 

Zur  Vermeidung  dieser  schädlichen  Anstrengung  des  Auges  wähle 
Btn  t-fe  zur  Zerstreuungsweite  der  Brille.  Die  Grenzen  der  Sehweite 
werden  dann  . 

a"=Qo    und    t"=i(lH — j,. 

folglich  der  Einstellungsspielraum 

Die  Untersuchung  dieses  Ausdruckes  zeigt,  dass 

•ein  nmsB,  wenn  die  Anwendung  der  Brille  den  Einstellungsspielraum 
▼ungern  soll.  Zu  grösserer  Schonung  des  Auges  braucht  man  t  nicht 
idir  klein  zu  nehmen,  der  Einstellungsspielraum  wird  doch  gering,  wie 
£e  nachfolgenden  ausgerechneten  Beispiele  zeigen: 

r=2cm  (t~20cm,  f=lcm,  6/  =  0,095mm;  €  =  ^cm,  d/  =  0,049mm, 
<=1  „     Ji=10  „     f=l    „     6/=0.36     „   ;   €  =  i  „      ^/  =  0,19     „ 

/*!  cm(i  =  20cm,  B=fcm,  6/=0,024mm;  t^^cm,  6/  =  0,012mm, 
«==0,7,,   |i=10  „      f=l  „      6/  =  0,090   „   ;   €  =  i  „      d/=0,047  „ 

Von  dem  Kepler*schen  Fernrohr  mit  einfachem  Ocular,  das 
^^^  betrachtet  wurde,  macht  sich  der  Uebergang  leicht  zu  einem  Fern- 
fobr  mit  Collectivglas,  wenn  dieses,  wie  bei  dem  sogenannten  posi- 
^»▼en  Oculare,  wirklich  ein  Theil  des  Oculars  ist,  nicht  wie  bei  der 
'^S^tiven  Ocularen  eigentlich  einen  Bestandtheil  des  Objectivs  bildet. 

Dnter  dem  Ramsden -Ocular  wird  hier*  eines  verstanden,  das  aus 
'^^  Linsen  im  Abstände  von  4/*,  d.  h.  -^  der  Brennweite  des  Augenglases, 

*  In  französischen  Werken  wird  zuweilen  eine  andere  Combination  ala  Rata«- 
«»•Ocolar  bezeichnet. 
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■,     ^    -     -    «-.y^^.  ^f-*  >^,^^^^.^ 


stehen,  je  nachdem  das  Ange  bei  genauer  Einstellnng  des  Oenlars  aaf 
die  kleinste  deutliche  Sehweite  t  oder  auf  die  grösatmögliehe  a  angepant 
ist.  Der  Unterschied  dieser  Abstände  von  Collectiv  und  Objectivbild- 
ebene  ist  der  Einstellungsspielraum  bei  Campani-Ocular: 

AI    -A^a  (fl-e')-(t~e) 

^'^-^^  a+2(a-0)(/"+2{.-e))- 

Rückt  die  äussere  Grenze  der  Sehweite  ins  Unendliche,  so  ist 

Auch  bei  Campani-Ocular  (wie  bei  Ramsden-  und  einfachem) 
wird  der  Einstellungsspielraum  kleiner: 

wenn  die  Brennweite  {f)  des  Augenglases  kleiner  wird 
und 

wenn  der  Augenabstand  e  kleiner  wird. 

Das  Verhältniss  des  Einstellungsspielraums  bei  Campani-Ocular 
und  einfachem,  dessen  Brennweite  /*  jener  des  Augenglases  des  ersten 
gleich  ist,  findet  sich,  gleichen  Angenabstand  e  vorausgesetst : 


und 


Somit  ist  der  Ginstellungsspielraum  eines  Campani-Oculara  immer 
erheblich  grösser  als  der  eines  einfachen,  dessen  Brennweite  mit 
jener  des  Ca mp an i- Augenglases  übereinstimmt. 

Das  Verhältniss  der  Einstellungsspielräame  eines  Camp  an  i-  und 
eines  Ramsden -Oculars  mit  Augengläsern  gleicher  Brennweite  ist  bei 
gleichem  Augenabstand  constant,  gleich  -^ 

Beispielsweise  ist  die  Grösse  des  Einstellnngsspielraums  (in  Centi- 
metern)  für  ein  Campani-Ocular,  dessen  Augenglas  die  Brennweite 
/*=2cm,  beziehungsweise  1cm  hat  und  für  die  Sehweitegrensen  und 
Augenabstände,  die  schon  in  dem  Beispiele  für  das  einfache  Ocular 
gewählt  waren,  berechnet  und  folgen dermassen  gefunden  worden: 
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Nachstehend  die  für  a  =  oo  and  /'=2cm,  dann  für  /'=lcm  für  ver- 
icbiedene  Sehweitegrenzen  berechneten  Werthe  des  Einstellnngsspielranms 
ies  Samsden-Ocalars,  denen  zur  bessern  Vergleichung  in  Klammern 
die    bereits  angegebenen  für  einfaches  Ocnlar  zugefügt  sind. 

Einstellnngsspielraum  bei  Ramsden-Ocnlar. 

i-<?=  25cm       20  15  10  8  6  5 

f==  2cm  {  d/Ä  =  0,124     0,154     0.203     0,295     0.360     0,463     0,540 

d/K  =  (0,148)  (0,182)  (0,235)  (0,333)  (0,400)  (0,500)  (0,571), 

I— e=  25cm       20  15  10  8  6  5 

^=  1  cm  <  d/Ä=  0,032     0,040     0,052     0,077     0,095     0,125     0,147 
d/K=  10,038)  (0,048)  (0,062)  (0,091)  (0,111)  (0,143)  (0,167). 

Die  Verscbiebnng  eines  positiven  Ocnlars  ändert  nicht  den  Ort 
Im  reeUen  Bildes,  da  dieses  durch  das  Objectiv  allein  entworfen  wird. 
Hingegen  wird  durch  Verschiebung  eines  negativen  Oculars  dieser  Bild- 
ort geändert,  da  das  Collectiv  zur  Entwerfung  des  reellen  Bildes  mit-« 
virkt.  Die  Berechnung  des  Einstellungsspielraumes  wird  daher  für  nega- 
tireOculare  weniger  einfach  als  für  positive.  Sie  soll  für  das  Oampani- 
Oeolar  (auch  Huyghens  -  Ocular  genannt)  gemacht  werden,  dessen 
AngeDglas  die  Brennweite  f  habe,  dessen  Collectiv  die  Brennweite  3/" 
ud  den  Abstand  ^f  vom  Augenglas  hat.  Es  ist  am  gebräuchlichsten, 
ivei  planconvexe  Linsen   anzuwenden,   welche  beide  die  gewölbte  Seite 

■ 

gegen  das  Objectiv  kehren.  Für  die  Richtigkeit  der  Bilder  ist  es  zweck- 
■iniger,  das  Collectiv  biconvex  gleichseitig  und  nur  das  Augenglas  plan- 
conTsz  zu  wählen.  Um  die  Verzerrungen  am  Rande  des  Gesichtsfeldes 
■(glichst  gering  zu  machen,  empfiehlt  es  sich,  das  Collectiv  concavcon- 
^  (+''1 :  —  Tj  =  4 : 1 1)  und  das  Augenglas  biconvex  (r^ :  Tjj  =  1 : 6)  zu 
idinien,  immer  die  stärker  gewölbten  Seiten  vom  Auge  abgewendet. 
(Airj,  Phil.  Mag.  [4]  25,  S.  155).  Bei  gegenwärtiger  Untersuchung 
Wmen  nur  die  Brennweiten  und  der  Abstand  in  Betracht.  Das  Ver- 
Utniss  dieser  Grössen  ist  immer  1:3:2. 

Das  zwischen  den  beiden  Ocularlinsen  gelegene  reelle  Bild  muss  nach 

te Theorie  der  Lupe  von  dem  Augenglase  im  Abstände  -j-—. — ;  liegen, 

*«an  d  diejenige  deutliche  Sehweite  ist,  auf  die  gerade  angepasst  wurde. 
Vit  Hilfe  der  Linsenformel  und  der  angegebenen  Abmessungen  des 
Ctm p an i- Oculars  findet  man  dann,  dass  die  aus  dem  Objectiv  treten- 
te  Strahlenbttschel ,  ehe  sie  durch  das  Collectiv  nochmals  gebrochen 
Verden,  convergiren  nach  Punkten  in  einer  Ebene,  die  um 

^^7+2(./-r) 
Unter  dem  CoUectivglase  liegt.     Das  Collectiv  muss  also  vor  dieser  Ob- 
jeetirUldebene  am 
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stehen,  je  nachdem  das  Auge  hei  genauer  Einstellung  des  Ocnl 
die  kleinste  deutliche  Sehweite  f  oder  auf  die  grösstmögliche  a  ai 
ist.  Der  Unterschied  dieser  Abst&nde  von  Collectiv  und  Obje< 
ebene  ist  der  EinsteUnngsspielraam  bei  Campani-Ocnlar: 

_A^8  (fl-e)^(i~e) 


a/c=9/' 


a+2(a-e'))(/-+2{.-e)) 
Rückt  die  äussere  Grenze  der  Sehweite  ins  Unendliche,  so  ist 

a/c  =  4./'.^^g|._^)        (mr   a  =  Qo), 

Auch  bei  Campani-Ocnlar  (wie  bei  Ramsden-  und  ein 
wird  der  Einstellungsspielraum  kleiner: 

wenn  die  Brennweite  (/*)  des  Augenglases  klein« 
und 

wenn  der  Augenabstand  e  kleiner  wird. 

Das  Verhftltniss  des  Einstellnngsspielraums  bei  Campani 
und  einfachem,  dessen  Brennweite  /  jener  des  Augenglases  dei 
gleich  ist,  findet  sich,  gleichen  Augenabstand  e  vorausgesetzt: 


und 


Somit  ist  der  Einstellungsspielraum  eines  Campani-Oculars 
erheblich  grösser  als  der  eines  einfachen,  dessen  Brenn w« 
jener  des  Campani -Augenglases  übereinstimmt. 

Das  Verhältniss  der  Einstellungsspielräame  eines  Campat 
eines  Ramsden -Oculars  mit  Augenglftsern  gleicher  Brennweite 
gleichem  Augenabstand  constant,  gleich  -^ 

Beispielsweise  ist  die  Orösse  des  Einstellungsspielraums  (ic 
metern)  für  ein  Campani-Ocular,  dessen  Augenglas  die  Bre 
/'s:: 2  cm,  beziehungsweise  1cm  hat  und  für  die  Sehweitegrena 
Augenabstände,  die  schon  in  dem  Beispiele  für  das  einfache 
gewählt  waren ,  berechnet  und  folgen dermassen  gefunden  worden 
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EloHtellnngäBplelraiun 

bei  CampAii 

■  OcnUr. 

-' 

»,     IIOÜIW-I  1000,  1    600.    1    100. 

w. 

liJUW.j   1000, 

6ijO, 

100. 

i—e. 

u 

Ü.346 

0^« 

0,387 

0,328 

0,257 

0,088 

0,086 

0,086 

0,084 

0,068 

26 

90 

0,iM 

0,438 

0,480 

0,411 

0,339 

0,109 

(1,109 

0,107 

0,105 

0,089 

20 

K 

imi 

OfiOi 

0,664 

0,645 

0.473 

0,146 

0,145 

0,143 

0,141 

0,133 

1& 

10 

0,BIS 

0,817 

o,ao9 

0,800 

0,729 

0,214 

0,214 

0,312 

0.209 

0.192 

10 

8 

1.000 

0.999 

0,991 

0,982 

0,911 

0,266 

0.2« 

0,262 

0,260 

0,242 

B 

t 

i,m 

1,385 

1,277 

1,-J68 

1,197 

0,346 

0,346 

0,844 

0,341 

0,323 

8 

6 

I.SOO 

1,199 

1,491 

1,492 

1,411 

0,409 

0,409 

0,407 

0,405 

0,387 

6 

«'c 

für  r 

=  3. 

Sic  fäc  /■=!. 

]  Beispiele  der  Einstellungsaptel- 
fÜT  at«rk  Knrzsichlige  erreicht 


FQr  Normaleicbtige  beträgt  in  < 
niuD  über  4  mm,  heeieLuugs weise 
er  fiMi  ]5[Dm,  beziebangHweise  4  n 

ffag  gslegentlicb  der  UntflrenobuDg  des  einfachen  Oculars  Über  den 
EraflniB  einer  das  Auge  Tdr  unendliche  lOntfernnpg  aDpaHaeoden  Brille 
«nf  iIpd  tCiastellungsspielrauti)  im  AUgemeinen  gesagt  wnrde,  gilt  aouh 
für  dw  Bamsden-  nud  für  das  Carapani-Ocular. 

Bei  Anweiitlung  einer  Brille  von  der  Zerstrenungsweite  i  +  £  bereoh- 
n»  siub  der  Einetellnngsupielraam  des  Campani-OcularB  zd 


äic  = 


'^V-2T, 


n  Unge 


■)£  +  2.-(i  +  E, 


»ifii  durch    den  Gebraoch    der  Brille    der  EiDistellangsspielraum    kleine 
*'*  *'enii  keine  ßrille  verwendet  wird.     Beispielsweise  berechnet  sieb 


/^JcD 


1  =  20  cm, 
1=10  ,. 


--  1cm,  &!c=0,2Un 


=  H. 


,  d/c=  0,109mm, 
n  '^1  ,.  )i=10  ,.  1=1,.  d/c=ü,8I7„i  t-i„  a(f=0,429., 
H|*=lemli  =  20cra,  i  =  I  cm.  Ö/c=0.054mmj  t-=iom,  dic=0,O27mm, 
^pfl,7iDJj=lü  „  f=l  .,  d/r=0,205  .,  ;  e=\  .,  dic==0,I07  „ 
^^■"•le  verbleibenden  EinstelltmgsspielrJiiKDe  siod  etwa  doppelt  so  gross, 
***  noter  ähnlichen  yerh&ltnisaen  bei  dem  einfachen  OuaUr.  Uarob 
*'**i'ndang  einer  Brille,  deren  Zeratreuungsnelte  weniger  von  der  ianern 

|?**>iie   der  Sehweite  verschieden  ist   (kleineres  e),   kann  man  den  Eiu- 
pi'nngsspielrauia  kleiner  machen. 
Il      Bither   wurden    verglichen  F'ernrobrfi    mit  gleicher  Brennweite  f  des 
PS^ngluea.      Bei  gleicher  Brennweite  des  Objectivs  und  gletoher  Gegen- 
l^nil<««iie  sind  aber  die  VergrBsseroogen  dieser  Fernrohre,  je  u&chdem 
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sie  mit  einfachem  (Kepler •)  oder  mit  Ramsden-  oder  mit  Cam- 
pani-Ocnlar  versehen  sind,  ungleich.  Begnügt  man  sich  mit  den  ge- 
wöhnlichen Annäherungen ,  so  stehen  die  Vergrösserungen  der  drei  Fem- 
rohre, wenn  d  die  benutste  deutliche  Sehweite  des  Beobachters  ist,  in 
dem  Verhältnisse 

(Kepler)  (Bamsden)  (Camp^). 

Für  künstlich  unendlich  weitsichtig  gemachtes  Auge  und  unendlich  fer- 
nen Gegenstand  sind  diese  Vergrösserungsverhftltnisse  genau 

9        ' 

Sollen  die  Vergrösserungen  gleich  ausfallen,  so  müssen  sich  die  Brenn- 
weiten der  Augengläser  verhalten: 

9        ^ 

Genügend  annähernd  ist  das ,  welches  strenge  richtig  nur  für  unendliche 
Weitsichtigkeit  und  Gegenstandsweite  ist,  auch  giltig  bei  beliebiger  Seh- 
weite und  Gegenstandsweite,  —  beide  nicht  gar  zu  klein  angenommen. 
Bei  der  Wahl  eines  Beobachtnngsfemrohrs  wird  (ausser  Schärfe  und  Hel- 
ligkeit des  Bildes)  vorwiegend  die  Vergrösserung  berücksichtig  und 
es  ist  daher  nützlich,  die  Vergleichung  der  Einstellungsspielräume  der 
drei  Femrohre  gleicher  Vergrösserung  (bei  gleichem  ObjecUr  und 
Gegenstandsweite)  zu  machen,  d.  h.  (annähernd)  jener  mit  den  Augen- 
glasbrennweiten  /,  ^f  und  ^f. 

Der  Einstellnngsspielraum  des  R  a  m  s  d  e  n  •  Oculars ,  dessen  Augenglas 
die  Brennweite  ü^/*  hat,  ist  (für  a  =  oo) 

«I 


5/--|-9(i-e)' 
also  -^  "  — : r--mal  so  gross  als  der  des  Ramsden- Oculars,  dessen 

Augenglas  die  Brennweite  f  hat,  d.  h.  etwas  grösser. 

Der  Einstellungsspielraum  des  Campani- Oculars,  dessen  Augenglas 
die  Brennweite  ^f  hat,  ist  (für  a  =  oo) 

also   -jr  ^  .  -   . r--mal  so  gross  als  der  des  Campani -Oculars,  dessen 

Augenglas   die  Brennweite  f  hat,   d.  h.   kleiner,    wenn,   wie   bei   dem 
Campani-Ocular  erforderlich,  f<{i  —  c)  ist. 

Für  gleich  stark  vergrössern  de  Fernröhre,  mit  derselben 
Objectivbrenn weite,  der  gleichen  Gegenstandsweite  und  un- 
endlich weitsichtig  gemachtem  Aage  ist  (immer  gleichen  Augen- 
abstand e  vorausgesetzt)  daher  der  Einstellungsspielraum  hei  Anwendung 

/*-{-  i—  e 
des  Ramsden- Oculars   9  »^  ,  q  . r-mal  so  gross  (d.  h.  grösser)  als 


"5/-+9(.-.) 

h.  kleiner)  als  bei  Anwendang  des  Campant-OcaUrs. 
Dnd    der  EinstellungaspiplTaDm    ist  bei  Änwendnng  des  C 


npao 


Oculan  3 


/■+'- 


-mal   eo  gross  (also  gri 


]  als  bei  AnwendnDg 


^^nu  einTachen  Oculars. 
^^r  FBr  gegebene  ObJectiTbrennweite,  Gegenstaudsweite  and  Vergrösee- 
^^bng  ist  also  der  EmBtellnDgaspicIranm  am  allerkleiaateti,  vrena  mftii 
^^Bd  einfmches  Ocnlai  anwendet,  und  «m  giBssten  für  das  Campani- 

Bei  den  neueren  Mikroskopen  iat  allgemein  der  Abstand  awiectien 
Objectiv  and  Augenglas  ein  unveränderlicher.  Je  nach  der  vorschiede- 
nm  An passnn genreite  des  beobachtenden  Auges  muss  daher  behufs  rteut- 
licber  Wshrnehmang  die  Entfernung  von  Gegenstand  und  Objectiv  ge- 
*lblt  werden.  Der  Unteretbied  der  für  die  Sehweitegrenzen  u  uud  i  zu 
«Ihlenden  GegenatRndeweiten  G^  und  G,  ist  der  Ein&tellnngsspiel - 
laaiD  des  Mikroskopes. 

Ist  I   die  Länge   dex  Mikroskopes    (Abstand   zwischen  Objectiv   und 
I        ^Dgeaglas),   F  und  /  die  Brennweiten  des  Objevtiva  und  des  (einfachen 
^■«der  Keplflr'schen)  OcularB,  so  berechnen  sich 
m    r.^y '('-/•'  +  "• .  „._, H'-n+Jf__ 


und   Gi= 


LP«! 


-v-r-n  +  v-f)/  ni-r-f)+i.'-rif 

*nD  e^O  gesetzt  wird,  wozu  Anlasa  darin  liegt,   dass  aas  verachiede- 
Gtünden  das  Auge  möglichst  dicht  an  das  Augenglas  des  Mikrosko- 
T^  gebracht  zn  werden  pflegt. 

Ans  voratehenden  Wertben   folgt  nach  einiger  Zuanmmeiizieihnng  der 
gsspielraam 
ac=  ff* 


Ot»h 


(l-  /-  F)'  +  {a  +  .){l^  F]  (■(!-/-  !■,  +  {I-  F)'.p- 

e  xiemlich  apröde  Formel,  die  für  zusammengesetzte  Oculan 

dlicher  wird.     Es  mag  genügen,  hier  bervorEuheben,  dasa  dei 

.^uttellangsEpielranm  der  Mikroekupe  atets  sehr  klein  ist;  für  dieselbei 

eiten ,    Mikroskoplänge    und    innere   Sehweitegrenze    i   erreicht   ei 

th  darch  HinausrUckong  der  änsseren  Sehweitegrenzt 


alwi 


'  Uneudliche,  nämlich 
SG 
Zkhlen 


i'-r- 


-~ni{i-f-ni+Li-f)h  ^^^'  "^ 

ile.     f=Iom,  /'=3om,  /  =  20cm, 
a=    bbcm,    4C  =  0,0129min, 
ö=  115  ..       6G  =  0,OI60  .. 
n  =  a).  dC  =  0,0189   „ 
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Deber  dei 


D«a  Fadenkrens  eines  Beobacbtangsfernrobrs  erbSlt  eine  bestimmte 
Stellang  gegen  das  Ocular,  die  treuigslens  derselbe  benbacbter  in  allen 
Fällen  nngeändert  läsat.  Sie  enlspricbt  einer  beetimmtan,  dem  Beobach- 
ter gerade  bequemen  Sebweite,  in  wetcber  dann  das  virtaelle  Bild  des 
Fadenkrenzes  durch  das  Augenglas  entworreo  wird.  Za  anderer  Zeit  iat 
das  beobachtende  Aage  anf  eine  andere  Entrernaog  angepaeet  als  jene, 
wfllcbe  bei  der  Fesletellang  des  Fadenkrenzes  in  Anwendung  kam,  oder 
auch  in  etwas  andere  Entfernung  hinter  das  Augenglas  gestellt.  Trota- 
dem  sieht  der  Beobachter  das  Fadenkreuz  im  Fe 


lieb, 


ande 


ihrem  Grade    von  Kurz-  oder  Weitsichtigki 
ist,  vermögen  das  Fadenkreuz  noch  gut  zu 
dasH   einmal    das    Auge,    nm    dae    F&denkre 
jener  Entfernung, 
zQin   andern,    dass 


genügend  deut- 
le gewählte  Sehweite  —  nach 
it  —  durchaus  nicht  bequem 
erkennen.  Dies  rfihrt  daher, 
iz  deutlichst  zu  sehen,  sich 
elcher  dessen  virtnelles  Bild  enlatebt,  anpasst  und 
■se  Anpasenng  nicht  möglich  ist  oder  nicht 


vollkommen  ToUzogen  ist,  zwar  den  Punkten  der  Fäden  auf  der  Nets- 
haut des  Angea  Abweicbungskreiso  enisprecbeu,  eine  störende  tJodeut- 
licbkeit  jedoch  hierdnrcli  nicht  hervorgerufen  wird,  wenn  der  Halbmesser 
der  Zerstrenungs-  oder  Abweichungskreise  eine  gewisse  Grösse  (gewöhn- 
lich giebt  man  an    1    Winkelsecnnde)  nicht  fibecschteitet. 

Mathematiach  genau  gleich  deutlich  wie  dae  Fadenkreuz  kann  ein 
entfernter  Gegeueland  durch  d«8  Fernrohr  nnr  dann  gesehen  werden, 
wenn  sein  reelles  Büd  mit  dem  Fadenkreuze  zussmmen<UlU,  also  die  vir- 
tuellen Bilder  des  Gegenstandes  und  des  Fadenkreuzes  in  derselben,  der 
Anpassung  des  Auges  entsprechenden  F^ntfernnng  enlateben.  Ist  das 
Fadenkreuz  vom  reellen  Bilde  des  angeblickten  GegenetiindeH  durch  einen 
Zwischenraum  :  getrennt,  so  werden  Fadenkreuz  und  Gegenstand  mit 
ungleich  grossen  Abweichnngskreisen  auf  der  Nflzhaut  des  Auges  auf- 
treten, jedenfalls  wenigstens  das  eine  nicht  vollkommen  deutlich  «ein 
können.  Da  aber  die  eiutrulende  Undeullichkeit,  wie  angeführt,  nicht 
sehr  merklich  ist,  so  lauge  die  Abweichungskreise  klein  genug  sind,  ist 
es  fast  unmöglich,  durch  die  Benrtbeitung  gleich  grosser  (höchster)  Deut- 
lichkeit ein  Fernrohr  so  einzustellen,  daas  Fadenkreuz  und  reelles  Bild 
eines  Zielpunktes  wirklich  genau  ins smmen treffen.  Da  es  ein  gleich  zu 
erwähnendes  Mittel  giebt,  das  Zusammenfallen  recht  scharf  eu  prüfen, 
so  kann  man  leicht  die  Erfahntng  machen ,  dass  die  Versuche ,  aus- 
Bcbliesülich  uach  der  Benttheilung  gleicher  Deutlichkeit  eiuznstelleo ,  mei- 


stens misBglücken  und 
I  bestehen  lassen. 

Wird  die  Mitte  di 
d.  i.  die  Gerade  durch 
Schnittpunkt  der  Fäden  gehalten 


i  ziemlich  i 


■1  Zwischenra 


Auges  genau  auf  die  Abseblinie  des  Fernrohres, 
Mittelpoiikl  des  Objectivs  und  den 
)  liegt  der  vom  Fadenkrensachat^ 


*  £ir  wird  immer  ein  gut  centrirt««  Pumrohc  t 


pnnkte  gedeckte  Fnnkt  des  ferDon  GegeoBtandes  genau  Knf  der 
Unie,  eineTlei  ob  du  reelle  Bild  des  ZielpiioktPa  mit.  dem  Fadei 
aoMamnieDl'KUt,  oder  oh  es  vor  oder  hioior  diesem  liegt.  Drin 
Kber  da«  Aagp  aus  der  AbeehliDie  heraus,  so  deckt  der  Fade 
scUtiitt|iuDkt,   wenn  das  Ange  exceotrisch  bewegt 

densfllbeD  Punkt  des  aDgezielteo  Gegenstandes,  wenn  Fadenkreuz  und 
Bild  des  GegenatandeB  genan  zusammenfallen,  während  andernfalls  eine 
Parallaxe  eintritt,  das  Fadenkreuz  nach  und  nach  andere  Funkle 
des  Gegenslaades  deckt.  Man  hat  die  Kegel:  scheint  dae  Fadenkreuz 
am  Gegenstaade  »ich  im  eelheo  Siooe  zu  verschieben,  in  welchem  das 
'duge  verrückt  wird,  so  liegt  das  reelle  Bild  zwisclicn  Auge  und  Faden- 
ireaz;  geht  aber  die  scheinbare  Bcwegnug  des  Fadei 
Aages  entgegen,  so  liegt  das  reelle  Bild  weiter  vom  Ange  ab,  als  das 
fadentreui.     Im    ersten   Falle    rouss    zur  VerbeaBerong  der  Fernrohrein- 

■lallnDg    das  Ocular   ausg<^zogen  werden,    im  zweiten  Falle  ist  es  einzu- 

■cbieben.     Erst  wenn  das  „Tanzen  des  Fadenkreuzes' 

Kapfes    ganz   aufhört,    ist   die  Ocularslellong  genan    richtig  nnd   besteht 

keine  Gefahr  mehr,  bei  der  Beobachtung  Parallaxen  fehler  zu  machen. 

Trotz  dieses  bekannten  Mittels  der  Prüfung  auf  die  Bichligkeit  wird 

doclj,  wie  die  Crfahrung  lehrt,  die  Ocainrstellung  bei  Messungen  bftutig 

niclst  genan   genng  ausgeführt.     Um  sie  voll 

ee      -vieler  Geduld    und    einer  geschickten  Hat 

•1=1»    auH  freier  Hand  bewirken;  die  gewöhulic 

tet»      Triebwerke  haben  einen  zu  groben   Gan{ 

nntKung,  die  Schlotterigkeit  herbeiführt. 

Der    Einäass,    den    eine  Verschiebung   des    Ocnlars  ansttbt   auf  die 

Entfernung,   in    welcher   das   virtuelle  Bild  entsteht,   hfingt  von  der  Art 


nn«l    der  E 


igaspiei 


weite  des  Ocnia 

um    am    gröasten    ist. 


Rtt^l]  D 

icbtiiulichi 

ml^glicbe  Entfernnog  zwischen  Bild 
Damit    l'aratlaxenfebler    eintreli 

kkreaigtftllaiig  uoch  eiue  Lage  des  Auges 
kommeD.  Diese  ist  immer  zu  befürchten, 
i*^    centrale  Stellung  für  das  A 


uge 
lehr  engen  Blenden  nimmt  der  aufm 
nongen  wahr,  welche  das  Centriren 
Das«  bei  den  Nivellirarbeilen 
"'lebliche  Irrthtimer  vorkommen,  n 
"1"  Theilnngen  dorcb  das  Fernrohr  . 


I 


rksame  Beobachter  Bengungaerechei- 
ies  Auges  leicht  machen. 

m    optischen    Dislanzmessen 

Parallaxe   beim  Beobachten 

itreten  kann,  ist  sehr  bekannt  und 

iid  in  den  Werken  über  VermessoDg  möglichst  sorgfältigea  Einstellen 

det  Ocalan  bei  den  genannten  Geschäften  empfohlen.     Auch  eine  Wia- 

'™P>nllaxe  kommt  vor,  doch  ist  sie  meist  von  geTitig««tn  B^V^a^«  '»k\ 


14D  üeber  den  EiüBtellungsspielraam  am  Femrohr  ete« 

pflegt  nicht  erwähnt  zu  werden.     So  weit  dem  Verfasser  bekannt, 
es  an  einer  zahlengemässen  Aaswerthang  der  möglichen  Parallaxcoil 
Zn  ejner  solchen   soll   das  Nachfolgende  die  Gmndlage  liefern   ni 
sollen  die  Femrohre  mit  verschiedenen  Ocalaren  in  Hinsieht  auf  I 
aze  verglichen  werden. 

Femiolir  mit  einfaehem  Oonlar.    Die  vom  Schnittpunkte  der  I 

aasgegangenen  Strahlen    divergiren   nach   der  Brechung  im   Oenlai 

einem  Punkte,   der  am  die  deutliche  Sehweite  «f,  fttr  welche  das 

angepasst  ist,  vor  diesem,    also  um    d^e  vor   der  Linse   liegt, 

e  die  Entfernung  zwischen  Auge  und  Augenglas  ist.     Bs  genügt, 

mittleren  Strahl   des  in  das  Auge  gelangenden,   au  einem  Punkt 

hörenden  Bflndels  zu  betrachten.     Derselbe  schneidet,  wenn  die 

der  Papille  um  s  seitlich  der  Absehlinie  des  Fernrohres  steht,  das  : 

Bild  des  angezielten  Gregenstandes  in  einer  Entfernung  a  von  der  A 

linie,    welche  sich  zum  Abstände  z  zwischen   Fadenkreus  und   re 

Bilde  verhält  (Fig.  1),  wie  die  seitliche  Entfernung  5^,  in   welche 

betreffende  Mittelstrahl  das  Ocular  schneidet,  zu  dem  Abstände  de 

denkreuzes   vom  Ocular.     Letzterer    ergiebt    sich    aus  der  Theorii 

f(d—e) 

Lupe  zu  -r: — -, .     Die  Seitlichkeit  s,  aber  verhält  sich  zur  Exoenti 

'^  f+d—e  * 

s  der  Pupille,  wie  die  um  den  Augenabstand  verminderte  Sehweite  (« 

zur  Sehweite  (cQ.     Und  der  Strecke  o  des  reellen  Bildes  entspricht 

Q 

—-mal  so  grosse  (Linear OPsrallaxe  am  Gegenstande,   wenn  G  d 
Entfernung  vom  Objectiv  und  B  die  ihr  conjugirte  Bildweite  ist. 

Q  Q p 

die  Brennweite  des  Objectivs,  so  ist  bekanntlich  —  =  — — — ,  und  d 

B  t 

Verbindung  mit  den  Gleichungen 

0 :  5«  =:  z :  -7- — ; ,       *, :  5  =  d  —  <? :  d 

f-k-d—e  * 

ergiebt  die  Grösse  Jk  der  linearen  Parallaxe 

sz  f+d'-e  G  —  F 

Für  unendlich  weitsichtiges  Auge  wird  der  Ausdruck 

^K  =  ^7  (^  -  ^)     (^ür  rf=  00). 

Der  Werth  der  Winkelparallaxe  d  berechnet  sich  nach 

_  ^      sz   G-F  (..f-eX 

/^^^-G-Ff-G-v+-ry 
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Man  folgert: 

Die  lineare  Parallaxe  wächst  mit  der  Zielweite,  sie  ist 
den  Abstände  des  Gegenstandes  Yon  dem  vorderen  Brenn- 
punkte des  Objectivs  proportional.  Bei  der  gewöhnlichen  Art 
iu  optischen  Distanzmessens  ist  dann  die  ermittelte  Entfernung  mit 
tinem  Fehler  behaftet ,  der  sehr  nahezu  der  gemessenen  Entfernung  selbst 
proportional  ist;  genau  dem  Abstände  der  Distanzlatte  vom  yordem 
firaDDpnnkte  des  Objectivs. 

Die  Winkelparallaxe  nimmt  ab  mit  zunehmender  Ziel- 
Weite. 

Beide  (lineare  und  angulare)  Parallaxen  sind 

1.  proportional  der  Seitlichkeit  s  des  Auges, 

2.  proportional   der  Ungenauigkeit  z  der  Oculareinstel- 
lung. 

3.  Sie  werden  kleiner,  wenn  die  Objectivbrennweite  F 
grösser  wird. 

4.  Sie  werden  kleiner,  wenn  die  Ocularbrennweite  / 
grösser  wird. 

5.  Sie  werden  kleiner,  wenn  die  Entfernung  ß  des  Auges 
hinter  dem  Augenglase  grösser  wird. 

6.  Ist  der  Augenabstand  e  gleich  der  Ocularbrennweite 
/,  so  hat  die  Sehweite  des  Beobachters  gar  keinen  Ein- 
fluss  auf  die  Parallaxen;  hingegen 

für  e^f  werden   die  Parallaxen   kleiner  bei  grosser, 
„     e>/*        „  „  „  „  „    kleiner 

Sehweite. 
iHir  die  Wahl  des  Angenabstandes  e  können  verschiedene  Rücksich* 
*^    inassgebend  sein. 

Das  grösste  Gesichtsfeld*  erhält  man,  wenn  das  Auge  in  den 

^^kt  der  Fernrohraxe  gestellt  wird,   in   welchen    die   durch  den  nutz- 

^^V'eii  Rand   des  Oculars   gegangenen  Strahlen   (welche  für  das  Objectiv 

^^^trale   waren)  sich    schneiden.      Filr   den   besondern   Fall   unendlicher 

^'^genstandsweite  und  unendlicher  Weitsichtigkeit  ist  der  Augenabstand 

^    maximales  Gesichtsfeld    sehr  leicht  zu  berechnen   und   in  manchen 

l^ehrbüchern   angegeben.     Er  ist**  /(iH — ),  wo  t?  =  —  die  Vergrösse- 

^Dg  des  Fernrohres   unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  bedeutet. 

Allgemeiner  ist  die  Formel***  - — ^,  die  aber  nur  scheinbar  einfach  ist, 

*  Wie  üblich ,  werden  nur  solche  Punkte  als  im  QmiM^^^^  *  -^veeh- 

net,  von  denen  der  central  dorch  das  Objeetiv 
and  die  Oeffnung  der  Papille  als  verschwindend  Uff 

*^  Badicke,  Handbuch  der  Optik,  II, . 

***  Bohn,  Ergebnisse  physikalischer  J 
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weil  in  der  Femrohrlänge  /«=  g-j-   *     die  gesuchte  Grösse  e  selbst 

enthalten  ist.  Durch  eine  nicht  schwierige,  aber  etwas  weitlSnfige  Rech- 
nung finde  ich  ftlr  die  Sehweite  Yf  und  die  von  der  Gegenstandsweite  Q 
und  Objectivbrennweite  F  in  bekannter  Weise  abhängende  Bildweite  B 
den  Ausdruck  ,  i  / -ry^x 

Jedenfalls  ist  also  der  für  maximales  Gesichtsfeld  su  wählende  Aogen- 
abstand  grösser  als  die  Brennweite  f  des  Oculars,  und  wenn  dieser 
Augenabfitand  gew&blt  wird,  ist,  wie  oben  bemerkt,  die  Parallaxe  ge- 
ringer bei  kleiner  Sehweite  als  bei  grosser. 

Der  Augenabstand  für  maximales  Gesichtsfeld  übertrifft  die  Ocalar- 
brennweite  um  so  weniger,  je  kleiner  Bildweite  und  Sehweite  und  je 
grösser  die  Ocalarbrennweite  ist.  Man  verliert  an  Gesichtsfeld  nur  sehr 
wenig,  wenn  man  den  Augenabstand  gleich  der  Ocnlarbrennweite  macht, 
und  dann  wird  die  mögliche  Parallaxe  unabhängig  von  der  Sehweite. 

Ist  das  Auge  (durch  Brille)  unendlich  weitsichtig,  so  ist  der  Angen- 
abstand  ohne  Einfluss  auf  die  Helligkeit  der  Wahrnehmung  durch  das 
Fernrohr,  da  die  aus  dem  Ocular  tretenden  Strahlen gruppen  cjlindriach 
sind;  ist  aber  das  Auge  nicht  unendlich  weitsichtig,  so  wird  durch  An- 
näherung des  Auges  zum  Ocular  an  Helligkeit  gewonnen,  weil  die  sa- 
sammengebörigen  Strahlen  divergent  aus  dem  Ocular  treten  und  bei 
grösserer  Entfernung  des  Auges  ein  Theil  ungenützt  neben  die  Augen - 
Öffnung  trifft.  Steigerung  der  Helligkeit  ist,  namentlich  bei  dem  Be- 
obachtungsfernrohr, entschieden  wichtiger  als  Vergrösserung  des  Gesichts- 
feldes. Daraus  ist  zu  erklären,  warum  der  Augenort  um  weniger  als 
die  Brennweite  des  Oculars  hinter  diesem  entfernt  gewählt  wird.  Ba- 
dicke*  giebt  an:  man  pflege  den  Deckel  mit  der  runden  Oeffnung  (dicht 
an  welche  das  Auge  gehalten  wird)  an  der  Ocularröhre  halb  so  weit  von 
der  letzten  Linse  (dem  Augenglase)  anzubringen,  als  die  Entfernung 
betragen  muss,  wenn  das  ganze  Gesichtsfeld  übersehen  werden  soll. 
Bei  air  den  vielen  Beobachtungsfemröhren,  die  zu  prüfen  ich  Gelegen- 
heit hatte,  finde  ich  den  durch  das  Sehloch  angegebenen  Augenabstand 
aber  viel  kleiner,  also  immer  ^<A  und  das  ist  demnach  der  praktisch 
wichtigere  Fall,  in  welchem,  wie  angegeben,  die  mögliche  Parallaxe 
kleiner  ist  für  grosse,  am  kleinsten  für  unendliche  Sehweite. 

Der  Halbmesser  der  Oeffnung  im  Oculardeckel  begrenzt  die  mög- 
liche Seitlichkeit  des  Auges.  Verengerung  dieser  Sehöffnung  ist  also 
ein  wirksames  Mittel,  den  möglichen  Parallaxen  fehler  zu  verkleinern^ 
zugleich  wird  dadurch  die  Auffindung  der  centralen  Stellung  des  Auges 
erleichtert,  für  welche  gar  keine  Parallaxe  mehr  stattfindet. 

*  Handbuch  der  Optik,  II,  8SS. 


Zd  der  Scblnsafolgeniiig,  daas  der  mSgUche  PmsI laxen  fehler  darch 
Vergföeserung  der  Brennweite  des  ObjectivB,  wie  jener  des  Ocnlars  ver- 
Hundert  werden  kann,  int  zu  bemerken;  Vermehrung  der  Brennweite 
nöthigt  zu  einer  Verlängerung  des  Fernrohrs,  die  durch  Verringerung 
der  Stsadsicherheit  dea  Inslraments  und  wegen  sonstiger  Nachtheile  und 
TJnbeqnemlicbkcitOD  unerwünscht  ist. 

Die  Vergröesernng  der  Ocularb  renn  weite  ist  insofern  für  die  &enBaig- 
keit  des  Zielens  nätzUch,  als  die  Vergrösaernng  der  Fäden  geringer  wird, 
diese  also  eine  geringere  Fläche  des  angezielten  Gegenstandes  verdecken. 
Sie  Ut  aber  in  Rücksicht  auf  mögliche  Parallaxen  fehler  dadurch  schäd- 
lich, dass  der  Einstellungsspielraum  grösser  und  damit  ein  giSeserer 
Werth  von  z  wahrscheinlich  wird. 


pn 


Fernrohr  mit  Bamiden- Ooolar.     Die  Parallaxe  kann  gefunden  wer- 

darch    Verfolgung    des  Weges    des   vom   Fadenkreuze   ausgehenden, 

Kbliesslich  in  das  um  5  seitlich  gehaltene  Auge  gelangenden  Mittelstrabts. 

Et  schneidet    das    reelle  Bild    in    der  Entfernung    o    von  der  Absehlinie, 

du  Collectivglas  im    Abstände   s^,    das  Augenglas   im    Abstände  «,    und 

1  hat 

:s,  =  r:S,.     *,:*.  =  ö.  :6.  +  i/,     .,:»  =  d-e:d. 

r  bedeutet  g,    die  Entfernung  des  vom  Objectiv  entworfenen  reellen 

Mei  von    dem  Collectiv,    b^    die  mgehSrige  (virtuelle)  Bildweite  ( —  t- 

r— =|-^j,  endlich  muss  nach  der  Lnpentheorio  b^■\^^f—  --■  sein. 

Einfacher  findet  man  die  Parallaxe,  die  beim  Ramsden -Ocalar 
Sglich  ist,  aus  jener  bei  einfachem  Ocular,  dessen  Brennweite  mit  jener 
lies  Angenglasea  am  Ramsden-Ocular  tihereinstimrot,  wenn  man  für  f 
«nfmirt  -L»/"  (die  Brennweite  der  dem  Ramsden-Ocular  Squiralentcn 
LiniB)  und  für  e  selbst  e  +  '{f,  hiermit  beachtend,  daas  die  äquivalente 
^D*e  nm  ^f  nfiher  dem  Objectiv  stehen  muss  als  das  Augenglas. 

M&n  findet  (das  Anbängäel  H  kennzeichnet  das  Ramsden-Ocular) 
_*>«  Parallaxe 


"^nach  fUr  nnendlich  fernsichtig  gemaclites  Auge 

-F)      (für  rfc=oB). 


Kindern  Falle  ist  bei  gleichgrosser  Einstellungsnngenauigkeit 

teitlicbkeit  s  nnd  Entfernung  f  des  Augea  und  gleicher  Ge- 

Udsweite  G    die  Parallaxe    bei  Ramsden-Ocular  !^-m&\  «a  ^tma 
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als  die  bei  einfachem;   allgemein  aber  ist  anter  den  genannten  Beding- 
ungen das  Verhältniss 

^K      9'    f+d-e 

welches  auch  sehr  nahezu  das  Verhältniss  der  erzielten  Vergrössemngeii 
ist  (ganz  genau  bei  G:=qo).  , 

Für  das  Fernrohr  mit  Ramsden- Ocular  gelten  die  für  das  mit  ein- 
fachem Ocular  aufgestellten  Schlüsse  bis  5.  unverindert,  in  6.  aber  ist 

die  Bedingung  e^/*  zu  ersetzen  durch  2e~f, 

Femrohr  mit  Campani- Ocular.  Bei  allen  negativen  Ocularen  muas 
das  Fadenkreuz  zwischen  CoUectiv  und  Augenglas  und,  damit  es  scharf 
gesehen  werde,  in  jener  bestimmten  Entfernung  vor  dem  Augenglase 
liegen,  welche  das  virtuelle  Bild  in  dem  Abstände  vom  Auge  entstehen 
lässt,  für  welchen  dieses  gerade  angepasst  ist.  Je  nach  der  Entfernung 
(e)  desselben  Auges  hinter  dem  Augenglase  und  je  nach  der  Anpassungt- 
weite  (d)  muss  also  die  Lage  des  Fadenkreuzes  gegen  das  Augenglas 
sich  ändern.  Aus  technischen  Oründen  verschiebt  man  nicht  gern  daa 
Fadenkreuz  selbst,  sondern  es  ist  üblich,  das  Augenglas  im  Ocularrohr 
80  lange  durch  Schrauben  zu  verschieben ,  bis  die  dem  betreffenden  Auge 
dienliche  Entfernung  erreicht  ist;  es  wird  also  der  Abstand  zwischen 
Augenglas  und  Collectiv  und  damit  die  Construction  des  zusammen- 
gesetzten Oculars  geändert.  Wären  alle  Beobachter  durch  passende  Bril- 
len unendlich  weitsichtig  gemacht,  so  wäre  dem  Fadenkreuze  ein-  für 
allemal  die  Stellung  in  der  Brennebene  des  Augenglases  anzuweisen; 
jeder  Grund,  die  relative  Stellung  von  Augenglas  und  Collectiv  zu  än- 
dern, entfiele  und  damit  wäre  die  Gefahr  beseitigt,  das  Ocular  hinsicht- 
lich seiner  Wirkung  auf  Minderung  der  zwei  Aberrationen  zu  verschlech- 
tem. Schon  aus  diesem  Grunde  empfiehlt  sich  der  Gebrauch  einer  ge- 
nügend starken  Brille,  der,  wie  gefunden,  auch  für  Verminderung  des 
Einstellungsspielraums  nützlich  ist  und,  wie  sich  zeigen  wird,  ebenso 
empfehlenswerth  ist  in  Hinsicht  auf  mögliche  Parallaxe. 

Die  Untersuchung  des  Parallaxenfehlers  bei  dem  nach  dem  indivi- 
duellen Bedürfniss  des  Beobachters  durch  Verstellung  des  Augenglases 
abgeänderten  (gewöhnlich  in  optischer  Hinsicht  verschlechterten)  Cam- 
pani-Ocular  würde  sehr  weitläufig  und  doch  von  geringem  Interesse 
sein.  Es  wird  daher  nachfolgend  angenommen,  der  Abstand  zwischen 
Collectiv  und  Augenglas  sei  unverändert  der  doppelten  Brennweite  des 
letztern  gleich  und  das  Fadenkreuz  habe  solche  Lage,  dass  sein  virtuel- 
les Bild  in  der  Entfernung  (d)  vom  Auge  entstehe,  auf  welche  dieses 
angepasst  ist. 

Die  Untersuchung  ist  weniger  einfach  als  für  das  Bamsden- Ocular, 
weil  das  Collectiv  einen  Theil  des  Objectivs  bildet,  je  nach  der  Einatel- 
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lang  (GtogensUindsweite  n.  8.  f.),  aber  seine  Lage  gegen  das  vorderste 
Glas  (das  eigentliche  Objectiv)  ändert.  Es  ist  also  nicht  empfehlens- 
werth,  eine  dem  System  von  Objectiv  nnd  Collectiv  äquivalente  Linse 
einanffihren,  denn  dieser  müsste  veränderliche  Brennweite  und  veränder- 
liche Stellung  gegeben  werden ,  weil  der  Abstand  der  Linsen  des  Systems 
ändert 

Aus  dem  Abstände  —    des  Fadenkreuzes  vor  dem  Augenglase 

ergiebt  sich  jener  hinter  dem  Collectiv  b^^^f,  .     Bei  genauer 

Einstellung  muss  ebendort  das  reelle  Bild  liegen,  welches  Objectiv  und 
Collectiv  zusammen  entwerfen. 

Bei  ungenauer  Einstellung  liegt  das  reelle  Bild  nicht  in  der  Ent- 
fernung 6|  hinter  dem  Collectiv,  sondern  in  der  Entfernung  b'^b^  +  z. 
Und  der  Abstand  g'  der  Ebene,  nach  welcher  hin  die  aus  dem  Objectiv 
tretenden  Strahlenbündel  convergiren,  hinter  dem  Collectiv  berechnet 
sich  nach  der  Formel 

1  1.1  ,        3fb' 


3/-"      9^b'   "-•  ^      3A-6' 

Der  vom  Schnittpunkt  der  Fäden  ausgegangene  und  nach  dem  um 
t  seitlich  von  der  Absehlinie  befindlichen  Auge  gelangende  Mittelstrahl 
Mhneidet  das  Augenglas  in  der  Entfernung  5^ ,  das  reelle  Bild  des  Gegen- 
stand! in  der  Entfernung  c  und  die  Convergenzebene  der  aus  dem  Ob- 
jeetiY  getretenen  Strahlenbündel  im  Abstände  a  von  der  Absehlinie.  Der 
Anblick  einer  leicht  anzufertigenden  Zeichnung  liefert 

/-f-a  —  e 

^d  die  Linearparallaxe  bei  Campani-Ocular 

G  G—F 

^it  Benützung  der  Werthe  von  g*:b\  b'  und  b^  ergiebt  sich  hieraus 

_$z  f+d-^e    G'-F  3 

^^  alao  für  unendlich  weitsichtiges  Auge 

^e  =  ^,-(C-F)-^     (fürrf  =  Qo). 

Wie  bei  einfachem  und  bei  Ramsden-Ocular  ist  auch  bei  Cam- 
P^Ai.Ocular  die  Parallaxe 

1.  proportinal  der  Seitlichkeit  (s)  des  Anges, 

£  U^Oi^mMtik  o.  PbjBik  XXVIIt,  X  \Q 
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2.  aber  nicht  mehr,   wie  bei  jenem  Ocnlare,  auch  genau 
proportional  der  Einstellnngsungenanigkeit  z^ 

indem  diese  in  der  Formel  nochmals  auftritt  und  sogar  je  nach  ihrem 
Vorzeichen  die  Grösse  der  Parallaxe  (ein  wenig)  beeinflusst;  —  sie  wird 
etwas  grösser,  wenn  das  Ocular  zu  weit  eingeschoben  ist,  als  wenn 
es  gleich  viel  zu  weit  herausgezogen  ist. 

Die  bei  dem  Campani-Ocular  au  befürchtende  Parallaxe 
wird  kleiner: 

3.  wenn  die  Objeetivbrennweite  (F)  grösser  wird; 

4.  wenn    die   Ocularbrennweite   (f)   grösser   wird   (die  all 
gemeine  Untersuchung  hierauf  ist  recht  umständlich); 

5.  wenn  der  Augenabstand  e  grösser  wird; 

6.  wenn    die  Sehweite  {d)  grösser  wird.     Die  Parallaxe  wird 
bei  unendlich  grosser  Sehweite  am  allerkleinsten. 

Das  Verhältniss  der  Parallaxe  bei  Anwendung  von  Campani-Ocu- 
lar und  von  einfachem,  dessen  Brennweite  gleich  der  des  Augenglases 
von  jenem  ist,  berechnet  sich  unter  den  früher  genannten  Bedingungen 

allgemein :  ^  . 

Je  _  »^ 

f+d-e     +/• 
und  fttr  nnendlich  weitsichtiges  Aage: 

3 


^^7 


(für  rf=oo). 


also  sehr  nahezu  anderthalb. 

Das   Verhftltniss    der    Parallaxe    von    Campani-    und   Ramsden- 

Ocular  mit   gleicher  Brennweite   f  des  Augenglases  ist,   unter  den  öfter 

—  t 
genannten  Bedingungen,  nahezu,  nämlich  wenn  -|-  -y.  vernachlässigt  wird 

/+2(rf-e) 

und  für  unendlich  weitsichtiges  Auge  ist  es 

1^    (annähernd)    (fürd=cx). 

Es  soll  nun  das  Verhältniss  der  Parallaxen  gleich  stark  ver- 
grössernder  Fernrohre  mit  den  verschiedenen  Ocnlaren  unter  Voraus- 
setzung gleicher  Objective,  gleicher  Gegenstandsweite,  ferner  gleicher 
Einstellungsungenauigkeit  :,  gleicher  Augenseitlichkeit  s  und  gleichen 
Augenabstands  e  berechnet  werden.  Damit  die  Vergrösserungen  gleich 
sind,  müssen  die  Brennweiten  der  Augengläser  sich  sehr  nahexu  ver- 
halten : 
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lOfjd^e)  2f(fi^e) 

'  4/ +  9(1/-^)  •  2/  +  3(</-e) 
(Kepler)       (Ramsden)  (Gampani) 

and  fQr  anendlicb  weitsichtiges  Auge  ((f=:Qo): 

Die  Einsetzung  der  genauen  Brennweiteverhältnisse  ist  äusserst  un- 
bequem und  es  genüge  daher,  auch  für  endliche  Sehweite  das  letzt- 
genannte, noch  genügend  angenäherte  Verhältniss  1:M:|.    Wird  durch 

einen  Accent  am  Index  angedeutet,  dass  gleiche  Vergrösserungen  gemeint 
•ind|  so  erhält  man  durch  Einsetzen  nach  einigen  Zusammenziehungen: 

sz  f+d'-e       G—F 

'       d  f  F 


«5  ,  5/-+9(ri-«-) 


G-F 


sz    ^2f  +  3(d-e)  G-F  2/'+3(rf-c) 


''  ^  ^      2/-+6(rf-c)  +  3i  +  $i^ 


und  flir  nnendlicbe  Sehweite 


^Ä'=^-(G-F)  \   (für  £/=oo). 


Für  unendlich  weitsichtiges  Auge  ist  also  die  Parallaxe  von  gleich- 
stark vergrösserndem  Kepler-  und  Ramsdeu-Fernrohr,  unter  den  an- 
gegebenen Bedingungen,  gleich,  hingegen  die  des  Camp  an  i- Fernrohrs 
viel  grösser,  nahezu  |-mal  so  gross,  genauer: 

de      de  9  f 


dK'     die      4/*+  3: 


(für  rf=oo). 


Für  endlich    grosse  Sehweite   werden   die  Verhältnisse  der  Parall- 
axen nur  schwerfällig  ausdrück  bar: 

^^  .   [2/'+3f^-g)l« ^ 


[/•-f(/-f^][2/'+6(rf-^)  +  32  +  fz^] 
^^il [2/+3(^-g)]« 
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Selbst  wenn  mao  die  kleine  Grösse  +  J  -?  gegen  ^  ,  ,  ^    . r  vemacb- 

lässigt,  werden  die  das  Camp  an  i -Fernrohr  angehenden  Ausdrücke  noch 
wenig  ttbersichtlich : 

^=4  [2/-+3(d-e)]« 

^Ä'        *  |/+3(d-e)l[5/+9(d-e)] 

Sehr  leicht  lässt  sich  flberblicken,  dass  die  bei  Camp  an  i- Fernrohr 
2U  beftirchtende  Parallaxe,  nnter  sonst  gleichen  Verhältnissen »  nament- 
lich Voranssetsnng  gleicher  Einstellangsnngenauigkeit  t,  sehr  viel  grosser 
ist  als  bei  Ramsden-  oder  Kepler -Femrohr.  Da  nnn  aber,  wie  ge- 
funden, der  Einstellungsspielranm  bei  Campani-Ocular  grösser  ist  als 
bei  den  anderen ,  also  anch  der  wahrscheinliche  Einstellnngsfehler  %  grösser 
ausfallt,  so  wird  nm  so  mehr  noch  der  bei  Campani-Femrohr  an 
befürchtende  Parallaxen  fehler  am  grössten. 

Gleichwohl  findet  man  das  Campani-Ocnlar  bei  Beobachtnngsfem- 
röhren  (wenigstens  bei  solchen ,  die  zu  irdischen  Messungen  dienen)  und 
auch  bei  Mikroskopen  am  häufigsten  angebracht.  Dass  diese  Vorliebe 
eine  gänzlich  ungerechtfertigte  ist,  auch  die  gewöhnlich  dafür  angegebe- 
nen Gründe  nicht  stichhaltig  sind,  soll  des  Weiteren  in  einer  besondeni 
Abhandlung  nachgewiesen  werden. 

So  weit  mir  bekannt,  haben  die  Beobachter  (ausgenommen  vielleicht 
solche  mit  hohem  Grade  von  Knrssichtigkeit)  die  Gewohnheit,  die  Brille 
abzunehmen,  wenn  sie  durch  das  Fernrohr  sehen,  während  aus  vor- 
stehenden Untersuchungen  entschiedene  Vortheile  des  Gebrancha  einer 
starken  Zerstreuungsbrille  ffir  alle  Beobachter  hervorgehen.  Der  stören- 
den Reflexion  von  Licht,  welches  von  rückwärts,  an  den  Schläfen  und 
der  Stirn  des  Beobachters  vorüber,  auf  die  Brille  füllt,  kann  man  leicht 
abhelfen.  Gerade  bei  dem  so  häufig  vorkommenden  Campani-Ocnlar 
ist  der  Gebranch  der  das  Auge  auf  unendliche  Entfernung  anpassenden 
Brille  am  allemützlichsten,  wie  aus  den  allgemeinen  Formeln  geschlossen, 
bequemer  aber  noch  aus  nachfolgenden  ausgerechneten  Beispielen  ersehen 
werden  kann. 

Es  sind  die  Parallaxen  für  ein  schwächeres  und  für  ein  stärker  ver- 
grösserndes  Fernrohr  gerechnet  worden,  in  allen  Fällen  die  Seitlichkeit 
des  Auges  von  der  massigen  Grösse  ;  =  1  mm  angenommen.  Die  Ein- 
stellungsungenauigkeiten  sind  bei  den  schwächeren  Fernrohren  etwas 
grösser  als  bei  den  stärker  vergrössernden  angenommen,  und  zwar  un- 
gleich für  Kepler-,  Ramsden-  und  Campani-Ocular,  unter  Berflck» 
sichtigung  der  verschiedenen  Grösse  des  Einstellungsspielranmes.  Ffir 
die  schwächeren  Fernrohre  (ungefähre  Vergrösserung  15)  ist,  wie  bei 
dem  Nivelliren  noch  vorkommt,   die  Gegenstandsweite  au  60  m,   f&r  die 
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stärkeren  Fernrohre  hingegen  eine  Oegenstandsweite  von  250  m ,  die  bei 
Distansmeascin  mit  solchen  (etva  35  mal  vergrössernden)  Fernrohren  oft 
Torkommt. 

ZaUenbeispiele  für  die  linearen  Parallaxen. 

L         F=30,    /•=2,     6=1,     *  =  0,1,     G  =  6000  cm 

Kepler:  ?  =  0,05cm; 

ri  =  20  cm ,     Jg  =  5,23  mm ,     Jk'  =■  5,23  mm ; 
rf  =  oo,  z/k  =  4,98   „        z/k'  =  4,98    „ 

Bamsden:  z  =  0,06  cm; 

cf  =3  20  cm ,     Jr^=  6,41  mm ,     /ißf  =  6,00  mm ; 
^  =  00,  ^Ä=6,41    „        z/ir=5,98    „ 

Campani:  2  =  0,07  cm; 
</  =  20cm,     ^c=ll,31  oder  11,74mm,     ^er=16,03  oder  17,03mm; 
rf  =  oo,  ^c=  10,27     „      10,63    „        ^(7^=15,27     „      16,10    „ 

IL         ^"=35,    /'=1,     e  =  0,5,     5  =  0,01,     6?  =  25000  cm. 

Kepler:  z  =  0,033  .. .  cm; 

rf=20cm,     ^/ir=  24,37  mm,     z/ir'=  24,37  mm; 
d  =  oo,  z/ir=  23,78   „        z/ir'  =  23,78   „ 

Bamsden:  z=  0,04  cm; 

rf=20cm,     z/ä  =  31,70  mm,     ^ä'=  29,55  mm, 
rf  =  a>,  z/ä  =  31,70   „        ^ij'  =  28,53   „ 

Campani:  z  =  0,05  cm; 
tff  =  20  cm,     z^c  =  54,21  oder  57,68  mm,     ^c^  =  79,25  oder  85,53  mm; 
d  =  (X),  -df^=  52,19     „     54,87   „        ^(r=  77,61     „     83,37   „ 


IX. 
Das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung. 

Von 

Ür.  Stoll 

In  Bensheim  a.  d.  Bergttr. 


Diese  zuerst  von  Nuüez  in  seinem  Werke  De  crepnscnlis  gestellte 
Aufgabe  wurde  zum  ersten  Male  nach  jahrelangem  Suchen  von  Joh. 
BernouUi  (Opera  I,  64)  gelöst  (vergl.  Wolf,  Handb.  d.  Math.  II,  178). 
Sowohl  er,  als  auch  andere  hervorragende  Mathematiker  erhielten  die 
Lösung  nur  durch  Vermittelung  einer  schwer  discutirbaren  Gleichung  des 
vierten  Grades,  deren  Wurzeln  eigentlich  zwei  von  einander  verachiede- 
nen  Aufgaben  angehörten,  die  in  der  Beziehung  von  relativen  Maxiniis 
und  Minimis  standen,  ohne  dass  diese  Beziehung  von  ihnen  erkannt 
worden  wäre.  Der  Erste,  welcher  von  den  beiden  correspondirenden 
Aufgaben-  wenigstens  die  eine  in  befriedigender  Weise  löste,  war  nach 
Wolf  a.  a.  0.  der  verstorbene  Kopenhagener  Astronom  d 'Arrest  (Astron. 
Nachr.  1085  von  1857);  derselbe  hat  Übrigens  das  bei  seiner  Lösung  auf- 
tretende Maximum  nicht  berücksichtigt.  Die  folgende  Darstellung  scheint 
mir  den  Vorzug  zu  besitzen,  eine  in  den  angedeuteten  Beziehungen  er- 
schöpfende und  allgemeine  zu  sein;  ausserdem  beschränkt  sie  sich  auf 
elementare  Hilfsmittel,  insofern  sie  blos  die  Kenntniss  der  sphärischen 
Trigonometrie,  nicht  aber  die  der  Differentialrechnung  voraussetzt,  and 
bietet  deshalb  einen  geeigneten  Uebungsstoff  für  Schüler  höherer  Lehr- 
anstalten. Wir  stellen  uns  demgemäss  folgende  zwei  Aufgaben,  von 
deren  zweiter  das  sogenannte  Problem  der  kürzesten  Dämmerung  ein. 
specieller  Fall  ist: 

I.  Unter    welcher    Polhöhe    kommt    ein   Stern,    dessen 
Declination  <<  gegeben  ist,  am  schnellsten  von  eine 
gegebenen    Almucantarat    A,    zu   einem   zweiten    ge-^ 
gebenen  Almucantarat  ^2^ 
II.  Wie  gross  muss  die  Declination  eines  Sternes  sein« 
damit   derselbe   an    einem  Orte   von  gegebener  Pol' 
höhe  q>  am  schnellsten  von  einem  gegebenen  Almu  ' 
cantarat   A,   zn    einem  zweiten  gegebenen  Almucan- 
tarat h^  gelange? 
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Wir  nennen  die  Azimute  des  Sternes ,  wenn  er  die  Höhen  h^  and  h^ 
hat,  bezüglich  a^  und  a,,  femer  die  zu  h^  and  h^  gehörigen  Stnnden- 
winkel  bezüglich  /^  and  t^;  ausserdem  setzen  wir  Toraus,  der  Stern  sei 
im  Sinken  begriffen ,  also  h^  >h^  and  /^  > ']  •  Dann  gelten  ffir  das 
Dreieck  Zenith,  Pol,  Stern  folgende  drei  Gleichnngspaare: 


{ 


cosh^  sin  a^  t=  cos  d  sin  t^ , 
cos  h^  sin  a^  =  cos  d  sin  i^ ; 


^  (     sin  Äj  —  sin  q>  sin  d  =  cos  q>  cos  d  cos  /|', 

f     sin  h^  —  sin  q>  sin  d  =  cos  <p  cos  d  cos  t^ ; 

^.  i     cos  Äj  cos  «j  cos  <p  =  5m  Äj  sin  q>  —  sin  d , 

)     cos  h^  cos  a^  cos  q>^=  sinh^  sin  q>  —  sin  d. 

Durch  Multiplication    der   Gleichungen    eines  jeden   Paares   miteinander 

erhftlt  man: 

cos  Aj  cos  h^  sin  a^  sin  a^  =  cos*  d  sin  t^  sint^ , 

(sin  Äj  —  sin  g>  sin  d)  {sin  h^  —  sin  q>  sin  d)  =  cos*  q>  cos*d  cosi^  cos  t^ , 

rof  A|  cosh^  cos*q>  cos  a,  cos  a^  =  {sin  h^  sin  g>  —  sin  d)  {sin  h^  sin  9  —  sin  d). 

Nachdem  man  die  erste  dieser  drei  Gleichungen  mit  cos*g>  multiplicirt  hat, 
addire  man  sie  zu  der  Summe  der  beiden  letzten  und  ziehe  sie  davon 
ab;  dadurch  bekommt  man  zwei  neue  Gleichungen,  die  wir  der  Kürze 
halber  in  eine  einzige  zusammengezogen  haben: 

cos^ip  cosh^  cosh^  cos(a^  +  a^)  +  {sin h^  —  sin  9  sin  d)  {sin h^  —  sin  tp  sin  d) 
=  cos*q>  cos*  d  cos(t^  -f  ^)  +  ( sin  ä,  sin  qt  —  sin  d)  {sin  h^  sin  9  —  5f>i  dl). 

Dadurch,  dass  man  die  Klammergrössen  ausmultiplicirt,  reducirt  und 
das  Resultat  durch  cos*qt  dividirt,  kommt  folgende  Doppelgleichung  zum 
Vorschein : 

cos*d  cos{i^  +  /j)  =  co5Äj  cosh^  ro5(crj  +  a,)  +  sin  h^  sin  h^  —  sin*d 

oder,  wenn  man  die  Functionen  der  Winkeldifferenzen  und  Winkelsum- 
men  durch  Functionen  der  halben  Differenzen  und  Summen  ersetzt  und 
dann  die  Doppelgleichung  wieder  getrennt  schreibt: 

4)     cos^d  sin*\  (/,  —  /j)  =  cos  Ä,  cosh^  sin*^  («j  —  «,)  +  sin*\  (Ä,  —  Aj) , 

Nun  giebt  die  Subtraction  der  Gleichungen  2): 

cosqt  cos  d {cos  t^  —  cosi^)  =  sinfi^  —  sinh^ 
oder 

cos^  cos d  sin ^{t^  —  t^)  sin^{i^  +  /,)  =  5t>i^ (Aj  —  ^)  cos^{h^  +  ^»); 

mus  der  Zusammenstellung  des  Quadrats  dieser  Gleichung  mit  Gleichung 
5)  iXast  sich  sofort  erkennen,  dass 

^\     rnt«nn  ttn«  I  (f        M  -  Sin^{h,  ~^)  ros*^{h,+h,) 

6)    cos'tpimi{t,     '1)  -  ^^,^  ,^,^  sin*^(a,  +  a,)  +  sin*^{h,  -Ä,) ' 

Die  Oleiehungen  4)  und  ^^  «"^halten  die  Lösungen  der  beiden  oben 
geateUten  Aufgaben.  aus  Gleichung  4),  die 
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wir  zuerst  betrachten  wollen,  dass  für  ein  constantes  <f  ein  MiDimnin 
von  ('»  — 'i)  stattfindet,  wenn  ai  =  «j;  der  Minimalwerth  von  (<f— 'i)  iat 
dann  gegeben  durch  die  Gleichung: 

7)  «ni^-'i  = — ^     '  .     *   > 

welche  ans  noch  eine  weitere  Bedingung  für  die  Möglichkeit  eines  Mini- 
mums kennen  lehrt,  dass  nMmlich  ^(h^—h^)  ^90^  —  d  sein  muss.  Um 
die  Polhöhe  zu  finden,  bei  welcher  das  Minimum  eintritt,  setze  man  in 
dem  Gleichungspaare  3)  cosa^  =  cosa^  und  dividire  dann  die  eine  Gleich- 
ung durch  die  andere;  so  erhält  man: 

cos hy      sin Ä,  siti q>  ^  sind 

cos  h^      sin  h^  sin  q»  —  sin  d 

oder,  wenn  man  entwickelt  und  ordnet: 

sin  d{cosh^  —  cosh^  =  sin  q>  sin{h^  —  Äj). 
Dies  giebt  nach  einer  leichten  Umformung: 

8)  stn(p  = f— * r\Stnd. 

Das  Azimut,  welches  der  Stern  hat,  wenn  er  in  jedes  der  beiden 
Almucantarate  eintritt,  findet  mau  durch  Subtraction  der  Gl^iehungen  3) 
von  einander,  nachdem  man  in  ihnen  cos  n^  ^=^  cos a^  gesetzt  hat;  denn 
dieses  Verfahren  liefert  zunächst: 

{coshj^  —  cosh^)  cosq>  cosa  =  (*tnÄ,  —  sinh^)  sinq>^ 
woraus 

9)  cosa=z-~  cotg  ^  (Ai  +Ä,)  tgq> 

folgt,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  man  den  aus  Gl.  8)  sich  ergeben- 
den   Werth   von   tp  substituire.     Führt  man   diese  Substitution  aus,    so 

hat  man: 

cos ^{k^+h^)  sind 
9a)  cosa  = ^  ■ 

Die  Gleichung  4)  zeigt  ferner,  dass  ein  Maximum  von  (f|  — O  ^^i* 
tritt,  wenn  o,  =  180^+Oii  eine  Bedingung,  die' nur  erfüllt  gedacht  wer- 
den kann,  wenn  wir  unter  (^  — 0  ^^®  Zeit  verstehen,  welche 
der  Stern  braucht,  um  vom  ersten  Almucantarat  bis  zu  seinem 
zweiten  Durchgange  durch  das  zweite  Almucantarat  zu  ge- 
langen.    Den  Maximalwerth  selber  findet  man  durch  die  Gleichung: 

cos^  d  sin^^  (J^  —  /,)  =  cos  h^  cos  Ä,  +  «w*  4  (^  ""  ^)^ 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  umformen,  indem  man  ^n'^  (A^— A|)e=  4 
^^cos(h^^h^)  setzt  und  cos{h^  —  h^)  entwickelt;  sie  erhält  dann  die 
Form  i+ 4co5(Äj-f-Aj)  oder  cos^\{\  +  h^)^  so  dass 

10)  ^i(,,_,^)=::?ü(^±M 
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wird.  Soll  das  Maximam  wirklich  möglich  sein,  so  mnss  noch  die  Neben- 
bedingnng  ^(^i  +  ^%)>d  erfüllt  sein,  wenigstens  dem  absoluten  Werthe 
Dach.  Die  Polböhe,  unter  welcher  dieses  Maximum  eintritt,  ergiebt  sich 
durch  Division  der  Gleichungen  3),  nachdem  man  in  ihnen  cosa^  = 
—  cosa^  gesetzt  hat;  es  kommt  nämlich  vorerst: 

sind  {cosh^  +  cosh^)  =  sin^  sin  (Ä,  +Äj) 
und  dann  nach  leichter  Umformung 

1 1)  svi (p  =    .   w\    .  J.X  smd. 

Die  Subtraction    der  Gleichungen   3)  liefert  in  diesem  Falle,   wenn  man 
in  ihnen  cosa^  =  -^  cosa^  setzt  und  dann  wie  oben  verfährt: 
_^  cosa.  I       ... 

12)  .o,«;r+'«'i(*»-*«)'^'' 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  <p  aus  11)  substituirt: 

cosa^  i  j/sin* ^  (\  +  Ä,)  -  cos^ ^  {\  -  Ä,)  sin^ d 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Behandlung  der  zweiten  oben  gestellten 
Aufgabe,  wozu  die  Gleichung  6)  die  nöthigen  Dienste  leistet.  Aus  ihr 
findet  man  für  ein  constantes  q>  als  Bedingung  des  Minimums: 
a|  +  <4  =  180^,  d.  h.:  die  Höhenkreise,  in  denen  sich  der  Stern 
bei  seinem  Durchgange  durch  das  erste  und  zweite  Almu- 
cantarat  befindet,  mtlssen  gleichweit  südlich  und  nördlich 
Tom  ersten  Vertikal  entfernt  sein. 

Bei  Erfüllung  der  gestellten  Bedingung  geht  die  Gleichung  6)  über  in : 

der  Nenner  der  rechten  Seite  verwandelt  sich,  wenn  man  statt  sin^^{h^-h^ 
den  Werth  ^  —  ^coä(Äi--Äj)  setzt,  in  i  +  i^^o^CÄi+^j)  oder  cos* ^(Äj  +  ä,) 
und  man  erhält  daher  für  die  Minimalzeit  die  Gleichung: 

13)  ^l(,,_g  =  i^^r^), 


welcher  ersichtlich  ist,  dass  für  die  Möglichkeit  eines  Minimums  noch 
die  Nebenbedingung  ^(A^  — Ay)<  90^  — ^  bestehen  muss.  Setzt  man  in 
den  Gleichungen  3)  cosa^^=  —  cosa^  und  dividirt,  so  ergiebt  sich  in  der 
nämlichen  Weise,  wie  oben  bei  dem  Maximum  in  der  ersten  Aufgabe, 
Ar  die  Deelination,  bei  welcher  das  Minimum  stattfindet,  die  Gleichung: 

C05i(Ä,-Ä,) 

Um  die  Azimute  des  Sternes  im  ersten  und  zweiten  Almucantarat 
SQ  finden,  sabtrahire  man  die  Gleichungen  3),  nachdem  man  in  ihnen 
eöffl^Bs^cofOi  gesetzt  hat,  wodurch  zunächst 
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cos «1  ~  cos 02  =  coig 9^  tg^. 

Eine  weitere  Anwendung  lassen  unsere  Formeln  su,  wenn  man 
nach  derjenigen  Stellung  eines  Sternes  fragt,  wo  er  am 
schnellsten  seine  Höhe  &ndert.  Setzt  man  nämlich  in  Gleichung 
14)  ^  =  Aj,  80  erh&lt  man  für  die  Declination  des  Sternes  bei  gegebener 
Höhe  und  Polhöhe  sin d  =  sin \  simp ^  und,  wenn  man  diesen  Werth  in 
die  erste  der  Gleichungen  3)  substituirt,  cosa^^=0  oder  «^  =  90^  d.h.: 
der  Stern  muss  im  ersten  Vertikal  stehen.  Die  Gleichung  13) 
kann  man  auch  schreiben 

#f«^(Ä,  — Ä,) 

und  da  ffir  ^  =  ^i  auch  t^^h  ^^^^ «  ^^  drfickt  die  linke  Seite  die  Ge- 
schwindigkeit des  Sinkens  aus,  wenn  der  Stern  im  ersten  Vertikal  steht; 
dieselbe  ist,  wie  man  sieht,  dem  Cosinus  der  Polhöhe  proportio- 
nal. Aus  der  Formel  sinds=  sinh^sinq>  geht  zugleich  noch  henror,  dass 
die  Declination  des  Sternes  den  Werth  q>  nicht  tiberschreiten  und  auch 
nicht  negativ  sein  darf,  weil  im  ersten  Falle  sinhj^  grösser  als  die  Einheit 
sein  mttsste  und  im  zweiten  Falle  der  Stern  erst  unter  dem  Horizont  den 
ersten  Vertikal  erreichte. 
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sin  4  (/j  —  /j)  = - 

gefiinaeD. 

Ein   Maximum   der   Dftmmerangszeit  giebt   es   nicht,   weil  das 

oben  für  den  allgemeinen  Fall  gefundene  Maximum  die  ganze  eigentliche 

Nacht  in  sich  begreifen  würde;  wenn  man  aber  nach  dem  Maximum  der 

Zeit   fragt,   welche   die  Sonne   braucht,   um   vom  Horizont  bis  zu  ihrem 

zweiten  Durchgänge  durch  das  Almncantarat  —  18^  zu  gelangen,  so  giebt 

die  Oleichang  ,  no    -^ 

^  *in <p  =  —  colg9   sm  d 

darauf  die  Antwort.  Die  dabei  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  0,= 
180^+ 0|  und  </<9^,  und  die  Azimute,  welche  die  Sonne  beim  Unter- 
gang und  beim  zweiten  Durchgang  durch  das  Almncantarat  — 18^  besitzt, 
sind  gegeben  durch  die  Gleichung 

^osa.l        .       ^A            ,          ,.  ,           ,                sin 9^  sind 
M  =  +  ig9^ig(p,   bezüglich  =  +       

Soll  die  Frage  beantwortet  werden,  bei  welcher  Declination 
der  Sonne  an  einem  Orte  von  gegebener  Polhöhe  die  kür- 
zeste Dämmerung   stattfinde,   so   thut   dies  die  aus  Gleichung  14) 

folgende  Gleichung: 

sind=   -  ig9^  sin  tp. 

Die  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  erstens  crj^" ''g^'^  180^,  was  oben 
erklärt  ist,  und  zweitens  q>  <  81".  Die  Minimalzeit  selbst  findet  mau 
durch  die  Gleichung  .  ^^ 

^  ^  *      *'      cos  <p 

und  die  Azimute,  in  denen  die  Sonne  den  Horizont  und  das  Almncan- 
tarat —  18®  zum  ersten  Male  schneidet,  durch  die^  Gleichung 

COS  ttg  I         — 

Ein  eigentliches  Maximum  der  Dämmerung  kann  aus  dem  oben  an- 
geführten Grunde  auch  hier  nicht  stattfinden;  wohl  aber  giebt  es  ein 
Maximum  der  Zeit,  welche  die  Sonne  von  ihrem  Untergange  an  bis  zu 
ihrem  zweiten  Durchgange  durch  das  Almncantarat  —18^  braucht;  dies 
findet  statt  bei  der  durch  die  Gleichung 

sind  =  —  coigQ^  sin  q> 

bestimmten  Declination,  wobei  die  Bedingungen  gelten  ai+c^^^^^  ^^^ 
4p<9^  wenigstens  dem  absoluten  Werthe  nach.  Die  Maximalzeit  lernt 
mmn  kennen  durch  die  Gleichung 

**    '       '        cosg> 

und  die  Azimute,  in  welchen  die  Sonne  den  Horizont  erreicht  und  zum 
zweiten  Male  das  Almncantarat  —18^  schneidet,  durch  die  GUv^Vvxi^^ 
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y'  y"      ^    •'*        ^"* 

arciang^=arciang^,    und    ^8  =  ^^Tqi^    "*• 
ist.     Die  Gleichungen  der  gesnchten  Cnrve  werden  sonach: 

jj  =  /ro5J    \  fü  dt '\- nrctang^X^     y^f$%n\    \  iüdi-\' arciang -y^X^ 

2«  z"^ 


<p^ß 


Wird  die  letzte  Gleichung  nach  z  aufgelöst  und  noch  berücksichtigt,  daas 

ff 

dt  +  arciang^,  und   Q  =  f%  ist,   so   können  sämmtliche  Betraeh- 

tungen  von  Nr.  3  an,  welche  sich  auf  diese  Bestimmungsart  der  Cunren 
auf  Rotationsflächen  stützen,  hier  in  Anwendung  gebracht  werden.  Glei- 
ches gilt  von  den  -Bemerkungen  in  Nr.  16,  wenn  statt  der  Meridianebene 
oder  statt  der  erzeugten  windschiefen  FUche  die  KegelflSche  gesetst  wird, 
welche  hier  der  Radius  vector  beschreibt. 

Sollte  in  der  obigen  Aufgabe  die  gegebene  Curre  sieh  noch  mit 
einer  gewissen  Winkelgeschwindigkeit  um  die  2-Axe  drehen»  so  könnte 
dieser  Fall  dadurch  auf  den  vorliegenden  zurückgeführt  werden,  das« 
man  die  gegebene  Curve  feststehen  lässt  und  der  Rotationsflftohe  nieht 
nur  ihre  Winkelgeschwindigkeit,  sondern  auch  die  im  entgegengesetsten 
Sinne  genommene  Winkelgeschwindigkeit  der  Curve  beilegt  oder  diese 
Rollen  zwischen  der  Curve  und  der  Rotationsfläche  vertauscht. 

Ebenso   ist   der  den  Nrn.  13,  18,  20   entsprechende  Fall,  dasa  die 

Winkelgeschwindigkeit  der  jetzigen  Leitcurve  von  der  Geschwindigkeit  p 

eines  Punktes  der  Curve  herrührt,  welche  der  Punkt  stets  in  der  Rieh- 

tung  von  Kreisen  beizubehalten  sucht,  die  senkrecht  zur  z-Axe  sind  and 

ihren    Mittelpunkt    in    dieser    Axe    haben,    sofort    erledigt,    wenn    mmn 

p 

=  —  CO  statt  (0  setzt. 

Am  einfachsten  gestalten  sich  die  sämmtlichen  obigen  Resnltala, 
wenn  die  Curve  des  den  Radius  vector  führenden  Punktes  dureh  Polar- 
coordinaten  r\  q>"  und  ß^\  die  Functionen  von  /vorstellen,  gegeben  iat. 
/'  und  g>"  haben  die  bekannte  Bedeutung,  ß^'  sei  der  Winkel  des  Radiiia 
vectors  mit  der  xy- Ebene.     Hier  wird 

Wollte  man  die  Bestimmungsart  der  Nr.  3  anwenden ,  so  bitte  man  statt 
der  letzten  beiden  Gleichungen  z  =  f,(ftngß^\  und  9  = /'s  einzuführen  und 
die  vorletzte  Gleichung  nach  z  aufzulösen. 

Bleibt  der  sich  bewegende  Radius  vector  in  einer  Ebene  und  ist 
diese  Bewegung  und  die  Ebene  auf  dieselbe  Art  bestimmt,  wie  in  Nr.  17, 
so  gehen  die  letzten  Gleichungen  über  in 


\ 


5) 

Wollte  man  das  ^  adb  dpa  Gleicbangeo  fortbringen  und  durch  ß  ersetzen, 
«0  könnte  man  aus  2)  i/j  bestimmen  und  die  «Thaitenen  Werthe  in  die 
anderen  Gleicbnngen  einsetzen.  Aebnlicb  können  die  Besultate  in  Nr.  19 
and  20  hierher  übertragen  werden. 

Endlich    ist    noch  zu  erwttbnen,    dass  die  zuletzt  erhaltenen  Gleich- 
ungen noch  richtig  bleiben,  wenn  fi  und  d  ebenfalls  Functionen  von  '  sind. 


Fr<yeetionBonrTeii  des  Sonnen-  und  des  Uondmittelpimktei  auf  di« 
Erdoberfläche. 

Nr.  29.  Als  hierher  gehöriges  Beispiel  soll  zuerst  die  Bestimmung 
der  Ceatralprojectionscurve  des  Sonnenmitte.lpunktea  auf  die  Erde  oder  die 
der  Cnrre  des  mittleren  Punktes  von  dem  Fluthberge  vorgenommen  werden, 
den  die  Sonne  hervorzubringen  sucht,  Wir  können  su  dem  Ende  vor- 
suuetsen,  dass  die  Erde  eine  feste  Lage  habe,  and  können  die  vorhan- 
denen Bewegungen  theils  der  Sonne,  theils  der  Ekliptik  übertragen. 
Dnsere  i-Axe  falle  mit  der  Erdaxe  zusammen  und  die  +:-AKe  gehe 
durch  den  Nordpol,  die  x^-Ebene  enthalte  den  Aeqnator  und  die  +  X- 
Axe  den  Punkt,  nach  welchem  der  Meridian  von  Ferro  den  Aeqnator 
achoeidel;  die  positive  Drehrichlung  oder  die  von  OX  nach  07  gehe  end- 
lich nach  Osten  hin. 

Der  Sonne    ist  zunHclist  die  entgegengesetzte  Umdrehungsgeschwin- 

2ii 
digkeit   der  Krde,    oder  —  ta=  —     t  beizulegen.      Zu    dieser  Ge- 

acbwindigkeit  tritt  noch  die  hinzu,  welche  durch  das  scheinbare  Fort- 
aehreiten  in  der  Ekliptik  verursacht  wird.  Um  diese  Bewegung  zu  fixiren. 
Bei  fi  der  Winkel  des  Radius  vectors  des  Frühlingspunktee  mit  der  +  X- 
Axe,  6  die  Schiefe  der  Ekliptik  oder  der  Winkel,  welchen  bei  der 
Cnlmination  des  FrUhlingspanktes  der  nördliche  Theil  der  Ekliptik  mit 
dem  nach  Osten  liegonden  Theil  des  Aequators  oder  der  a;y- Ebene 
bildet,  — V  der  Winkel  der  Apsidenlinie  oder  genauer  der  Winkel  des 
Badina  vectors  der  Sonnennälie  und  %i  der  Winkel  des  Kadius  vectors 
de*  SoDDenmitlelpDnktes  überbaupt  mit  dem  Radius  vector  des  Frühlings- 
panktM.  Die  positive  Winkelzählnng  von  v  und  ij'  gehe  in  der  Eklip- 
tik bei  der  Cntminalion  des  Frtthlingspunktes  nach  links  oder  nach 
Osten  Ua. 
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ESs  handelt  sich  nun  zunächst  am  die  Bestiminnng  des  ^  als  Func» 
tion  von  t.  Zn  dem  Ende  berücksichtigen  wir,  dass,  wenn  bei  Polar— 
coordinaten  der  Pol  in  einem  Brennpunkte  der  Ellipse  liegt  und  die 
Polaraxe  durch  den  Scheitel  geht,  der  dem  Pol  am  nScbsten  liegt,  ftlr- 
den  Flächeninhalt  eines  Sectors  der  Ellipse  erhalten  wird 


J  2J{a  +  eco8v)*        2      a  +  ecosv       2 


bsmv 


e  +  acos9 


wo  a  und  b  die  grosse  und  kleine  Halbaxe,  e  die  halbe  lineare  Bxcen- 
tricität  Torstellen.  Die  Grenzen  des  Integrals  sind,  wenn  der  «ne 
Schenkel  des  Sectors  mit  der  Polaraxe  zusammenfällt,  Null  und  v.  Durch 
diese  Ellipse  kann  nun  auch  unsere  Sonnenbahn  vorgestellt  werden,  nur 
ist  bei  unseren  getroffenen  Bestimmungen  v^^v^^  zu  setzen.  Naeh 
dem  zweiten  Kepler'schen  Gesetz  ist  weiter  F=^c,i  oder,   wenn  t  JUe 

vollständige    ümlaufszeit    bezeichnet,    abn=^  et ^    daher    r  = und 

F= W.     Es  folgt  demnach  unter  der  Voraussetzung,  das«  die  Zeit  f 

von  dem  Moment  zu  zählen  angefangen  wird,  in  welchem  die  Sonne 
ihre  Glrdnähe  hat: 

an  ,_—eb        m(v+»)        ,    a , 6nri(v+») 

1 1        —  •  I  =.  —TT —  •  — ; — - — -  •+•  —  arciang  — — - — r 

oder  die  vorgelegte  Gleichung  zwischen  ip  und  i.  Diese  Gleichung  ist 
nicht  wohl  nach  ^  auflösbar.  Die  übrigen  Gleichungen,  welche  zur 
Bestimmung  der  Cnrve  nothwendig  sind,  werden  nach  Nr.  28 

2)  9  =—(»/  +  f*  +  arctang  (lang  ijf,  COM  0)^ 

3)  sinß=^8inrlf.sinB, 

4)  z=^f.tangß^ 

5)  Q  =  /-.. 

Die  vierte  und  fünfte  Gleichung  dienen  nur  dazu,  um  aus  der  geogra- 
phischen Breite  der  Punkte  zunächst  das  z  und  zu  diesem  z  den  Radius 
Q  des  Parallelkreises  zu  bestimmen.  Wird  der  Werth  von  /  aus  1)  in 
2)  eingesetzt  und  dann  mit  Hilfe  der  dritten  Gleichung  das  ^  fort- 
geschafft, so  erhält  man  die  Gleichung  zwischen  ß  und  9,  d.  h.  zwischen 
der  geographischen  Breite  und  Länge  der  Punkte  der  Curve.  Mit  Be* 
rücksichtigung  dessen ,  dass 


cos 


r  strru  smu 


wird,  ergiebt  sich  hierfHr  nach  einigen  Umformungen  die  Oleiehung 
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,l)l  +  f\ml»-ß)  +  ,ü,..mß 


;:e+f,, 


<rHnö+«(cosvJ/»i 
+  H  4-  arctang  - 


,(«+ffi<.-"i(i-ffl- 


»s)' 


■  dieser  ßleichang   lässt    sich    zu    den    ^-Wertbeo    DDmitt«lbnT    das  91 

iHlimnen.     Es  ist  die  Gleiilmng  der  Kegelfläche,  derea  Schnitt  mit  der 

mäXchd  die  verlaogte  Cnrve  giebt. 

Sollte    die  Zeit   I   berücksichtigt  werden,    so    wUrde   man  wieder  am 

iwtSD  von  dpr  geügraphischeu   Breite  ß  ausgehen,  aus  der  Gleichang  3) 

I  Rngefaärigc   iin^   und    cosiii  wie  oben  bestiinmeii,    hierzn  ans  1)  die 

fftrlhe  finden    (je  nacli  dem  ersten,  zweiten  etc.  Umlauf  wSre  arctnng 

i  etc.  grösser  anzunehmen)  und  dieEea  /-Werlh  anr  Äufeucbang 

•  ^  verwenden, 

Unsere  Entwickelnng  behält  l^r  die  Cnrve  des  Sonnen  flu  thberges 
)  Gilligkcit  auch  dann  noch,  wenn  die  Erde  nicht  als  Kngel  anf- 
ird,  weil  die  Annahme  gestattet  ist,  dass  ihre  Axe  durch  den 
Bltflpunkt  der  Anziehnng  geht,  welche  die  Sonne  auf  die  Krde  auHübl, 
|f«iter  ist  aus  der  Entwickelung  erKichilich,  dass  die  Gleichungen  1)  bis 
i)  richtig  bleiben,  wenn  ft,  6,  v,  e  etc.  eich  ändern,  oder  wenn  die  StU- 
,  also  der  Rückgang  der  Aequinovtien,  die  Nutntion  der  Erdaxe, 
^if  Äendurung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  der  I^age  der  Apfideoünie  und 
in  KicenlricitHt  berücksichtigt  werden  sollen.  Die  Gleichung  6)  bestimmt 
bi«  nicht  mehr  die  KegelflNche,  weil  sie  nicht  von  t  frei  ist,  indem  /i, 
B  und  V  noch  1  enthntten.  Man  niüsste  hier,  um  die  entsprechenden 
'^»Ichnngen  bq  erbnllen.  xtatl  p,B,  v,  e  und  l>  die  entsprecheuden  Func- 
lionen  *«n  r  eiubeizeii  und  winder  aus  I),  2)  und  3)  das  t  nnd  tj>  eli. 
miniieii.  tp  konnte  wierler  mit  tlilfe  der  dritten  Gleichung  au»  1)  und  2) 
fortg^Bchaai  wBr'leti;  hierauf  wäre  etwa  aus  2)  das  /  zu  bestimmen  und 
'"  I)  HTiiDsetzen.  Sehr  einfach  geslajtei  fiich  die  Sache,  wenn  nur  der 
ItlckgRng  des  Frfihlingepuuktee  berücksichtigt  und  fUr  den  betrachteten 
^■Ubschnitt  der  mittlere  Werth  gesetzt  wird;  hier  kann  man  nümlich 
nsK~pi  aniiehnieu,  wo  m  und  p  conslante  Grössen  sind  und  (  den 
"Mgang  in  der  Zeiteinheit  bezeichnet,  nnd  es  gilt  sofort  die  Gleichnng 
B).  venn  Ann  m  fllr  fi  und  m  +  /j  fUr  v  snbstituirt  wird. 

in  Beiug  auf  die  Form  der  Curve  lassen  sich  unter  der  Voraussetx- 
""£<  iIms  fi,  V  and  0  constant  sind,  folgende  Schlüsse  ziehen:  Nicht 
^'°>  anK  der  Natur  der  Verhriltnisee,  sondern  auch  aus  der  ersten  Gleich- 
"■■g  KD  und  fUr  sich  folgt,  dass  if  und  t  gleichmüssig  wachsen  und  zwar 
Too(,=  _v  an,  wo  (  =  0  ist.  Aus  Gleichung  3)  ist  ersichtlich,  dass  |3 
I'"i»itiv  vird  und  «nf  der  Nnrdseite  liegt,  so  lange  1;'  zwischen  0  tvnd  it. 
uiMhria  t  KsUisBiaiiii  H  v\,ri<k  XX I  tu.  3.  ^V 
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bleibt,  und  negativ  ist»  also  auf  der  Südseite  liegt,  wenn  rif  in  den  dritten 
und   vierten  Quadranten  rückt;   femer  folgt  ans  ihr,   dass  der  absolute 
Wertb   des   ß  höchstens  =6  wird,    und  zwar  bei   ^  =  90®  und   270 S 
dass   er  =0   ist  bei  ^c=0  und  ^  =  9c.     Die  Oleichung  3)  ei^ebt,   weil 
a>  d(arciang{iang^,cosB)')t^    d.  b.   die  Winkelgeschwindigkeit    der   Um- 
drehung der  Erde  grösser  ist,  als  die  auf  den  Aequator  projicirte  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Sonne,   dass  der  Werth  von  g>  abnimmt,  wenn  I 
und   t^   wachsen.     Nach  Verfluss  je  eines  Sonnentages  wird  q>  stets  um 
27C  grösser.     Die  Cnrve  legt  sich  demnach  spiralförmig  in  der  Bichti^ng 
von  Ost   nach  West   um  die  Erde,   so  dass  auf  je  einen  Sonnentag  ein 
Umlauf  kommt;   sie  geht  bei  ^  =  0  durch  den  Aequator  —  die  Gleich- 
ung 1)  giebt  hier  und  in  der  Folge  die  zugehörigen  f -Werth  — ,  erreicht 
bei  ^  =  90®  den  grössten  /5 -Wertb  oder  0  und  berührt  dort  den  Wende- 
kreis  des  Krebses;   ihr  /3 -Werth   nimmt  nun  ab  und  wird  bei  ^  =  180^ 
Null;    von   da  an   kommt  die  Curve  mit  ß  auf  die  Südseite  su  liegen, 
berührt  endlich  bei  ^  =  270^  den  Wendekreis  des  Steinbocks  und  nähert 
sich  endlich  bis  ^  =  360^  wieder  dem  Aequator,  um  alsdann  wieder  den 
alten  Lauf  zu  beginnen.     Wäre   die  Umlaufszeit  der  Sonne  eine  ganze 
Anzahl  von  Sonnentagen ,  so  würde  die  Curve  nun  in  sich  selbst  surttck- 
laufen;   wäre  sie  ausser  der  ganzen  Zahl  noch  ein  rationaler  Bruch,  so 
würde  dies  Zurückkehren  erst  nach  soviel  Umläufen  der  Sonne  stattfinden, 
als    der   Nenner    des  Bruches  angiebt.     Bei   dem  wirklich   vorhandenen 
irrationalen  Verhältnisse  der  Umlaufszeit  der  Sonne  und  der  Umdrehungs- 
zeit der  Erde  wird  die  Curve  nie  eine  geschlossene. 

Setzt  man  in  die  obigen  Gleichungen  1)  bis  6)  ^  +  n  statt  ^  oder 
—  ß  statt  ßy  und  fp  +  n  statt  9,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Fluth- 
berges  der  Antipoden. 

Wird  in  die  Gleichung  3)  ß^=:ß±arciangt:=ßjt:arctang^^^'^^^^'^'^'^''^^ 

statt  ß  eingesetzt,  so  gehen  in  Verbindung  mit  den  anderen  Gleichungen 
zwei  neue  Curven  hervor,  welche  zu  beiden  Seiten  der  ersten  Curve 
liegen  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  q  den  Radius  der  Sonne  vor- 
stellt und  die  Erde  eine  Engel  ist,  die  Theile  der  Erdoberfläche  begren- 
zen, welche  überhaupt  noch  einzelne  Theile  der  Sonnenoberfläche  im 
Zenith  haben  können. 

Nr.  30.  Ein  weiteres  Beispiel  dieser  Gattung  sei  die  Bestimmung 
der  Curve  des  Flnthberges  des  Mondes,  oder  der  Projectionscurve  seines 
Mittelpunktes  auf  die  Erdoberfläche,  und  zwar  zunächst  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Störungen  der  Mondbahn  wegfallen.  Die  Lage  des 
Coordinatensystems  sei  die  der  Nr.  29.  Die  Bewegung  des  Mondes  be- 
stimmen wir  gegen  die  Ekliptik  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  mit  der 
Ekliptik  gegen  den  Aequator  geschehen  ist.  Demzufolge  seien  die  Win- 
kel der  aufsteigenden  Knotenlinie  der  Mondbahn  1.  mit  dem  Radius  veetor 
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des  FrÜhlingspunktes  =fi^  2.  mit  der  Apsidenlinie  der  Mondbahn,  resp. 
nit  dem  Radius  vector  der  Erdnähe  =  v\  3.  mit  dem  Radius  vector  des 
Mondmittelpnnktes  =t/;'.  Das  y!  werde  von  dem  Radius  rector  des 
Frlhlingspunktes  an  nach  Osten  genommen ,  desgleichen  y!  und  ^'  von 
dem  aufsteigenden  Knoten  der  Mondbahn  an.  Endlich  sei  der  Winkel 
der  Ebene  der  Mondbahn  und  der  Ekliptik  =^  0'  und  werde  +  oder  — 
geDommen,  je  nachdem  bei  der  Cnlmination  des  aufsteigenden  Knoten 
der  folgende  Theil  der  Mondbahn  nördlicher  oder  südlicher  als  die  Eklip- 
tik Hegt. 

Wir  erhalten  nun  zunächst  wieder  für  die  Bewegung  des  Mondes  in 
seiner  Bahn  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nr.  29  die  Gleichung 

^,     ant      — e  b'        sin(^' — v)        .    a  b' sin(rl/—v) 

1)     — r-  =  — s ,  ,    ,       ,  ,-7^-is  +  ^  arctang-r 


T  2       a+e  cos{tl;^v)      2  e  +  a  cosifff  —  v ) 

Die  Bedeutung  der  übrigen  Buchstaben  ist  nach  dem  Früheren  für  sich 
klar.  —  Denken  wir  daran,  die  jetzigen  Resultate  mit  den  vorigen  in 
eine  gewisse  Beziehung  zu  setzen,  so  ist  es  nothwendig,  /  in  den  beiden 
Fillen  von  demselben  Moment  an  zu  nehmen.  Ist  t  irgend  ein  Zeitwerth 
▼OB  Anfang  der  Nr.  29  gerechnet  und  f  der  Werth  von  demselben  Zeit 
aafang  an,  bei  welchem  der  Mond  zuerst  seine  Erdnähe  hat,  oder  t^'=v' 
wird,  so  ist  in  die  letzte  Gleichung  f=i~'^'  zn  setzen. 

Es  wird  ferner  die  Länge  des  Mondes  1^=  (A-\'arctang(langil/,cosd') 
ind  seine  Breite  b^  aresin  (sin r^f',  sind')»  Hieraus  finden  sich  Rectascen- 
tion  r  und  Declination  ß  durch 

,  cosB.sinl-^  tangb.sind         ,.«  zi.^../i         ,., 

ttMpr= ; — und   smß=^cosü.swb  +  smu,cosb,sml 

cosl  ^ 

oder,  wenn  man  die  vorausbestimmten  Werthe  von  /  und  b  einsetzt  und 
berficbichtigt,  dass  .       ..     ^      sin^'+cosi^'jangv 

yl  +  tang^v 
,   ,  .     V       cos  a'—  sin  a  ,  lang  v 

y\  +  tanfv 

1  COS'Ü}' 

etc. : 


j/l  +  lang'*  t^' .  cos  6'      j/l  —  sin*  ^\  shi^  d 

-^         cosB ,  sin  ^'+  'ö«y  t^'  {cos  0 .  cos  fi,  cos  0' —  sin  0 .  sin  0' ) 

cos  II  —  ain  ^i,  lang  i/;'.  cos  0' 
lud 

sin  ß  =  cos  0 .  sin  ^\  sin  0'+  sin  0  (sin  ^'.  cos  tf;'+  cos  ^^.  sin  ^'.  cos  0). 
^  weiteren  Gleichungen  der  gesuchten  Curve  sind  demnach : 

Av  cosd.  sin  ß-h  tang^f'icosd,  cos  fi\  cosd'—  sin  0.  sind') 

*]      9=-»(  +  tt-h  arctang ? : — j— -; nr 

^  ^  cos  yi-—  stnyL ,  lang  ^  .  cos  ü 

3)  JWf /J  ==  cosO  .sin ^\  sin  0*+  5m 0 (sin {i. cos t^'+  cos yJ.  sin ^\  cos 0') , 

4)  z  —  f.tangß. 
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Hier  sind  die  Bemerkungen  wieder  statthaft,  welche  in  Nr.  29  an  die 
Gleichungen  von  1)  bis  5)  geknüpft  würden.  Es  würde  sich  hier  nur, 
weil  die  Gleichung  3)  complicirter  als  in  jener  Nummer  ist,  das  ^f  und 
daher  auch  die  Gleichung  der  Kegelflftche  nicht  so  leicht  wie  dort  finden 
lassen;  jedoch  böte  die  Rechnung  weiter  keine  besonderen  Schwierigkeiten 
dar.  Für  6'=0,  f4'=0  und  v'=  — v,  für  welche  Werthe  auch  V=* 
und  t'^=t  werden,  gehen  die  jetzigen  Gleichungen  in  die  der  Nr.  29  über. 

Sollten  die  hier  in  Wirklichkeit  vorhandenen  Störungen  berftckmch- 
tigt  werden,  so  hätte  man  fi  und  6  den  Aenderungen  der  Ekliptik  ent- 
sprechend zu  wählen,  fi'  und  9'  den  Aenderungen  der  Lage  der  Ebene 
der  Mondbahn,  v  der  Aenderung  der  Lage  der  Apsiden  und  e  der 
Aenderung  der  Excentricität  der  Mondbahn  anzupassen.  Weil  diese  Aen- 
derungen sehr  beträchtlich  sind,  so  können  sie  bei  eingehenderen  Unter- 
suchungen nicht  vernachlässigt  werden.  Die  erste  Annäherung  wfirde 
durch  die  Einführung  der  mittleren  Beweguugswerthe,  für  welche  fi'=m' 
— pt^  v^=in'\'qi  etc.  zu  setzen  sind,  erzielt  werden  können.  Umgekehrt 
können  die  Gleichungen  der  Nrn.  29  und  30,  welche  unter  den  uraprttng- 
lichen  Voraussetzungen  nur  die  Wirkung  von  zwei  Himmelskörpern, 
nämlich  von  Erde  und  Sonne,  oder  Erde  und  Mond  repräsentiren ,  benutst 
werden,  um  bei  Untersuchungen  über  den  Einfluss  oder  die  Störungen 
des  dritten  Körpers  durch  ihre  Substitution  die  Rolle  der  von  diesen 
Störungen  abhängigen  Functionen  fi,  fi',  6,  6'  etc.  mehr  hervortreten  lu 
lassen.  Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  Verhältnisse  liegt  ausser  dem 
Bereich  dieser  Arbeit;  es  sollen  hier  nur  noch  einige  Bemerkungen  fol- 
gen ,  die  sich  entsprechend  der  Nr.  28  unter  den  ursprünglichen  Voraus- 
setzungen unmittelbar  ergeben. 

Zunächst  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Form  der  Curve,  dass  für 
jede  Stelle  auf  je  zwei  aufeinanderfolgende  Culminationen  des  Mondes 
ein  Umlauf  der  Curve  um  die  Erde  kommt,  dass  diese  Schlingen  einen 
nördlichen  und  südlichen  Wendepunkt  erhalten,  der  dem  jeweiligen 
Winkel  der  Ebene  der  Mondbahn  mit  dem  Aequator,  oder  dem  Werthe 
von  y  aus  cos  y  =  cos  6 .  cos  Q' —  sin  6 .  sin  B\  sin  fi  entspricht ,  und  daaa  end- 
lich ein  vollständiger  Umlauf  oder  ein  siderisches  Monat  so  viele  Schlingen 
enthält,  als  dieses  Monat  für  einen  der  Wendepunkte  Culminationsperio- 
den  des  Mondes  hat. 

Die  Substitution   des   ti^'+tc   für  t/;',   oder  die  von  q>  +  7t  für  n  und 
—  ß  für  ß  führt  wieder  auf  die  Gleichung  des  Fluthberges  der  Antipoden. 

Auch  kann  hier  wieder  ß  +  arctang  --  für  ß  gesetzt  und  können  dadurch  su 

beiden  Seiten  der  ursprünglichen  Curve  Streifen  erhalten  werden,  welche 
unter  der  Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erde  noch  Punkte  der 
Mondoberfläche  im  Zenith  haben. 
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Vei^leiclit  man  die  Resultate  der  Nrn.  29  und  30,  so  siebt  man, 
d»«i,  wenD  für  dasfplbe  I  das  9^  in  beiden  Glnichungen  2)  den  gleicben 
Wenh  aDnimmt,  r,der,  wenn  sieb  dicae  Wertbe  am  eine  gacze  Äaznhl  n 
OnWrBcheiden,  Nenmoad  oder  Vollmond  hprrsc.lit,  nnd  zwar  eraterer, 
weoD  der  UnterBchied  eine  gornde,  letzterer,  wenn  er  eine  ungerade 
•Asimhl  TOD  n  beträgt.     Das  ip  nnd  ß  bpBtimmen  die  Orte  der  Erdober- 

Ebe,   wo    dies  stattfindet,    nnd  f  die  dsza  gehörige  Zeit.     Hier  nnd  in 
Folge  ist  bei  diesen  Recbnnngen  stete  zn  borückeichtigen,  das»  arching 
den  Gleiehnngen   1)  nnd  2)  für  je  einen  balben  weiteren  Umlani'  des 
Sglicben  Körpers   nra    n    grösser    zu   nebmen    ist.     Für  entsprechende 
nnd  ß-VVerthe  oder  für  1).'=  0,  n,  2n,  3ji  etc.  nnd   i/i  =  (('+Ait,  wo 
TdII  oder  eine  ganze  Zahl  ist,  gehen  beide  Körper  dnrch  die  Knoten 
«lea  Mondes,  vermehren  eich  also  die  beiden  Floihherge  oder  finden  die 
ScitLoen-    oder   Mondfinetemisse    statt.      Betrügt   bei    Nic'htbeacbtang   des 
,  'WTerthes  ft'  der  Unterschied  von  i(>'  und  ^  Nnll  oder  eine  gerade  Anzahl 
^H.  H  tritt  die  SonnenfiDSteraiBS,  beträgt  er  eine  nngerade  Anzahl  n.  die 
^^^■ndfinaterniaa  ein.     Das  Einsetzen  dieser  n-Wertbe  in  die  Gleichungen 
^^0,  and  die  Berücksichtigung  dessen,  dass  auch  (  das  Gleiche  ist,  giebt 
I    «änp  Oleicbnog   für  diesen  Moment,   in  welche  dnrch  arctang  die  zusnm- 
1      mengehörigen  Umlau fszahLen  eintreten.     Wird  weiter  beachtet,  dass  diese 
{      Würihe  ganze  Zahlen  sein  müssen,  so  lassen  sich  die  Kusammengehärigen 
l       QicilJlafe  bestimmen ,  welube  Verfinstern ngen  im  Gefolge  haben.   Die  Gleich- 
QBgflD  1)  geben  dazu  die  entsprechende  Zeit,    2)  nnd  3)  bestimmen  die 
Punkte  auf  der  Erdoberfläche,    Über    welchen    die  Vorgänge   stattfinden. 
Soirie  in  diesen  Fällen,  werden  überhaupt  durch  unsere  Gleichungen  die 
VorggQge  am  11  immelsge wölbe  auf  die  Erdoberfläche  verlegt  nnd  Zeit  und 
'in  dieser  Vorgänge  auf  letzterer  unmittelbar  bestimmt. 

BUiptlicher  Wurf. 
Nr.  31.  Am  Schlosse  der  Nr.  23  wurde  bereits  eine  Andeutung  ge- 
pW,  dasB  die  dortigen  Uesultale  über  die  Ablenkung  der  Geschosse 
"Ott  Miidification  bedürfen,  wenn  die  Bahn  derselben  nicht  mehr  als 
»iw  {larabolische  betrachtet  werden  darf.  Die  Voraussetanng  der  stets 
pmllalen  Einwirkung  der  Schwere  auf  den  geworfenen  Körper,  welche 
beim  Wegfallen  des  Lußwiderstandes  die  parabolische  Bahn  zur  Folge 
•i«,  ist  bei  unseren  weittragenden  und  genau  treffenden  GescbtitBen  kaum 
■uiir  siatlhaft.  Es  sollen  deshalb  zum  Schlüsse  zunächst  noch  die  For- 
""iti  eutwickelt  werden,  welche  die  Bahn  eines  geworfenen  Körpers  be- 
"'amen,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  gemacht  wird,  nnd  hierauf  die 
'^iltmiDang  dieser  Bahn  mit  Rücksicht  auf  die  Umdrehung  der  Erde 
var^nnrimmen  werden.  Vom  Luftwiderstand  sehen  wir  ab;  dann  be- 
■rutiti^D    wir    noch    die  Erde  als  Knget,    welche  den  Radius  i  hat.     Di« 
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letztere  Voraassetznng  darf  in  Hinsicht  auf  die  den  Dimeniionen  der 
Erde  gegenüber  nieht  sehr  grosse  Warf  weite  der  Geschosse  wohl  gemacht 
werden.  Im  üebrigen  gelten  die  Resultate  zum  Theil  aach  ohne  diase 
BescbräDkung. 

Um  zunächst  die  Bahn  des  Körpers  ohne  Rücksicht  auf  die  Erd- 
drehnng  zu  bestimmen ,  werde  dieser  Körper  mit  einer  Geschwindigkeit  t 
hinausgeworfen,  welche  mit  der  Vertikallinie  den  Winkel  y  bildet  oder 
den  Elevationswinkel  90  ^y  hat.  Die  Bewegung  des  Körpers  wird  eine 
Gentralbewegung  mit  dem  Gentrum  im  Mittelpunkte  der  Erde  and  findet 
in  der  Ebene  statt,  welche  durch  diesen  Punkt  und  durch  D  geht.  Zur 
Bestimmung  der  Bahn  bedienen  wir  uns  eines  Polarsystems,  dessen  Pol 
im  Mittelpunkte  der  Erde  liegt,  dessen  Polaraze  durch  den  Aasgangs- 
punkt geht  und  dessen  Drehriohtung  des  Stell  an  gs  winkeis  nach  der  Rieb- 
tung  von   y  hingeht.     Mit  Berücksichtigung  des  Anfangszustandes ,    f&r 

• 

welchen  bei  /  =  0,  r  =  r,  (/t/;  = -dt,  dr^^ +  r*d^t*  =  ti*  nnd  die  Be- 

t 

schleunigung  der  Erde  ^"=^9^  also  fi  =  xrg  ist,  wo  g  die  Beschleunigong 

der  Schwere  am  Ausgangspunkte  vorstellt,  erhalten  wir  für  unsere  Gen- 
tralbewegung, welcher  das  Gravitationsgesetz  zu  Grunde  liegt,  die  Gleich- 
ungen 

r«  a  V'f  =  1 1)  sin  y,     ^  r,«  -f  r«  a  V  =  t)*  -  2 1 gr  +  --—  • 

r 

Aus  diesen  Gleichungen  beseitigen  wir  dipi  und  erhalten  dadurch  eine 
Gleichung  zwischen  r  nnd  t^.     Es  ergiebt  sich  nacheinander 

(a  r^«  +  r») -j — i-  ■=  t)*  —  2  r  gr  H » 


at/;,= 


X^siny 


ry —  x^v^  sin^y  +  2t*^r  —  (2tö'  —  Ü*)r* 


daraus  durch  Substitution  von  r= und  Integration 

w  :=  arcstn  -♦-  G 

oder  anch 

w.(.,,  +  r)= x{9r-^X>Uin^y)     ___ 

rj/x*g*-{2xg-t>*)\>*sin^y 
Nun  ist  weiter  bei  t^  =  0   r  =  r,  folglich 

.  ^                   gx  —  \>^9in^Y  j  n  ^*siny.coiy 

sviC=^— — und   rnRn=i—-  '      — --, 

/t«y«  -K^xg-  \?)  \?  sin^y  /rV-(2ty-t>*Jt>««inV 

Werden   diese   Werthe   in   die  Gleichung  für  sin(^+C)  eingesetat  und 
nach  r  aufgelöst,  so  erhält  man 
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I)  r^ 


Xg  —  ^^  iiny  cos  y  sin  t^  —  (y  r  — -  0*  sin^y)  ^^^  ^' 

Das    Einsetzen    von    5mT/;  =  — i    cos^i=^   und    r  =  l/.T*+y*    in    diese 

r  r 

Gleichung,   das  Ordnen   derselben  nach  x  und  y  und  die  Untersuchung 

des  Vorzeichens  von  c*  — 4a6,  wo  c,  «,  6  die  Coefficienten  von  a:y,  x*, 

y*  in  der  geordneten  Gleichung  vorstellen,  zeigt,  dass  diese  Bahn  unseres 

Körpers,    wie    bei    der   Planetenbewegung,    eine   Ellipse,   Parabel    oder 

Hyperbel  ist,  je  nachdem   2xg>^*  oder  =t>*  oder   <15*  ist.     In    den 

Fällen,  welche  wir  weiter  verfolgen,  ist  2ry>)9^  also   die  Bahn   eine 

Ellipse, 

Wollten  wir  die  Luftlinie  für  irgend  eine  Erhebung  oder  Senkung  h 

haben,   so   dürfte  nur  r  =  r+A  gesetzt,   nach  t^  aufgelöst  und  /*e=A^ 

+  2r«h*--  (2r  +  h)  gesetzt  werden. 

Soll  untersucht  werden,  wie  weit  der  Körper  gelangt,  bis  er  wieder 
lur  Erdoberfläche  zurückkehrt,  so  hat  man  r  =  r  zu  setzen  und  nach  t^ 
Aofzalösen.  Als  solche  t(;-Werthe  finden  sich  i^  =  0  oder  das  ^  des 
.  _  ^  _  „      {gx  —  X^^  sin^ yY  —  t)*  sin^y  COS^  y       _ 

Aofigangspunktes  und  costlf  =- »  .  g  v«  . — a   .  > 5- •    Lassen  wir 

**    °  '^  (gx  —  ^^  sm*  yy  +  ©*  sm^  y  cos^  y 

^ier  alle  Fälle  zu,  in  denen  die  Bahn  eine  elliptische  ist,  und  setzen 
^  Toraus,  dass  die  Erde  der  Bahn  des  Körpers  kein  Hinderniss  ist, 
*^  ist  aus  der  letzten  Gleichung  für  t(;"  allein  nicht  zu  entnehmen,  wel- 
cher TOD  den  stets  möglichen  zwei  Werthen  in  den  vier  Quadranten  zu 
'nehmen  ist.     Wir  suchen   zu    diesem  Ende  noch  aus  der  Gleichung  für 

r^        ...        2^^sinycosy(gx-'\>^sin^y)  u,    '   .  •*         j 

^T,  stn'üf  =- ,-.^    ',  ,     .    .  ,      — TJ-«     Es  sei  nun  y  spitz,   oder 

(^r  —  15*  stn^yY  +  )o*  sinr  y  cos^y  '     ^ 

"^f  Wurf  gehe  in  die  Höhe.     Hier  wird  siny"  positiv,  wenn  gx  —  ti^ sin^y 

"^  0,  folglich   liegt  V'  i™   ersten   oder  zweiten  Quadranten,   und   zwar 

'^^h  dem  Werthe  für  cos^"  im  ersten,  wenn  (^r  —  ü*  sm*y)*>  t)*5i>i*y  cos^y^ 

^^d  im  zweiten,  wenn  der  eutgegengesetzte  Fall  stattfindet.  Hei  ^r  —  Xil^sin^y 

"^0    liegt    V   im   dritten   oder  vierten   Quadranten   —  Ersteres,    wenn 

(^ --- ö*  5m*y)*  <  ü*  «w*y  ^^*Vi  Letzteres  im  andern  Falle.  Wenn  gx  =  X>^sin^a 

'^»   wird  *ini^''=0,  co«n(;"=  — 1,  also  V'=^80®,  und  Anfangs*  und  End- 

^Ue  liegen   auf  einem  Durchmesser  der  Erde.     Wird  y  stumpf  genom- 

^li  oder  geht  die  Wurfweite  in  die  Tiefe,  so  tritt  bei  gleichen  Beding- 

*^Sen   der  vierte  Quadrant  an  die  Stelle  des  ersten,   der  zweite  an  die 

^^^Ile  des  dritten ,  der  dritte  an  die  des  zweiten  und  der  erste  an  die  des 

"^^t^en.    y  =  0  liefert  m v;'  =  0,  cost|;'  =  +l  oder  V=0;  /'=90®  eben- 

^lU  ^"=0  oder  360®.     Die  Wurfweite  ist  in  jedem  Falle  =rV,   die 

^be  oder  Tiefe  des  geworfenen  Körpers  für  jedes  t(;  Ä  =  r— r. 

Um  die  Elemente  der  elliptischen  Bahn  näher  zu  bestimmen,  nehmen 

^  ein  neues  System  an,  indem  wir  die  Polaraxe  um  -^  in  d«t  ^\^V 
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tuDg  des  t^  drehen;  alsdann  ist  if^  =  i^  +  -Ä~  ^^  setzen.    Wir  erhalten  lu 
dem  Ende  weiter 

sin  t^  =  «w  I  tj;  +  -ft-  j  =  «w  'V' .  cos  -^  +  cos  il; .  sin -^   etc. , 


w- 


+  cos  il/'  ffX  —  t)*  sin*  y 


^(fi'  t  —  15*  sin^y)*  + 1)*  *»«*y  co**y 


—  COS  ^if"  t)*  5m  y .  ms  y 

sm       —  "  —  ' 


2  ^(fl't  —  t)*  sin*  yY  +  ^*  «'"*  y  cos^  y 

In  Bezug  auf  die  letzteren  Werthe  ist  zu  bemerken,   dass,   so  lange  y 

spitz  ist,  nach  dem  Obigen  cos-^  and  sin-^  von  selbst  das  richtige  Vor- 
zeichen erhalten,  wenn  die  Wurzel  im  Nenner  positiv  angenommen  wird; 
dass  aber  dann,  wenn  y  stumpf  ist,  die  Wurzel  das  negative  Voneichen 
erhalten  muss.    Diese  Werthe  in  die  Gleichung  I)  eingesetzt,  geben  nach 

gehöriger  Reduction 

rt)*  sin*Y 


gx  —  cosrl)'  yigx  —  ^*  sin*y)*  +  Ö*  sin*y  cos*y 

oder  die  Polargleichung  der  Ellipse,  wenn  der  Pol  im  Brennpunkte  oder 
hier  im  Mittelpunkte  der  Erde  liegt.  Für  den  positiven  Wnrselwerth 
oder  fär  den  Wurf  in  die  Höhe  geht  die  positive  Polaraxe,  für  den  nega- 
tiven Wurzelwerth  oder  für  den  Wurf  in  die  Tiefe  die  negative  Polaraxe 
durch   den   zweiten   Brennpunkt.     Die  grosse  Halbaze  der  Ellipse  wird 

durch  a  =  — s —  gefunden,  wenn  r  und  r"  die  Radien  vectoren  für  ^=-0 

und  V=  180"  bestimmen.  In  Uebereinstimmung  mit  dem  Obigen  ist  bei 
positivem  Wurzelwerth  r  die  grössere,  r*  die  kleinere  Axe,  oder  liegt 
der  Mittelpunkt  der  Erde  in  dem  vom  Scheitel  entfernteren  Brennpunkte; 
bei  negativem  Wurzelwerthe  findet  das  Umgekehrte  statt.  Tritt  der  be- 
sondere Fall  y  =  90^  ein   oder   ist  der  Wurf  anfKnglich   horizontal,   so 


rt>* 
wird  r=-   — ; 5^^ j-t   und   das  Centrum  liegt  in  dem  entfernte- 
st —  (^r —t)*)^o«t^ 

ren  Brennpunkte,  wenn  gx>^\  und  im  nftchstli^genden ,  wenn  gT<t!^. 

x>* 
Wird  noch  in  dem  letzten  Falle  or  =  t)^  9=  —  '»  so  wird  r  =  r  oder  die 

t 

Bewegung  kreisförmig. 

r  -4-  r  gx 

Dem  Gesagten  zufolge  wird  «  =  — -^ —  =  ^  «Es  ist  demnach 

2  2yr~  t>* 

die    grosse   Axe   der  Ellipsenbahn   vollständig  von    dem  Winkel   y  oder 

auch  von  dem  Elevationswinkel  unabhängig,  unter  dem  der  Körper  hinana- 

geworfen  wird,  und  wird  nur  durch  die  Orösse  des  D  bestimmt.  —  Die 

anderen  Elemente  der  Bahn  erhalten  wir,  wenn  wir 


Von  Prof.  Dr.  Bibhsinoeb.  169 


X^v*  sin^y 


r  =  - 


^r*  ,   rj/(^r  — t)*«w*y)*  +  t)*5fVy  roy'^y 


idtsen  und  diese  Gleichung  mit 

6« 


a  —  e  co8^ 

•      _ 

'^   Uebereinstimmnng  bringen.     Es  ergieht  sich  dann 

__     X^  siny 

'^j/2gx-\>^ 
und 


_  Xj/igx  —  ^^sin^g)^  +  ©*  sin^y  cos*y  __  r  J^g^ r^  —  t)*  sin^ y  (2 flf r  —  t)') 
""  2^r  — t)*  ""  2örr— t)* 

^er  Werth   von   b  sagt   uns,   dass   die   kleine   Axe   ein  Maximum  wird, 

^enn  y  =  90^  ist  oder  der  Körper  horizontal  hin  ausgeworfen  wird,  dass 

der  Werth  der  kleinen  Axe  in  den  Fällen  y<90®  erhalten  wird,   wenn 

^üQ   den  Maximalwerth   mit  siny  multiplicirt   oder  auf  eine  zur  Schuss- 

^chtung  senkrechte  Linie  projicirt,  und  dass  endlich  6  für  y  und  180® —  y 

gleich   wird.     Im   Gegensatz   hiervon    wird   e  ein  Minimum  für  y  =  90®, 

j«doch    auch    wieder   gleich   für  y  und    180  — y.     Das   ^  =  0   oder  180® 

macht  a  =  e  oder   führt   die    Ellipse  in   eine  Gerade   über.     Ueberhaupt 

^rhilt  die  Cnrve  für  y  =  0  und  iSO  —  y  nicht  hios  gleiche  Bestimmungs- 

*tlteke,   sondern   auch  gleiche  oder  symmetrische  Lage,   sie  ist  eine  und 

die    nftmliche,    wenn    die    Anfangsgeschwindigkeiten    auf   verschiedenen 

3^ten  des  Lothes  liegen,   oder   beide  Bahnen   gehören   den  zum  Lothe 

^ytDmetrischen  Curven  an,  wenn  das  Gegentheil  stattfindet. 

Wie  die  Höhe  oder  Tiefe  des  geworfenen  Körpers  und  die  Wurf- 
^^ite  bestimmt  werden  können,  ist  schon  oben  angegeben.  Umgekehrt 
^'^t  sich  für  eine  gegebene  Wurfweite  xV'  ^^^  Winkel  y  finden.     Man 

••t«t  zu  dem  Ende  diese  Wurfweite  rv  =  x'^'\   bestimmt  daraus  1^"=  — > 

r 

••t^t  den  Werth  in  die  Gleichung  für  cos^"  oder  «wt/;"  ein  und  löst 
^^ch  y  auf.  Man  erhält  hier  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade,  in  der 
^Ur  noch  das  Quadrat  der  Unbekannten  vorkommt  und  die  sich  daher 
'^icht  auflösen  lässt.  In  den  gewöhnlichen  Fällen  ist  der  spitze  Werth 
^^  Winkels  y  zu  nehmen.     Es  wäre  auch  der  stumpfe  Winkel  am  Platze, 

^Hn   das  Ziel   tiefer  läge  als  der  Ausgangspunkt,    nur  müsste  streng 
^^tiommen  r  dem  höhern  Ausgangspunkte  entsprechen. 

Zar  weiteren  Bestimmung  unserer  Wurfbewegung  wollen  wir  noch 
^^   Zeit  berücksichtigen.     Eine   entsprechende  Formel   wird   zu  diesem 

^edte  erhalten,  wenn  wir  aus  den  Grundgleichungen  der  Centralbewe« 
^^tig  das  df^t  fortschaffen.     Man  erhält  dann 
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.2^1  »••■> 


2x^9 


^vH 5 — i  =  t)»  — 2r^H 

r*  r 

and  daraus 


/- rH«  «>iV  +  2r«  ^r  -  (2örT  - 1)»)  r« 


Setzt   man   r=w  +  - =  nnd  integrirt,  so  bekommt  man 

^^  -K-t't>>JriVy  +  2r^yr-(2yr~p')r» 

+  -R sTi-  ftrcsm  — .  +  C, 

Femer  ist  bei  /  =  0   r  =  t  und  daher 

so  dass,   wenn  die  letzten  Gleichungen  subtrahirt  und  die  Bögen  durcli 
den  cos  zusammengefasst  werden,  die  Gleichung  zum  Vorschein  kommt: 


^      ((ix-x>%''gx^M2gx-x>^)r)  4-  (2j7r  -\?^)  t)  ^ogy  //-  rV  J?i/i»y4-2<yT*r>  (2yT-D*)  r' 

x[g^X^  —  \2yx  —  \i^)xi^sin^y\ 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  zu  dem  r  das  zugehörige  /  finden. 

Für   den  Scheitel   oder   r^=r= —  

gx  —  y{g  x  —  Xl*  sin^  y)*  + 1>*  sin^g  cos^y 

2gx  —  xr 


,_    XXiCOSy  gx* 

2^t-t)«'*"(2^t-t)T' 


arccos 


gx--  ^* 


}/g^i^-'{2gx-x>*)r>^sin*y 

d.  h.  die  Zeit,  welche  der  Körper  steigt,  wenn  er  unter  einem  spitzen 
Winkel,  oder  die  er  fftllt,  wenn  er  unter  einem  stumpfen  Winkel  gewor- 
fen wird«  Selbstverständlich  wird  im  letzten  Falle  wieder  vorausgesetzt, 
dass  sich  der  Körper  ungehindert  durch  die  Erde  bewegen  könne,  üeber 
die  Grenze  /  hinaus  giebt  die   obige  Formel  nicht  das  richtige  <»   weil 

an  der  Stelle  rdt^  seine  Stetigkeit  unterbricht  und  gleich  -rr-  wird.    Eis  ist 

dies  auch  daraus  ersichtlich,  dass,  wenn  r  das  zweite  Mal  gleich  r  wird, 

'  =  TS 5^17  arcro5 1  =  -^ — ^ — ^rr^  •  2  n    sein    mttsste   —   ein    Resultat. 

das  der  Natur  der  Sache  nicht  angemessen  ist.  Um  die  richtigen  I-Werthe 
für  den  zweiten  Abschnitt  der  Bewegung,  also  z.  B.  für  das  Herabkommen 
des  Körpers  auf  die  Erdoberfläche  zu  erhalten ,  hat  man ,  weil  der  aweite 
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Tbeil  der    Bewegung    dem    ersten    Theile    symmetrisch    ist,    diese   Zeit 
^=^i/^i  zu  setzen,  wo  f  die  oben  bestimmte  Zeit  des  Aufsteigens  and 
i  der  Werth  für  den  Radius  vector  r  im  ersten  Abschnitt  ist.     Wird  für 
^^ertbe  von  r,   die  kleiner  als  t  sind  und  bis  zu  r'  abnehmen,   i  nega- 
tiv,   80  giebt  die  letzte  Formel  zugleich  auch  die  7-Werthe  in  der  Folge; 
Anaserdem  ist  im  dritten   Abschnitt   T=i2f+i  zu  setzen.      Wir   wollen 
übrigens    diese  Fälle  nicht   mehr   verfolgen,   weil  nur  die  Formeln  für  i 
uxiö  T=z2t^i  diejenigen  sind,  die  in   Wirklichkeit  vorkommen  können. 

Zu  späteren  Resultaten  ist  es  noch  nothwendig,  die  Zeit  zu  wissen, 

^reiche   der  Körper   zu   einem  Umlauf  in    seiner   Bahn    brauchen   würde, 

^wenn   seiner   Bewegung  kein    Hinderniss   entgegenstände.     Oben   wurde 

bereits  fj   d.  h.  die  Zeit  gefunden,    die  er  vom  Ausgangspunkt  bis  zum 

einen  Scheitel  braucht.     Setzen  wir  weiter 

r:=r  = 


_  r  (ffr  —  Vg^x^  —  (2gx  —  t)')p*  siti^y) 


nnd  ysslSO  —  yy  so  erhalten  wir  die  Zeit  /^,  welche  der  Körper  braucht, 
am  bei  entgegengesetzt  gerichtetem  ^  und  sonst  gleichen  Verhältnissen 
iVL  dem  andern  Scheitel  zu  gelangen.     Endlich  muss  f -{-{'=  der  halben 

Omlaafszeit  sein.     Die  }/—  r*  ü*  sin^  y  +  2  gr  r*  r  —  (2  ^  r  —  t)*)  r*,    welche  hier 
negativ  zu   nehmen   wäre,    weil   dt  stets  positiv  sein  muss,   dr  aber  für 

diesen  Abschnitt  einen   negativen  Werth  erhielt,  kommt  weiter  nicht  in 

Betracht,  da  sie  wieder  Null  wird.     Man  erhält  nun 

v._  ~rt)  CQ#y  gx^ ^  — fl^y 

"■  2iyr-t>»  ■*■  (2(7r - 1>-)'''  * '"''''''''  j/g^x*  -  (2 (/r  - 1)^)  o«  sin^ 
und 

/i  /'  9^*        (  firr  — t)* 

i^gx-  X?)  -  V  Vg^x^  -  (2i7t -  \?)  \?  sin^y 

,  n^-gx  \ 

+  arCCOS  — ■===========z==:  I  • 

/^»r«-(2^r-t)^)t)«mV>' 

^de  Bögen  sind  von  Null  an  zu  rechnen,  folglich  ist,  wenn  der  eine 
"^P  gesetzt  wird,  der  andere  =n^ß  und  demnach 

^*  ganze  Umlaufszeit  wird  demnach  = 

2gx*n      ^    2n       .^ 
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also  wieder  unabhängig  von  dem  Winkel  ^,  unter  dem  der  Körper  ge- 
worfen  wird,  und  mittelbar  nur  eine  Function  von  D.  In  Berflckaichti- 
gung  des  Umstandes,  dass  bei  den  elliptischen  Bewegungen  anter  dem 
Einflüsse  der  Gravitation  die  Umlaufszeit  nur  durch  ein  Element  der 
Bahn,  nämlich  durch  die  grosse  Axe  bedingt  wird,  hätte  man  das  letste 
Resultat  und  die  daran  geknüpften  Folgerungen  auch  unmittelbar  erhal- 
ten können. 

Eine  Oleichung  zwischen  t/;  und  /  ergiebt  sich,  wenn  man  in  die 
obige  Gleichung  II)  zwischen  i  und  r  den  Werth  r  aus  I)  einsetsL  Auch 
mit  Hilfe  des  zweiten  Kepler 'sehen  Gesetzes  kann  eine  solche  Gleich- 
ung gefunden  werden.     Man  erhält  zu  dem  Ende  wieder 


Zur  Bestimmung   der  Constanten   c   berücksichtigen    wir,   dass   für  einen 
vollständigen  Umlauf  (ibn  =  ct^  also   c= wird.    *  Nun    ist  aber  die 

Umlaufszeit   t=^ — r-*«'^'»   dann  ö=s «  und  h  =     ^  . .. »    folg- 

xj/g  2gx-\>^  /2^r-t>»         ^ 

lieh  wird 

c=^:  ^1)0  sin Y  nnd   ^1  x^  dil; -- ^x)o  siny.i. 

r 

Um    lr^di\}  zu  bestimmen,  erhält  man  nacheinander 

A  ^^  _    r x^'sin^y ^ 

/  /  (^  '^  "~  ^*  *•"  7  •  ^^^  y  ,siny\f  —  [gx  —  ©*  sin*  y)  cos  ^)* 


0  0 


^^  2 


/• 


r*©*5m*y 


[gr  —  cos  t^'  y{gx  —  t)^  sin^  yf  +  d*  sin*y  cos^y) 


2 


wo  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorausgegangenen 

,,  V         ,,    ,  2t)*5t>iyco5y(^r  — t)*«>i*y) 

2        -^   ■    i  (gx  —  ^^stn*yy  +  ^*sm^ycos*y 

gesetzt   wurde.     In   Bezug   auf  den   letzten   Integralausdruck   folgt  nun, 

wenn  mau  Zähler  und  Nenner  mit  -^ — :; m  multiplicirt  und  die  schon 

früher  bestimmten  Werthe  von  a,  h  und  e  einführt: 


«/ (fl- 


--  dilf  =  6'c ;-;  -{-  an  arctang —p — - » 


(a  "- e  ros  fi;  )*  a^ecosiff  acos^-^e 

so  dass  man  die  Gleichung  erhält 
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in{n>-\) 


«„.,p_        .  sin  — 

III,     6t,|     .       ^     /^\     .  2 


a  —  e  cos  ij/' 


(         ^'\ 
a  —  e  cos  I  T/;  —  —  j 

+  ab\  arctang -77- f-  arciang ,7 \  =  X^siny.t, 

acosltl}  —  —  1  —  e  a  cos 

D«c  Zusammen  fassen  der  Klammemansdrücke  führt  zn  keinen  einfache- 
rei:^  Ausdrücken.  Für  das  1^  =  1/;''  erhält  man  wieder  einen  Ausdruck 
fttjr  das  schon  oben  bestimmte  21^,  der  sich  dem  früheren  durch  passende 
Si:tl)8titution  als  gleich  nachweisen  lässt. 

Die   eben  erhaltene  Gleichung   für   ^  in  Verbindung  mit  r=sr  und 

JSk\%  Festhaltang  der  Ebene   durch   b  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  be- 

slinmen  augleich  die  Gentralprojection  des  geworfenen  Körpers  auf  die 

ßr doberÜäche ,    also    die   Bewegung   dieser   Projection   auf   dem  grössten 

K^reise,  nach  dem  die  zuletzt  genannte  Ebene  die  Erdoberfläche  schneidet. 

Bine  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  ^  ist  nicht  ausführbar;  an- 

ni&liemd  Hesse  ijich  dieselbe  erzielen,  wenn  man  die  linke  Seite  in  eine 

^^ibe  entwickelte,   die   nach  Potenzen   von   t\>   fortschritte  und    nur  die 

^^fangsglieder  berücksichtigte,   wozu   man   in    den  gewöhnlichen  Fällen 

^ogen  der  Kleinheit  des  1^  berechtigt  ist.     Ausserdem  ist  noch  ersichtlich, 

^^^  die  obigen  Resultate  im  Allgemeinen  ihre  Giltigkeit  behalten,  wenn 

^ie  Erde   irgend   eine  Form  hätte,   sobald   sich  nur  voraussetzen  Hesse, 

^^ss  die  Anziehung,  welche  sie   auf  den  bewegten  Körper  ausübt,   von 

Einern  bestimmten  Punkte  ausgeht. 

In  Bezug  auf  die  Bewegung  selbst  lässt  sich  aus  der  Symmetrie  des 
^i^zen  Vorgangs  in  Bezug  auf  die  Scheitel  oder  Axenlage  unmittelbar 
^Miessen,  dass  bei  gleichen  Winkeln  der  Radien  vectoren  mit  dieser 
^^e  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  auf  seiner  Bahn  und  die  seiner 
^^ntralprojection  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  einander  gleich  sind,  dass 
^10  ersteren  noch  gleiche  Winkel  mit  den  Radien  vectoren  bilden  und 
^^^  die  eine  aufwärts,  die  andere  abwärts  gerichtet  ist.  Der  Punkt 
^OQ^tnt  daher  mit  seiner  Anfangsgeschwindigkeit  wieder  unten  an  und 
'^d^  in  umgekehrter  Richtung  wieder  den  gleichen  Elevationswinkel. 

Dieselben  Resultate  ergiebt  die  Formel  für  die  Geschwindigkeit 

r«  =  ar,«  +  r8aV  =  t)»-2r^  +  — ; 

r 

'^      ^eigt  zugleich  noch,  dass  diese  Geschwindigkeit  beim  Aufsteigen  ab- 

^^^^mt,   bei   r^rr=:^a=:-=r-^ — r   ein   Minimum,    nämlich   = /2r^^^ 

2yt~t)* 

^^^  und  dann  wieder  zunimmt. 
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Bei  der  Kugel  ist  die  Geschwindigkeit  der  Centralprojection  ssxd^t 

X  t)  sin  y 
— g— ^-     Aus   der  Gleichung  folgt,   dass  auch  diese  Geschwindigkeit 

bei  r  =  r  am  grössten  und  gleich  )osiny  ist,  dass  sie  von  da  an  abnimmt, 
bei  r  =  r  ihren  kleinsten  Werth  erreicht  und  dann  wieder  bis  t  sinj 
zunimmt,  dass  sie  endlich  hei  demselben  r  immer  die  nSmliche  ist. 

Nr.  32.  Als  letzte  Anwendung  soll  die  in  Nr.  31  bestimmte  Wurf> 
bewegung  unter  dem  Einflüsse  der  Umdrehung  der  Erde,  jedoch  mit 
Weglassung  des  Lufwiderstandes  ins  Auge  gefasst  werden.  Wir  werden 
hierbei  auch  die  Resultate  der  Nr.  17 — 24  benützen.  Die  Erde  werde 
zunächst  kugelförmig  angenommen  und  das  Coordinatensystem  wieder  so 
gewählt,  dass  die  Aequatorebene  die  a:y- Ebene  und  die  Erdaze  die 
2-Aze  sei;  auch  die  anderen  Bestimmungsstücke  werden  dem  Voraus- 
gegangenen gemäss  angenommen.  Zunächst  soll  das  Verhalten  der  Geo- 
tralprojection  des  bewegten  Punktes  auf  der  Erdoberfläche  verfolgt  wer- 
den, wenn  auf  diese  im  Verlaufe  ihres  oben  bestimmten  Fortschreitens 
selbstatändig  die  Umdrehung  der  Erde  wirkt. 

Für  den  Winkel  B  der  Ebene  unserer  Ellipsenbahn  mit  dem  Aequater 
erhalten  wir,  wie  in  Nr.  19,  cosS  =  cosß^.cosa^  wo  ß'  4^e  geograpbiaehe 
Breite  des  Ausgangspunktes  und  o  den  Winkel  der  Projection  der  An- 
fangsgeschwindigkeit t)  auf  die  Erdoberfläche  mit  dem  nach  Osten  ge- 
richteten Parallel  kreis  des  Ausgangspunktes  vorstellt.  —  Die  geogra- 
phische Breite  ß  unserer  Central  projection  ist  von  der  Umdrehung  der 
Erde  unabhängig  und  wird  namentlich  durch  das  Verhalten  des  ^  in 
Nr.  31    bestimmt.     Es  findet  sich  auf  Grund  der  Nr.  19  bei  EinfÜhning 

dieses  t^  ^ 

sin  ß  =  sin  (*^  +  ij; ) .  sin  6. 

Hierbei  wird  durch  tf;'  der  Winkel  bezeichnet,  den  der  Radius  vector  der 
Anfangslage  unseres  Punktes  mit  der  aufsteigenden  Knotenlinie  unserer 
Bahnebene  in  der  Aequatorebene  bildet.  V  selbst  kann  aus  sinp> 
=3sinri/,sinB  gefunden  werden.  Soll  z  bestimmt  werden,  so  ergiebt  sich 
aus  der  vorletzten  Gleichung 

1)  2  =  r  sin (il/+p').sind. 
Als  zweite  Gleichung  der  Curve  tritt  hinzu 

2)  e«  =  r«  -  r^ 

Um  die  dritte  Gleichung  oder  die  für  (p  zu  erhallen,  beachten  wir,  dass 
gemäss  der  Nr.  20 

<jp  =  1  «ö  rf  /  -|-  nrriang  [lang  t^ .  cos  0] , 

2^        (f      .\  2Tr       Ij/x^^^       \ 

"      24.60.6oV/-       V      24.60.G0\^^a_ti        / 

ist,  und  daher  mit  Beiziehung  der  letzten  Resultate  wird 
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24.60.60  r        \J  ]/l-sin\ri,-^ti,').8in^e  ) 

0 
+  arctang  \tang  t\> ,  cos  j3'.  cos  a], 

^VVird  die  Grenze  des  Integrals  bis  zu  l  =  2t'  der  Nr.  31  ausgedehnt 

uB^    dementsprechend  schliesslich  ^  =  1^;"  derselben  Nummer  gesetzt,   so 

«*^H\t    man  die  Gleichungen   bis   zur  Wiederkunft  des   in   die  Höhe  ge- 

^<^tfeiien   Körpers    auf  die   Erdoberfläche   und   zugleich  Werthe  von   g>y 

^"^l^be  nicht  blos  für  die  Projection ,  sondern  auch  für  den  Körper  selbst 

S^HcQ.     Durch   das   erste  Glied  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 

^^^  der  £influs8  der  Umdrehung  der  Erde  bestimmt.     Welche  Elimina- 

^i^x&eD  auszuführen  sind,  um  t/;  und  i  fortzuschaffen,  ist  leicht  zu  ersehen. 

Einer  unmittelbaren  Entwickelnng  des  Integrals  steht  der  Umstand 

^^t^gen,   dass   Gleichung   III)    der  Nr.  31    nicht   nach   ^  aufgelöst  ist 

Ka.li  könnte  nun,  wie  an  jener  Stelle  schon  angedeutet  wurde,  die  linke 

°^ite  in  eine  nach  Potenzen  von  t/;  fortschreitende  Reihe  entwickeln  und 

^r    die  Fälle   der  Anwendung,    in   welchen   if/  klein  ist,   blos  einzelne 

^^fangsglieder  berücksichtigen,  die  so  erhaltene  Gleichung  nach  ^  auf- 

l&a^n  und  den  Werth  in  die  Gleichung  für  (p  einsetzen.     Würde  nur  die 

^i'ttte  Potenz   von   t^   genommen   und   diese   Substitution  ausgeführt,    so 

^hielte  man  ein  Integral,  für  welches  die  Reihenentwickelung  der  Nr.  20 

^t  den  entsprechenden  Aenderungen  der  Coefficienten  Giltigkeit  hätte. 

Bin  anderer  Ausweg  bietet  sich  dadurch  dar,  dass  man  das  Integral  nach 

'  in  ein  anderes  nach  if^  verwandelt     Man  erhält  dann 

t  .    ib 

r       '  f      ''^ 

0  0 

*^er  Werth  von  Bi^  kann  entweder  aus  III)  hergeholt* werden  oder  ein- 
^^^cher  aus  r^d-ilftss^x^  siny  und  der  Gleichung  I).  Demzufolge  geht  das 
i^tate  Integral  über  in 

c/  ( t ^ — ^* *«w y cosy sin i/;  —  (gr r - 1)* sin^y) ^^* '^) * j/ 1  - sin^ (tj^+^ffsirJu 
^*   h.  in   ein   Integral,   das  wieder  nur   durch  eine  Reihenentwiokelung 
Leiter  verfolgt  werden  kann. 

Die  angedeuteten  Entwickelungen  als  gegeben  vorausgesetzt,  würde 

''^•b  bei  Verfolgung  des  Vorganges  am  besten  von  den  ^-Werthen  aus- 

^^heo,  hierzu  leicht  ?,  q^  aus  Gleichung  III)  /  und  endlich  auch  g>  be- 

■«mnaen  können.     Für  i/;"  und  2f  erhält  man  die  Werthe,  welche  sich, 

'^  Schon  erwähnt  wurde,  auch  auf  den  ursprünglichen  Punkt  beziehen. 

ältere  Bestimmungen  werden  analog  den  früher  betrachteten  Fällen  in 

**•  23  getroffen;  die  dort  erhaltenen  Resultate  können  zum  Theil  unmit- 

^^r  hierher  Übertragen  werden. 
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Von  den  besonderen  Fällen  in  Nr.  21  und  22,  wo  tts^O  oder  90^ 
ist,  d.  b.  die  anfängliche  Bewegung  in  der  Ricbtnng  des  Parallelkreises 
oder  Meridians  stattfindet,  soll  nur  in  Bezug  auf  den  zweiten  Fall  Einiges 
angegeben  werden.     Hier  wird 

nnd  das  Integral 


~/(ra- 


(ixlf 


{xg  —  t)*  shi  y  cos  y  sin  ^  ~  (^  r  —  ©*  sin*y)  cos  i^ j*  cos  (^  +  ß^) 
Letzteres  kann  wahrscheinlich  in  geschlossener  Form  angegeben  werden. 
Endlich  können  anch  noch  die  Verallgemeinerungen  der  Nr.  24  Tor- 
genommen  werden  nnd  kann  man  unter  den  schon  angedeuteten  Beschrän- 
kungen die  Kugelgestalt  der  Erde  verlassen;  es  ist  zu  dem  Ende  nur 
statt  der  dortigen  Gleichung  für  ^  die  der  Nr.  31  zu  setzen. 

Wollte  man  nicht  das  Verhalten  der  ursprünglichen  Centralprojeetion 
des  Punktes  verfolgen,  sondern  das  des  letzteren  selbst,  so  könnte  man, 
weil  die  durch  die  Erddrehung  bewirkte  Ablenkung  in  der  Richtung  der 
Parallelkreise  für  den  Punkt  im  Räume  und  für  seine  ursprüngliche  Gen«' 
tralprojection  in  der  Anwendung  fast  gleich  bleibt,  wie  folgt  verfahren. 
Zunächst  bestimme  man  1.  die  Wurflinie  der  Nr.  31»  2.  ihre  Gentral- 
projection  und  3.  die  Ablenkungscurve,  welche  selbstständig  zu  letzterer 
gehört,  kurz  die  obige  Gurve;  nehme  dann  irgend  einen  ^-Werth  aa« 
bestimme  den  zugehörigen  Punkt  der  ersten  Gurve,  sein  r  und  seine 
Gen  tralprojection  auf  der  zweiten  Gurve,  gehe  hierauf  von  dieaer  Pro- 
jection  aus  auf  dem  zugehörigen  Parallelkreise  bis  zur  dritten  Gurve  fort 
und  ziehe  endlich  durch  den  zuletzt  erhaltenen  Punkt  eine  Parallele  zu 
r  und  mache  sie  =rr  — r.  Der  so  erhaltene  Punkt  ist  der  verlangte. 
Die  Gleichung  III).  in  Nr.  31  giebt  dazu  auch  das  /.  Obwohl  diese  Be- 
stimmungsart der  Bahn  im  Räume  nur  eine  annähernde  ist,  so  dürfte 
sich  der  geringen  Abweichung,  der  Anschaulichkeit  und  der  vollen 
Strenge  für  den  Moment  des  Aufschiagens  halber  keine  andere  für  die 
Anwendung  besser  eignen,  als  die  gegebene. 

Eine  Formel  für  die  Curve  im  Räume  würde  sich  eigeben ,  wenn 
wir  uns  durch  die  ursprüngliche  elliptische  Bahn  um  die  Erdaxe  eine 
Rotationsfläche  beschrieben  denken  und  auf  dieser  den  Vorgang  verfolgen. 
Diese  Voraussetzung  scheint  aus  dem  Grunde  innerhalb  enger  Grenzen 
statthaft  zu  sein,  weil  die  Gravitation  die  Entfernung  r  des  fliehenden 
Körpers  von  Moment  zu  Moment  festzuhalten  sucht  und  dadurch  allmälig 
eine  parallele  Verschiebung  der  ursprünglichen  Rotationsgescbwindigkait 
stattfindet.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  nach  den  früheren  Entwicke- 
lungen  und  wenn  wir  mit  t  den  z-Werth  der  gesuchten  Gurve  bezeichnen: 

1 )  t  =  r  51«  (ij;  + 1^' ) .  *«w  6. 

Das  r  ist  hierbei  der  Werth  aus  I)  der  Nr.  31.     Die  Gleichung  der  Ro- 
tationsfläche wird  unter  derselben  Voraussetzung 
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-..-».^.•-       »N..- 


WO    a 


/**  +  f*c=3r*  oder  auch 

Endlich  wird  für  die  dritte  Gleichung  «» =  ^tIfgÖ  (t  "~  0 '  *^*^ 

t 

0 
+  arctang  \tang  ^,cosa.  cos  ^] , 

Dass  die  Bemerkungen,   welche  an   die  Gleichungen   der  ersten  Ablen- 

knngscurve  dieser  Nummer  geknüpft  wurden,  mit  geringen  Aenderungen 

aiieli  auf  die  jetzigen  Gleichungen  angewendet  werden   können,   bedarf 

keiner  weiteren  Voraussetzungen.     Wird   in   den   erhaltenen  Resultaten, 

und    zwar  nach  der  Integration,   r  =  x  gesetzt,  so  erhält  man  die  Pro- 

jection  der  Curve  auf  die  Erdoberfläche. 

Anmerkung.      Zu    den    schon    in   Betracht    gezogenen    Einflüssen 

könnte  sowohl  in  dieser  Nummer,  als  in  Nr.  20  —  22  noch  die  scheinbare 

Drehung    der   ursprünglichen   Bewegungsebene   hinzugenommen   werden. 

t 

Hier  wäre  a  nicht  constant,  sondern  =a.  ai\  on\    1  sinß dt,a) ^ 

0 
den  Werth  für  die  Ausgangsstelle  ß^  vorstellt.     Die  anderen  Gleichungen 

cot 6  sa  eosß.  cos  o  und  sin  ß  =  sin  (tf;  +  V)  •  ^*^  Ö,  sowie  die  Gleichung  für  q> 

warden  bleiben  können.     Da   übrigens  ß  in    der  Gleichung  für  a  nicht 

^>^nnt  ist,  so  ist  mit  der  angedeuteten  Integration  wenig  gedient.     Es 

^'^rigt  deshalb,   aus   den   drei   angeschriebenen   Gleichungen    für  /?,  6 

UKd  a  zunächst  eine  Gleichung  zur   Bestimmung   einer  dieser   Grössen 

■Einleiten.     Mag  man  jedoch   irgend   eine  dieser  Grössen  zu  der  Ope- 

'^tion  ausersehen,   so  wird  man  stets  zu  Differentialgleichungen  geführt, 

di9  eine  Integration  nicht  wohl  zulassen,  indem  sie  ausser  der  Ableitung 

'^h  /  nicht  blos  das  i  selbst,  sondern  auch  noch  trigonometrische  Func* 

"<>aeD  der  gesuchten  Grösse  enthalten.    Abgesehen  davon,  dass  das  Vor- 

°*iidensein  dieses  Einflusses  bei  unserer  freien  Bewegung  nicht  zweifellos 

"^j  lässt  sich  noch  mit  Hilfe  der  in  Nr.  23  erhaltenen  Näherungsresultate 

^'cbt  darthun ,  dass  in  den  Fällen  der  Anwendung  für  constante  Werthe 

t 

^^^  sinß^  für  welche  sinß,t>  1  sinß dt  ist,  der  mögliche  Einfluss  dieser 

p  0 

'^^cheinung  zu  sehr  zurücktritt,  um  die  frührer  bestimmte  Ablenkung  in 
^^hteuswerther  Weise  ändern  zu  können.  Hierdurch  ist  dann  auch 
^^ethan,  dass  diese  Aenderung  bei  den  der  Wirklichkeit  entsprechen- 
^%t^  Fällen  der  Nr.  32  ebenfalls  ausser  Acht  gelassen  werden  kann. 
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xm.   Bemerkung  m  Art.  XXIV  und  XXV  der  „Kleineren  Xit- 
theilnngen"  in  dieser  Zeitsehrift»  27.  Jahrg.  S.  380. 

Herr  Schlömilch  theilt  a.  a.  O.  ,,zwei  projectivische  Sätse*'  mit, 
die,  wie  er  hinzufügt,  neu  sein  dürften  nnd  eine  weitere  Untersnchnng 
verdienen.  Der  Beweis  dieser  Sätze,  welchen  in  dem  darauf  folgenden 
Artikel  Herr  A.  Sachse  giebt,  beruht  auf  metrischen  Belationen  awischen 
Strecken  und  kann  leicht  ersetzt  werden  durch  eine  allein  der  unmittel- 
baren Anschauung  entnommene  Betrachtung,  die  zugleich  die  ganxe 
räumliche  Figur  in  ihrer  Vollständigkeit  erkennen  lässt  nnd  dieselbe  als 
identisch  nachweist  mit  der  bekannten  räumlichen  Figur  von  drei  „in 
desmischer  Lage^'  befindlichen  Tetraedern,  von  denen  je  zwei  auf  Tier- 
fache  Weise  gleichzeitig  perspectiv  liegen  und  zu  den  vier  Perspectivi- 
tätscentren  die  Ecken  des  dritten  Tetraeders  haben.  Auf  diese  inter* 
cssante  räumliche  Figur,  welche  sich  bei  mehreren  ganz  verschiedenen 
geometrischen  Untersuchungen  darbietet,  hat  zuerst  Herr  Cyparissos 
Stephanos  aufmerksam  gemacht  (Sur  les  sjst^mes  desmiqnes  de  trois 
tetra^dres  par  M.  Cyparissos  Stephanos,  Bulletin  des  Sciences  math^ma- 
tiques,  2°"*  schrie  t.  III,  1879).  Ich  will  zuerst  die  Identität  dieser  Figur 
mit  den  von  Herrn  Schlömilch  ausgesprochenen  Sätzen  nachweisen 
und  sodann  auf  einige  geometrische  Untersuchungen  hinweisen,  bei  wel- 
eben  die  Figur  auftritt. 

Man  nehme  in  einer  Ebene  e  ein  vollständiges  Viereck  9l8€2)f  Ton 
welchem  zwei  Diagonalpunkte: 

(9133, 63))  =  a,    (9l6,»®)  =  b 

seien,  und  lege  durch  die  Gerade  |ab|  eine  beliebige  Ebene  /•  Von 
irgend  einem  Punkte  O  des  Raumes  projicire  man  das  Viereck  S8SS) 
auf  die  Ebene  b\  so  dass  man  in  derselben  die  vier  Punkte  erhält: 

(0«,0  =  5l'.    (OS3.0  =  S',    (06,0  =  6',    (OSD,0  =  ®', 
dann    werden,   weil  D9191'  in   einer  Geraden,   0938'  in   einer  G^eraden 
und  91  Sa  in  einer  Geraden  liegen,  die  Punkte: 

09l9l'S»'a 
in  einer  Ebene  liegen,  nnd  die  drei  Ebenen: 

[09ir©S'a],     [9l»ab]  =  e,     [r»'ab]  =  f' 
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^^s-den  sich  io  einem  Punkte  schneiden,  durch  welchen  offenbar  die  drei 
^C2l:fti:iittlinien  je  zweier  derselben  hindurchgehen  müssen;  diese  sind  aber, 
irio     wir  sehen,  ^^^^^     igj.g^l^     |^^|^ 

&Y^d    da  der  Schnittpunkt  (2183,  ab)  =  a  ist,  so  muss  |9l'33'|  durch  a  gehen. 
In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  weil  die  drei  Ebenen: 

[06D6'2)'a),    [6®ab]  =  £,    [6'S)'ab]  =  £' 
in    einem   Punkte    schneiden,    durch    welchen    die   Schnittlinien  je 
er  derselben  hindurchgehen  müssen,  dass 

I65DI,    |6'2)'|,    iaH 

durch  einen  Punkt  laufen  müssen;  und  dieser  wird  ebeufulls  asein,  weil 
(€5E),  ab)^=a  ist;  mithin  geht  auch  jS'S)'!  durch  den  Punkt  a,  und  wir 
l^«>ben  also  vier  Gerade: 

1«©!,    |6S)|,     |3l'®'|.    |6'®'l 
durch  den  Punkt  a. 

In  gleicher  Weise  sehen  wir  ferner,  dass  die  vier  Geraden: 

|916|,    ISSDI,    iriri,    |®'SD'| 
durch  den  Punkt  b  laufen. 

Da  nun. 1 91 93 1  und  |S'S)'|  durch  a  gehen,  also  die  vier  Punkte  Sl, 
^>  S'f  ^'  in  einer  Ebene  liegen,  da  zweitens  |9l(£|  und  |93'^'^|  durch 
b  gehen,  also  die  vier  Punkte  durch  21,  €,  93',  S)' in  einer  Ebene  liegen 
^nd  endlich  auch  O,  83,  6,  33',  6'  in  einer  Ebene  liegen,  weil  sich  O,  33,  93' 
^nf  einer  Geraden  und  O)  6,  6'  auf  einer  Geraden  befinden,  so  werden 

die  drei  Ebenen    [3i936'5)'],     [91693'®'],     [93693'®'] 

sieh  in  einem  Punkte  schneiden,  durch  welchen  die  drei  Schnittlinien  je 

*^eier  von  ihnen  gehen ,  d.  h.  die  drei  Geraden : 

|9135'|,     1936'!,     1633'! 
'i^^en  durch  einen  Punkt  jß  laufen. 

In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  dass  die  drei  Ebenen: 

[r93'6S)],     [r6'95©],    [93'6'a36] 
*ieh  in  einem  Punkte  schneiden,  durch  welchen  die  drei  Schnittlinien  je 
'^eier  derselben  hindurchgehen,  d.  h.  die  drei  Geraden: 

|9l'S)|,    |93'6|,     |6'93|, 
'blgiieh  gehen  alle  vier  Geraden: 

|912)'|,    |rS)|,     |936'|,     |83'6| 
^^rch  denselben  Punkt  $.     (Dies  ist  der  Schlö  milch 'sehe  Satz.) 
E$  ergiebt  sich  aber  zugleich,  weil  die  beiden  Ebenen 

[0«9l'2)J)']  und  [093a3'66'] 
*^ch  in  einer  Geraden  schneiden,  und  einerseits  die  Punkte  91936®  in 
Miller  Ebene  c  liegen,  dass  auch  der  Schnittpunkt  (S®,  936)  und,  weil 
^^dererseits  9l'93'6'®'in  einer  Ebene  e'  liegen,  dass  auch  der  Schnittpunkt 
^"'J),  8'6')  in  der  Schnittlinie  der  vorigen  beiden  Ebenen  liegen  muss. 
^^«se  Sebnittlinie  ist  nichts  Anderes,  als  die  Linie  |0$|t   denn  sowohl 
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O  liegt  in   beiden  Ebenen  gleichzeitig,   als  auch  der  Punkt  $,  in  wel- 
chem eich  |^^j^,|^     i^^.j^l^     |ggg,|^     l^,g| 

begegnen;  folglich  liegen  die  vier  Punkte: 

O,    ^,     (915),  SB  e).    («'2)',  »'6') 
auf  einer  und  derselben  Geraden. 

Der  Punkt  (91^,  23  iS)  ist  der  dritte  Diagonalpunkt  des  vollst&ndigen 
Vierecks  923 SS);  hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  Bemerkung  von  Herrn 
Schlömilch,  dass,  wenn  wir  die  Ebene  s  mit  dem  Viereck  9[S(S2) 
festhalten  und  auch  den  Projectionspunkt  O  ungeändert  lassen ,  die  Ebene 
t'  aber  um  |ab|  drehen,  der  Punkt  $  eine  Gerade  durchläuft,  die  Ver- 
bindungslinie von  O  mit  dem  Schnittpunkte  (%S),  93(S)|  wozu  noch  hinzu- 
kommt, dass  auch  der  veränderliche  Schnittpunkt  (9l'S)^  S'iST)  auf  der- 
selben Geraden  sich  bewegt. 

Die  ganze  Figur  tritt  in  ihrer  Vollständigkeit  besser  hervor,  wann 
wir  das  Resultat  der  vorigen  Betrachtung  so  zusammenfassen: 

Es  treffen  sich,  wie  wir  gesehen  haben, 

?li8|,     |6©|,     irs'l,     |6'S)' 

916  1,   |©©|,   i^re'i,   |a3'i)'i 

«SD'I,     |936'|,     irDI,     |©'6| 
9ir|,    ISSB'I,    |66'|,    |SD5)'| 

Dies  lässt  sich  so  aussprechen: 
Die  beiden  Tetraeder: 

aSS'G'S)  und  «'S  62)' 

liegen   gleichzeitig   auf  vier  verschiedene  Arten  perspectiv, 
und  die  vier  Pcrspectivitätscentra  sind  die  Punkte 

a,  b,  D,  g$, 


im 

Punkte 

a. 

5? 

«« 

b, 

»♦ 

>» 

*. 

»1 

»» 

O. 

indem  sich 


n    O. 
n    $, 
n    a, 
n    b 


|9ir|,     laS'iBI,     |6'6|,     !5)S)' 
|9l®'h    |©'6|,     i6'93|,    l^n 
91©  I,     |©'n,     |6'^J)'|,     |5)6| 

«6|,  |a3'£'h   irri,   idssi 

treffen.  Die  vier  Perspecti vitätscentra  bilden  selbst  ein  drittes 
Tetrai^der,  welches  mit  jedem  der  beiden  ersten  Tetraeder 
dieselbe  Eigenschaft  gemein  hat,  auf  vierfache  Weise  per- 
spectiv zu  liegen,  so  dass  die  vier  Perspecti  vitätscentra  die 
Ecken  des  jedesmaligen  dritten  Tetraeders  sind. 

Denn  der  unmittelbare  Anblick  des  vorigen  Resultates  ergiebt,  daas  sich 


31'0  , 

|So  , 

6b  , 

S)'g5 

in    a, 

9'o  , 

930I, 

6^  , 

S)'b| 

in    »', 

9'b  , 

58^, 

60  , 

|S)'a 

in    (T, 

r^p , 

»b  , 

ea|, 

®'o 

in    3) 

treffen,  und  endlich  auch,  dass  sich 
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^H  |«0|.    |S'a|,    le'bl.    |:&%]    in  31, 

^f  |SIb|,    |SB'?|,    |IS'0(.    15)01    iD    e, 

~  |3l¥|,     |SÖ'b|,    la'al,    |®0|    in    D' 

treffen. 

Die    drei  Tetraeder   haben    also   in    der  That  die  aogegeboDe  Lage, 
welche  man  als  „desmische"  bezeichnet.     Herr  C.  Stephanos  bemerkt 
a.  a.  0.,  dass  ein  solches  System  von  drei  Tetraederu  drei  flächen  vier- 
ter Ordnung  bildet,  welche  einem  BüBcbel  angehören,   und  dass  dieselben 
in  iler  Geometrie  des  Raumes  dieselbe  liolle  8|)ieleD,  wie  die  vier  Uiei- 
ecke,  welche  einem  Büschel  vnu  Carveu  dritter  Ordnung  angehören,  in 
der  Geometrie  der  Ebene.     Auf  die  vierfach- perspective  Lage  von  zwei 
Telriedern    hat   schon    Cremona    in    der  Abhandlung:    Teorerai   Stereo- 
meirici,  dai  quali  ei  deducono  te  proprielA  deiresagrammo  di  l'ascal  bo.  33 
r<        (fi- Acad.  dei  Lincei,    Mem.  della  clasae  di  Scienze  fis. ,    math.  e  natur., 
^^^'977]   bingewieeep.     Eine    Beschreibung   zweier   solcher   Tetraeder   habe 
^W^    bei    Gelegenheit    der    Nstarforsc  her -Versammlung    in    Baden-Baden 
^^Beptember    1879}    gegeben    iTageblalt    der   52.  Versammlung    deutscher 
^■tnrforacber  nnd  Aerzte  in  Baden-Baden   1879,  S.  177t  „Einige  SStze 
öbot  das  Tetraeder.") 

In  meiner  Arbeit:  „  üeber  eine  Ranmcurve  vierter  Ordnung  und 
e*«l*r  Species"  (Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  von 
L-  Kronecker  nnd  K.  Weierstraas,  Bd.  93  S.  im)  komme  ich  eben- 
f*tU  anl*  das  System  von  drei  Tetraedern  in  desmischer  Lage  und  habe 
^'>rt,  einige  weitere  Eigenschaften  desselben  nachgewiesen,  deren  unmittel- 
*'^T   ersichtliche  Herleituug  ich  hier  nicht  wiederholen  will,  nämlich: 

Nimmt  man  von  den  drei  Tetraedern  eines  desmischen 
Systems  ein  beliebiges  heraus  nnd  von  einem  zweiten  irgend 
*=*&  Paar  Gegenkaii  ten,  so  begegnet  dasselbe  allemal  nur 
*>neiu  Paar  Gegenkanlen  des  ersten  Tetrat'dera,  liegt  da- 
e«>^en  mit  jedem  der  beiden  anderen  Paare  Gegenkanten 
^y  perboloidisch. harmonisch.  Von  solchen  drei  Paaren  von 
''egenkautcn  derdrei  verschiedenen  Tetraeder,  welche  sich 
''«»gegnen,  liegen  allemal  drei  Kanten  in  einer  Ebene  nnd  drei 
'■"erfon  sich  in  einem  Punkte,  welcher  in  derEbeuQselbst  liegt. 

^^B  Nimmt  man  von  drei  Tfltraedern  eines  deamiscben  Sy- 
^^B«ms  irgend  zwei  heraus,  so  liegen  sie  auf  vierfache  Art 
^^^«icbzeitig  so  im  Räume,  dass  die  vier  Schnittlinien  ihrer 
^•»ilenfUchen  sich  in  je  einer  Ebene  befinden;  diese  vier 
Ebenen  sind  die  vier  Seitenflächen  des  dritten  Tetraeders. 
^m  Uie    awölf  Treffpunkte,    in   welchen  sieb  die  Kanten  der 

^■^>'ei  Tetraeder   eines    desmischen  Systems    begegnen,   grup- 
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piren  sich  zn  je  dreien  anf  geraden  Linien  nnd  zn  sechsen  a 
die  drei  Paar  Gegenecken  vollfitändiger  Vierseite  in  Ebene 
und  zwar  giebt  es  16  solcher  Geraden  nnd  12  solcher  toI 
ständigen  Vierseite,  deren  Diagonalen  die  18  Kanten  d 
drei  desmischen  Tetraöder  sind,  indem  jede  Diagonale  do 
pelt  auftritt.     U.  s.  w. 

Das  System  von  drei  Tetraedern  in  desmischer  Lage  tritt  auch  1 
der  Gmppe  die  27  Geraden  auf  der  allgemeinen  Oberfläche  dritter  Ol 
nung  anf,  was  ich  einer  mündlichen  Mittheilung  meines  Freundes  n 
früheren  Schülers,  Herrn  F.  Schur  in  Leipzig,  verdanke,  nämlich: 

Die  27  Geraden  einer  allgemeinen  Oberfläche  dritt 
Ordnung  liegen  zu  je  dreien  in  45  Ebenen;  nimmt  man  ei 
derselben^  d,  heraus,  so  enthält  sie  drei  Gerade,  dnrch  der 
jede  ausser  der  Ebene  8  selbst  noch  vier  andere  Ebenen  hi 
durchgehen,  welche  Geradenpaare  der  Fläche  enthalte 
deren  Durchschnittspunkte  ein  Tetraeder  bilden.  Die  a 
den  drei  Geraden  in  8  dadurch  hervorgehenden  drei  TetraSd 
befinden  sich  in  desmischer  Lage. 

Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  ist  unmittelbar  abiuleaen  ana  d 
„Nachweis  der  27  Geraden  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung'*,   welcl 
ich  in  Crelle-Borchardt's  Journal  Bd.  62  S.  273  gegeben  habe. 
ergiebt  sich  hieraus  eine  Eigenschaft  der  allgemeinen  Fläche  dritter  O; 
nung,  auf  die  vielleicht  noch  nicht  hingewiesen  ist,  nämlich: 

Die  27  Geraden  einer  allgemeinen  Fläche  dritter  Ov 
nung  begegnen  sich  zu  je  zweien  in  135  Punkten  p;  di« 
liegen  bekanntlich  zu  je  fünfen  auf  den  27  Geraden, 
aber  ausserdem  eine  derartige  Confignration  im  Baum^^ 
sie  zu  je  dreien  auf  720  neuen  Geraden  /  liegen  an«f 
Sechsen  in  540  Ebenen  £  sich  befinden,  in  deren  f' 
sechs  Punkte  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden  /  Iie|r 
die  vier  Seiten  eines  vollständigen  YierseitB  bild 
jede  Gerade  /  gehen  drei  Ebenen  e,  durch  je' 
gehen  24  Ebenen  £  und  16  Gerade  /. 

Man  hat  also: 
in  jeder  der  540  Ebenen  £:  4  Gerade  /,  6  Pnnkte  Xt\ 

durch  jede  der  720  Geraden  /:  3  Ebenen  i 

und  auf  jeder  /:  3  Punkte  p; 

durch  jeden  der  135  Punkte  p:  16  Gerade  /,  *^ 

Breslau,   17.  Januar  1883. 
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2iy.   Constmction  der  Tangenten  äquidistanter  Curven  und  der 

Tangentialebenen  äquidistanter  Flächen. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  2-9.) 

Die  Cnrven,  welche  definirt  sind  als  Ort  der  Punkte  gleicher  Ab- 
stiLnde  von  zwei  ebenen  Curven  (äquidistante  Curven)  und  die  als  Ort 
der  Punkte  gleicher  Abstände  von  zwei  gegebenen  Flächen  definirten 
Flftchen  (äquidistante  Flächen)  wurden  unseres  Wissens  bisher  noch  nicht 
allgemein  untersucht.  Im  Folgenden  handeln  wir  von  der  Construction 
ihrer  Tangenten,  Tangentialebenen   und  den  eventuellen  Consequenzen. 

A.    Aequidistante  Curven. 

1.    In   einem  Punkte   der   äquidistanten  Curve  C  zweier   gegebenen 
Carven  C7j,  C^  ist  die  Tangente  zu  construiren. 

M^M^  seien  (Fig.  2)  zwei  unendlich  nahe  Pnnkte  von  C,  M^m^^  M^m^ 

Qnd  ^fjHj,  M^n^  die  durch  sie  gehenden  Normalen  der  Carven  6',,  C^  in 

wen  gleichfalls  unendlich  nahen  Punkten  m^^m^  nnd  n^^fi^^   wobei  also 

^im^  =  iIljWj  und  M^m^  =  M^n^  ist.     m^  und  «j  nennen  wir  später  immer 

die  entsprechenden  Punkte  des  Punktee  M^.     Ihre  Schnittpunkte  fi  und 

*   stellen    dann  die  Krümmungsmittelpunkte  ftir  m^  und  n^  vor,   weshalb 

#*mj  =  ^jiij,    vWj  =  vw2.     m^m^^   n^n^  sind   die   Tangenten    in   denselben 

*^nnkten  und  M^M^  ist  die  Tangente  der  Curve  C  im  Punkte  M^, 

Von   der  Geraden   m^m^  lässt   sich  nur  nachweisen,   dass   sie  durch 

^*n  Schnittpunkt   ö   der  Geraden  J^^M^  und   Wjfig  geht.     Wenn   wir  die 

^^^isspunkte  der  aus  M^^  M^  auf  m^m^^  n^n^  gefällten  Perpendikel  mit  r^, 

'^s  Und  5|,  s^  bezeichnen  und  L^m^m^  =  a^  Lvn^n^  =  ß  setzen,  so  finden 

^r  Jlfj  Tj  =  Äf j  fWj .  sin  a^  M^s^  =  Af^  «j .  sin  ß ,  woraus  folgt ,  weil  M^  tn^  =  M^  n^ 

**t,     M^r^ :  M^s^  =  sina  :  sinß  =  t     und     ebenso     M^r^i  M^s^^^  tj     daher 

^iTj :  üfj*j  =  ÄfjTj :  .11/2*2 •    Bezüglich  der  Geraden  m^m^  setzen  wir  voraus, 

^aat  gie  M^M^  in  einem  von  a  verschiedenen  Punkte  c^  schneide.     Aus 

^«n    «wei   Paaren    ähnlicher  Dreiecke  M^r^^o^^    M^r^c^    und    M^s^a  und 

"^t^^o  folgen   die  Proportionen   ^^r^ :  ^^r^  =  M^c^ :  M^o^   und    ^^«j :  M^s^ 

^^  äf^czM^Of   welche  im  Verein  mit  der  vorhin  gefundenen  die  folgende 

**efem :   M^a^:  M^  a^  =  M^a :  M^  a  oder,   da  iV|  a^  =  M^  M^  +  M^  a^   und   J^^  0 

"^  ^iM^  +  M^a,    [{M^M^  +  I^^Ci)  -  M^c^]  :  M^a^  =  1{M^M^  +  M^a) -JU^a]: 

'^ac,   d.  h.:   M^a^^  M^a.     Also   fallen   die  Punkte  a  und  a^  zusammen 

^Qr  die  Tangenten  ntj^m^^  M^M^^  n^n^  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Um  demnach  die  Tangente  T  (Fig.  3)  im  Pnnkte  Af  der  aequidistan- 

^Q  Curve  C  von  C^,  C^  zu  bestimmen,   haben  wir  die  Tangenten  t^,  t^ 

^^r  letztem   in  den  M  entsprechenden  Punkten  m  und  n  zu  construiren 

^M  ihren  Schnittpunkt   a  mit  M  zu  verbinden.     T  halbirt  den  L{t^^x^) 

^ud  0  gehört  jenem  geometrischen  Orte  an ,  aus  dessen  Punkten  sich  an 
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die  Curven  Cj,  C^  Tangeoten  von  gleicher  Lftnge  ziehen  lassen.  Aas 
dem  letzteren  Umstände  erhält  man  eine  einfache  Constmction  der  äqni- 
distanten  Cnrve  zweier  Kreise  mittelst  ihrer  Chordale. 

Von  der  Richtigkeit  der  ohigen  Tangentenconstmction  fibersengt 
man  sich  auch  dnrch  eine  einfache  Ueherlegung,  wie  folgt:  Indem  näm- 
lich die  Cnrve  C  als  dnrch  die  Bewegung  eines  Punktes  entstanden  zu 
denken  ist,  der  von  C^  und  C^  immer  gleich  weit  entfernt  bleibt,  bildet 
sie  gleichsam  eine  Mittellinie  dieser  Curven;  es  wird  daher  auch  die 
Richtung  des  beweglichen  Punktes  in  irgend  einem  Moment  der  Bewegung, 
d.  i.  die  Tangente  seines  Ortes  in  demselben,  eine  Mittellinie  der  Rich- 
tungen der  Curven  C^ ,  C^  in  den  ihm  entsprechenden  Punkten  derselben, 
d.  i.  eine  Mittellinie  der  Tangenten  in  denselben  sein  müssen  —  mit 
anderen  Worten  —  die  Tangente  im  Punkte  M  von  C  ist  die  Halbimngs- 
linie  des  Winkels  der  Tangenten  der  ihm  entsprechenden  Punkte  von 
Cj,  C^  und  sie  geht  daher  durch  ihren  Schnittpunkt. 

In  den  Schnittpunkten  von  C\  und  C^  besitzt  die  Curve  C  Doppel- 
punkte, in  denen  sie  sich  orthogonal  durchschneidet. 

2.  Ist  insbesondere  C^  eine  Gerade  (Fig.  4),  so  hat  man  behufs  Con- 
struction  der  Tangente  T  im  Punkte  Hf  der  äquidistanten  Cnrve  C  von 
C\  und  der  Geraden  L  die  Tangente  x  in  dem  Punkte  m  der  C|,  wel- 
cher M  entspricht,  zu  ziehen  und  den  Schnittpunkt  a  derselben  mit  l^ 
mit  dem  Punkte  Af  zu  verbinden,  so  ist  letztere  Verbindungslinie  die 
verlangte  Tangente ;  sie  halbirt  den  L  (t,  L),  Auch  die  im  Punkte  a  su 
ihr  senkrecht  stehende  Gerade  ist  eine  Tangente  von  C  und  ihr  Sehnitt- 
punkt  mit  der  Normale  Mm  der  Berührungspunkt.  Sonach  wird  durch 
jede  die  L  in  einem  Punkte  c  schneidende  Tangente  Anlass  zu  zwei 
durch  a  gehenden  Tangenten  von  C  geboten  und  wir  gelangen  zu  dem 
Satze : 

„Die  äquidistante  Curve  C  einer  Geraden  L  und  einer  Curve  C^ 
m^*'  Classe  ist  von  der  Ciasse  2m.*^ 

Ist  Ci  beispielsweise  ein  Kreis,  also  von  der  Classe  2,  so  ist  C  Ton 
der  Classe  4,  und  in  der  That  ist  in  diesem  Falle  C  eine  aus  zwei  Pa- 
rabeln mit  gemeinsamer  Axe  sich  zusammensetzende  Curve  vierter  Classe. 

Bei  näherer  Betrachtung  der  Doppeltangenten ,  Asymptoten  und  der 
mit  L  parallelen  Tangenten  von  C^  erkennt  man  bald  die  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 

„Die  Zahl  der  Doppeltangenten  und  Asymptoten  der  vorliegenden 
äquidistanten  Curve  C  ist  gleich  der  doppelten  Anzahl  der  Doppeltangen- 
ten und  Asymptoten  der  Curve  C^,  In  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Ebene  von  C^  und  L  besitzt  C  m  vereinigte  Tangenten,  deren  sftmmt- 
liche  Berührungspunkte  in  jenem  coincidiren,  der  in  der  Richtung  einer 
zu  L  Senkrechteu  liegt;  in  letzterem  berühren  sich  m  Zweige  der  Curve  C/' 
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3.  Schrumpft  C^  auf  einen  Punkt  />  zasammen  (Fig.  5),  so  bat  man 
wieder,  um  die  Tangente  des  Panktes  M  za  finden,  die  Tangente  in  dem 
ihm  entsprecbenden  Punkte  m  von  C^  zn  cunstruiren,  eodHnn  in  P  anf 
MP  eine  Senkrechte  zu  errichten  nnd  den  Scbnittpnnkt  ff  dieser  beiden 
Geraden  mit  M  zn  verbinden. 

4.  An  die  in  2  angegebene  Constrnction  der  Tangenten  der  Sqni- 
distanten  Corve  C  einer  Geraden  L  und  einer  Curve  C,  laBBon  sich  einige 
Betrachtongen    über   die  Convexität   und  Concavität   von  C  anschliegsen. 

IbI  die  Curve  f  (Fig.  6)  gegen  die  Gerade  x  concav  ond  schreitet 
der  Punkt  M  anf  derselben  gegen  die  rechte  Seite  von  jr  fort,  ao  werden 
die  Winke!  seiner  jeweiligen  Tangente  mit  dieser  Seite  immer  kleiner; 
kehrt  hingegen  y^  der  ,r  die  convexe  Seite  zn,  so  werden  die  Winkel 
d«r  Tangenten  des  ebenao  fortschreitenden  Punktes  immer  grösser. 

Erscheint  nun  der  Theil  m^m^  von  C,  (Fig.  7)  von  /.  aas  durchaus 
convei,    HO    werden  die  Winkel  i  der  aufeinander  folgenden  Tangenten 

■nit  der  rechten  Seite  der  L  immer  grösser,  also  ^  grässer;  nachdem  aber 

"is  Ton  L  verschiedenen  Schenkel  der  L^   die   Curve  C  einhüllen,   so 

'ird  diese  convez,  von  L  aus  gesehen,  erscheineu.  Die  Winkel  ISO*'  —  « 
"■■d  ihre  Hälften  mit  der  linken  Seite  von  L  werden  immer  kleiner, 
dahpt  die  Winket  ihrer  Halbirungslinien  mit  der  rechten  Seite  immer 
E^^Bser  nnd  der  von  ihnen  umhüllte  zweite  Tbeil  von  C  ist  gegen  L  eben- 
'''I«  convex. 

Wenn  der  Theil  m,ni,  von  C^  (Fig,  8l  gegen  die  Gerade  L  concav 
'".  so  findet  man  dnrch  ähnliche  Scblussweisen,  dass  diejenigen  Tangen- 
'*ö  ,  welche  die  kleineren  Winkel  zwischen  L  und  den  Tangenten  von 
^1  lialbiren,  einen  concaven  Theil  von  C  einhüllen,  während  durch  die 
"^Ibirungsliuien  der  grösseren  Winkel  ein  convexer  Theil  von  V  ein- 
erhallt  wird. 

Die  letatgewonnenen  Ergebnisse  liefern  das  folgende  Criterium: 

„Ist  C,  in    dem,    dem  Punkte  M   entsprechenden  Punkte   m    von  C, 

*|*R«D  L  convex,  so  ist  C  im  Punkt«  M  gegen  L  stets  convex;  wenn  aber 

a     im  Punkte  m  der  Geraden  L  ihre  concave  Seite  zukehrt,  so  ist  C  \m 

'^Unkte   M   nur    dann    concav,     wenn    seine   Tangente    T   den    kleinereu 

^»nkel,  welchen  die  Gerade  L  mit  der  Tangeute  t  des  Punktes  m  bildet, 

^Ibiit;  im  entgegengesetzten  Falle  erscheint  sie  von  L  aus  convex." 

Schwieriger  ist  die  Unteranchnng  der  Concavität  und  Convexität  in 

*^*i  allgemeinen   Falle  der  äquidistanten  Curve  C  von   l\,  fj  (Fig.  3}  in 

'Qen  Punkte  M,  in  Bezug  auf  i^  z.  B. ;  doch  Hegt  die  Vermuthnng  nahe, 

**i  dieselbe  von  der  Concavil&t,  resp.  Convexität  der  Curven  C^  und  Cj 

^  Ata  Punkten  m  und  "  in  Bezug  auf  r,  einerseits  nnd  von  den  Krttm- 


186  Kleinere  Mittheilungeii. 

mangsradien  derselben  Punkte  andererseits  abhängig  sein  wird,  da  andere 
Umstände,  welche  hierauf  Einflass  äussern  könnten«  nicht  denkbar  sind. 

B.    Aeqnidistante  Flächen. 

1.  Für  die  äquidistante  Fläche  F  zweier  Flächen  P^^  P^  ist  eine 
Construction  der  Tangentialebene  in  einem  ihrer  Punkte  aufanfiuden. 

Nachdem  wir  uns  die  äquidistante  Fläche  F  als  den  Ort  eines  Punktes 
zu  denken  haben ,  der  yon  F^ ,  F^  immer  gleiche  normale  Abstände  behält 
oder  stets  in  der  Mitte  zwischen  beiden  bleibt,  so  ist  dieselbe  gleichsam 
die  Mittel-  oder  Halbirungsfläche  des  zwischen  den  Flächen  F^^  F^  ent- 
haltenen  Baumes.  Das  Element  der  Fläche  F  im  Punkte  M  halbirt  also 
den  Raum  zwischen  den  Elementen  der  Flächen  F^  und  F^  in  den  ihm 
auf  denselben  entsprechenden  Punkten  m  und  n.  Nun  ist  aber  das  nach 
allen  Richtungen  erweiterte  Element  einer  Fläche  ihre  Tangentialebene, 
folglich  halbirt  die  Tangentialebene  von  F  im  Punkte  M  den  Raum  zwi- 
schen den  Tangentialebenen  von  /\  und  F^  in  m  und  it,  d.*h.  den  von 
ihnen  gebildeten  Flächenwinkel ,  und  geht  daher  durch  ihre  Schnittgerade. 

Zur  Bestimmung  der  Tangentialebene  Te  von  F  in  einem  Punkte  Jf 
sind  daher  die  Taagentialebenen  r/  und  x^  von  F|,  F^  in  den  demselben 
entsprechenden  Punkten  m,  n  zu  suchen  und  ihre  Schnittlinie  £  mit  M 
durch  eine  Ebene  zu  verbinden. 

■ 

Ein  Beweis  fUr  diese  Construction,  ähnlich  dem  für  das  in  A,  1 
behandelte  analoge  Problem,  kann  hier  nicht  gegeben  werden,  aas  dem 
einfachen  Grunde,  weil  die  Normalen  einer  Fläche  in  zwei  benachbarten 
Punkten  sich  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  schneiden,  nämlich  wenn 
sie  auf  einer  Krümmungslinie  liegen,  und  um  so  weniger  werden  sich 
daher  die  Normalen  in  drei  Nachbarpunkten  begegnen  können.  Wohl 
lässt  sich  aber  für  den  speciellen  Fall,  als  f\,  f*!  Kugelfiächen  sind,  ein 
solcher  Beweis  herstellen. 

In  der  Durchschnittscurve  von  F^  und  F^  besitzt  die  Fläche  F  jedes- 
mal einen  orthogonalen  Selbstdurchschnitt. 

2.  Setzen  wir  F^  als  eine  Ebene  B  voraus,  so  ist,  wenn  die  Tan- 
gentialebene eines  Punktes  M  von  F  construirt  werden  soll,  zuvor  die 
Tangentialebene  des  ihm  entsprechenden  Punktes  m  der  Fläche  F^  lu 
suchen  und  ihre  Schnittlinie  2)  mit  £,  mit  M  durch  eine  Ebene  au  ver- 
binden. Die  zur  letzteren  senkrechte  Ebene,  welche  die  Gerade  £  ent- 
hält, ist  gleichfalls  eine  Tangentialebene  von  f,  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
Normale  des  Punktes  m  der  Berührungspunkt.  Durch  jede  Tangential- 
ebene der  Fy  werden  zwei  sich  in  ihrer  Schnittlinie  Z  mit  E  schneidende 
Tangentialebenen  der  Fläche  F  veranlasst.  Letztere  Fläche  ist  die  En- 
veloppe  der  Ebenen,  welche  die  Winkel  aller  Tangentialebenen  Ton  Pi 
mit  der  Ebene  E  halbiren. 
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„Die  äqaidistante  Fläche  F  einer  Fläche  f,  von  der  Classe  m  nnd 

einer  Ebene  E  ist  von  der  Classe  2  m.     Von  jeder  Doppeltangential-  nnd 

asymptotischen  Ebene  der  F^  rühren  her  zwei  sich  in  einer  Geraden  der 

Ebene  E  schneidende  und  zn   einander  normale  ebensolche  Ebenen  der 

Fläche  F,     Sie  hat  weiter  die  unendlich  ferne  Ebene  zn  einer  m- fachen 

Bertthmugsebene,  die  m  Berührungspunkte  sind  in  jenem  vereinigt,  der 

in  der  Richtung  einer  zu  E  senkrechten  Geraden  liegt.     In  ihm  berühren 

rieh  m  Mäntel  von  F.'* 

„Ist  F^  eine  aufwickelbare  Fläche,  so  ist  auch  F  aufwickelbar,  und 
weoD  überdies  speciell  F^  eine  Kegelfiäche  ist,  deren  Scheitel  in  der 
Ebene  E  liegt,   so   wird  F  eine   mit  ihr  concentrische  Kegelfläche  sein.'* 

3.  Wenn  F^  eine  Gerade  L  wird ,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der 
Tangentialebene  det  Fläche  F  im  Punkte  M  jene  von  F^  in  dem  ihm 
entsprechenden  Punkte  aufzufinden,  sodann  durch  L  zur  Ebene  {LM) 
eine  senkrechte  Ebene  zu  legen  und  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  mit 
dem  Punkte  B/l  durch  eine  Ebene  zu  verbinden. 

Sei  jetzt  F^  eine  Gerade  und  Fj^  eine  Ebene,  so  findet  man,  dass 
die  äquidistante  Fläche  .beider  eine  Kegelfläche  ist,  welche  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  mit  der  Ebene  zum  Scheitel  hat.  Da  eine  Gerade 
^ine  Fläche  von  der  ersten  Classe  ist,  so  wird  Feine  Kegelfläche  zweiter 
^Mse,  also  zweiten  Grades  sein,  ein  bekanntes  Resultat,  dessen  Rich- 
tigkeit auch  in  folgender  Weise  dargethan  werden  kann :  Nennen  wir  L 
die  Gerade  und  E  die  Ebene,  nehmen  in  L  einen  beliebigen  Punkt  f 
^i^r  betrachten  denselben  als  Brennpunkt  eines  Rotationsparaboloids, 
denen  Directrixebene  E  ist,  legen  durch  f  zn  L  eine  normale  Ebene,  so 
^fd  letztere  das  Paraboloid  in  einer  Ellipse  schneiden.  Der  Kegel  nun, 
Welcher  dieselbe  zur  Leitlinie  und  den  Schnittpunkt  von  L  und  E  zum 
^heitel  hat,  ist  der  Ort  aller  von  L  und  E  gleichweit  abstehender  Punkte, 
^lio  vom  zweiten  Grade.  Der  Beweis  hierfür  ist  leicht  und  kann  daher 
^^^erbleiben.  Handelt  es  sich  darum,  diesen  Kegel  wirklich  zu  con- 
^niiren,  ao  ist  es  einfacher,  jene  Leitlinie  desselben  zu  bestimmen,  welche 
^  einer  mit  E  parallelen  Ebene  E^  liegt. 

Wenn  wir  nämlich  mit  //j  (Fig.  9)  die  orthogonale  Projection  von  L 
^f  E  bezeichnen  und  die  Ebene  (L^ll^  als  Zeichnungsebene  annehmen, 
^d  wenn  X  die  Trace  von  E^  auf  derselben  heisst,  so  haben  wir  die 
Kinkel  ISL  und  l^SL  durch  die  Geraden  h  und  A|  zu  halbiren;  dieselben 
^^neiden  X  in  A,  A^^  welche  Punkte  bereits  zwei  Azenendpunkte  der  in 
1  liegenden  Leitellipse  vorstellen.  Denken  wir  uns  die  Ebene  Ey^  um 
^^1  tammt  der  darin  liegenden  Ellipse  in  die  Ebene  {L^ll^  umgelegt, 
^  ist  ^ ii^i  die  zweite  Aze  derselben ;  dabei  ist  B B^A^X  und  B^  ihr 
^knittpnnkt  mit  //|.  ABA^B^  muss  eine  Ellipse  sein,  weil  unsere 
^^gelfläche  keine  zu  E  parallelen  Erzeugenden  aufweisen  kann. 
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4.  Nun  möge  F^  wieder  eine  beliebige  FlScbe  vorstellen,  während 
sieb  F^  auf  einen  Punkt  P  reducirt  bätte.  M  sei  ein  Pnnkt  ihrer  äqoi- 
distanten  Fläche  F. 

In  diesem  Falle  wird  sich  die  Tangentialebene  des  Punktes  M  ergeben, 
wenn  wir  zunächst  die  Tangentialebene  des  ihm  entsprechenden  Punktes 
m  auf  f\  suchen ,  im  Punkte  P  auf  M  P  eine  senkrechte  Ebene  errichten 
und  die  Schnittgerade  £  beider  Ebenen  bestimmen.  Die  Verbindnngs- 
ebene  (27,  M)  ist  die  gesuchte  Tangentialebene. 

Brunn.  Carl  Schirbk,  Cand.pro£ 


XV.   Heber  den  Reye'schen  Axencomplex.'^ 

Diejenigen  Geraden,  deren  conjugirte  Polaren  mit  Bezug  auf  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  sich  schneiden,  bilden  im  allgemeinen  Falle 
einen  tetraedralen  Complez.  Wenn  die  eine  dieser  Flächen  in  den  un- 
endlich fernen  imaginären  Kugelkreis  degenerirt,  so  ist  der  Complex  die 
Gesammtheit  der  Geraden,  die  auf  ihren  Polaren  bezüglich  der  andern 
Fläche  senkrecht  stehen.  Für  eine  Fläche  mit  Mittelpunkt  bleibt  der 
Complex  ein  tetraedraler,  bei  parabolischen  Flächen  tritt  ein  anderer 
Complex  auf. 

1.  Zwei  Flächen  zweiten  Grades  F^,  F^,  bezogen  auf  ihr  gemein- 
sames Polarquadrupel  als  Fundamentaltetraeder,  mögen  in  Punktcoordi- 
naten  dargestellt  sein  durch 

1)  ZaiXi^==(S,     ZbiX^^O. 

Eine  Raumgerade  p  mit  den  Coordinaten  Pik  "=  ^if/k  —  ^kffi  hat  mit  Be- 
zug auf  F|,  Fj  zwei  Polaren  p\  p"  mit  den  Coordinaten  p\k=^  ^i^hrnPimt 
p\i^  =  bibn^pim  (t,  ^,  /,  vTi  =  t,  2,  3,  4).  Diese  Polaren  schneiden  sich, 
wenn  £p'ikp"im'=^^  d.  h.  wenn 

welche  Gleichung  die  des  genannten  tetraedralen  Complezes  ist.  Be- 
kanntlich treffen  alle  Complexstrahlen  die  Ebenen  :r^=0  des  Fundamen- 
taltetraeders in  je  vier  Punkten  Si  von  constantem  Doppelverhältnisse» 
Der  Werth  desselben  ist 

o)        ^1,8  4;     s^s^'s,s,    p^'p,,    K^-öA)K^s-«s^)' 

dieses  Doppelverhältniss  ist  zugleich  dasjenige  der  vier  Ebenen  aus  p 
nach  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders. 

Zwei  Flächen  £{ai  +  lbi)x.^  =  0,  £{ai  + (ibi)x^*  =  0  des  Büschels 
Fj,  F,  ergeben  denselben  Complex,  wie  sich  aus  3)  sofort  ergiebt.    Ebenso 


*  Vergl.  Herrn  Reye's  Geometrie  der  Lage,  n,  1.  Auflage  1868  und 
2.  Auflage  1882. 
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darf  man  F|,  F,   ersetzen   dnrch   irgend   zwei  Flächen,   welche  mit  den 
gegebenen  die  gemeiDsame  nmschriebene  Developpable  haben. 

Mit  der  bestimmten  Fläche  F^  bilden  oo^  andere  Flächen  denselben 
Complex.  Ist  derselbe  nämlich  zunächst  bestimmt  durch  F|,  F3,  so  er- 
•etie  man  F^  dnrch  F|+  IF^,  Und  ebenso  kann  man  letztere  Fläche  ersetzen 
durch  jede  der  oo^  Flächen  der  durch  Fj  und  F|  +  ^^2  bestimmten  Schaar. 
Somit  gehören  zu  F^  im  Ganzen  00^  Flächen,  welche  man  auch  auf  dualem 
Wege  findet.  Sie  bilden  ebensowohl  oo^  Büschel,  deren  Grundcurven 
auf  F|  liegen ,  als  oo^  Schaaren ,  deren  gemeinsame  Developpabeln  F^  um. 
schrieben  sind. 

Das  Coordiuatentetraeder  ist  Polarquadrnpel  für  oo^  Flächen  zweiten 
Grades  und  zugleich  Fundamentaltetraeder  für  00^  tetraedrale  Complexe. 
Diese  oo'  Flächen  gruppiren  sich  auf  oo^  Arten  in  je  oo'^  Paare,  welche 
je  denselben  Complex  ergeben. 

Bezeichnet  man  irgend  eines  der  oo^  Paare  mit  F|,  F,,  so  gehören 
ohne  Zweifel  alle  Tangenten  der  Schnittcurve  und  alle  Erzen- 
genden der  gemeinsamen  Developpabeln  von  F^,  F^  dem  Com- 
plexe an ,  weil  ihre  Polaren  bezüglich  beider  Flächen  sich  stets  schneiden. 
2.  Die  eine  der  gegebenen  Flächen  sei  nunmehr  ausgeartet  in  den 
imagiDären  Kngelkreis,  die  andere ;  F,  sei  eine  Fläche  mit  Mittelpunkt 
von  der  Gleichnng 

Eine  Gerade  p  sei  die  Verbindungslinie  der  Punkte  x,  y,  z;  x\  y\  z\  so 
hat  man  für  die  Richtungscosinus  derselben 

Pvk'Pxi  'Pu  =  (^'— ^)  '  (y  —  y)  '  (^  —  «)  =  cosa:  cosß  icosy; 
^  die  conjugirte  von  p  mit  Bezug  auf  die  Fläche  4)  hat  man 

P'ii  •  P\z  '  P'u  ^^  "*Pm  '  ^^Pu '  ^^Pis  ^^  ^^*  •*'  •  ^^^?'  cosy\ 
Hierans  ergiebt  sich  als  Bedingung  der  normalen  Lage  der  beiden  Con- 
JQgirten,  bezüglich  als  Complexgleichung 

*)  «*Pu  Pu  +  *^Pi8  P«  +  ^^Pu  P18  =  Ö- 

Das  Fundamentaltetraeder  besteht  jetzt  aus  den  drei  Symmetrieebenen 

^<*ii  p  (ajc=0,  y  =  0,  z  =  0)  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 

^'^d  X^  F,  Z  die  Schnittpunkte   einer  Complexgeraden  p  mit  den  Sym- 

'''^trieebenen ,   so  sind  die  durch  diese  drei  Punkte  bedingten  Theilver- 

^^tnisse  constant  und  zwar  ist 

«)   ds=±f=.l_l.   oder   A'F:^Z:FZ=:(a»-6*):(a«-(J*):(6«-c«); 

^  jeden  Strahl  des  Axencomplexes  verhalten  sich  somit  die  Abschnitte 
^yXZ^  YZ^  zwischen  den  Symmetrieebenen,  zu  einander  wie  die  Qua- 
rte der  Excentricitäten  der  Hauptschnitte  (in  {  =  0,  y^rO,  XcsQ)  der 
^gebenen  Fläche. 
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Die  Punkte  X^  l\  Z  sind  aeqnidistant ,  wenn  d=  — 1,  ^,  2  (b.  B. 
wenn  6'+c^=2a^).  Für  eine  Rotationsfläche  zerAillt  der  Complex  in 
zwei  specielle  lineare,  deren  Directricen  die  Rotationsaze  nnd  deren 
ConJQgirte  für  den  imaginären  Kugelkreis  sind.  Für  die  Kugel  wird  der 
Complex  unbestimmt. 

Nach  den  Erläuterungen  in  1)  müssen  die  Complexgeraden  ihre 
Polaren  mit  Bezug  auf  oc'  Flächen  zweiten  Grades  rechtwinklig  kreuzen. 
Hierunter  befindet  sich  vor  Allem  die  Schaar  der  Flächen,  die  mit  der 
gegebenen  und  dem  imaginären  Kugelkreise  dieselbe  Developpable  haben, 
d.  i.  die  Schaar  der  zu  der  gegebenen  Fläche  confocalen  Fliehen.  Jede 
derselben  bestimmt  mit  der  degenerirten  Fläche  einen  Büschel,  dessen 
Flächen  ebenfalls  den  Complex  als  Axencomplex  bestimmen :  Die  Geraden 
in  5)  kreuzen  ihre  Polaren  mit  Bezug  auf  die  Schaar  der  confoealen 
Flächen  und  Seren  ähnlichen,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden,  zu- 
gleich unter  rechtem  Winkel.*     Die  Gleichungen  aller  dieser  Flächen  sind 

Unter  ihnen  befinden  sich  in  (r  =  0,  y  =  0,  z  =  0  je  oo^  Kegelschnitte  und 
der  Complex  erfüllt  auch  mit  Bezug  auf  diese  jene  metrische  Eigenschaft. 

Wählt  man  von  einer  jener  Flächen  7)  zwei  Focalkegelachnitte, 
bestimmt  man  alsdann  für  die  Punkte  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  die 
Polaren  nach  beiden  Kegelschnitten,  so  erhält  man  die  Directricen  paare 
von  00^  linearen  Congruenzen  des  Complexes.  (Denn  der  Complex  be- 
steht auch  ans  denjenigen  Geraden,  deren  Polaren  nach  je  zwei  Flljchen 
einer  confocalen  Schaar  sich  schneiden.) 

Den  Axencomplex  für  einen  Kegelschnitt  c  (z.  B.  in  z  =  0)  constmirt 
man  einfach  wie  folgt.  Ein  Punkt  P  in  der  Ebene  von  c  ergebe  die 
Polare  p ;  aus  P  fälle  man  auf  p  die  Senkrechte  s.  Die  längs  s  nuf  die 
Ebene  von  c  errichtete  senkrechte  Ebene  sei  S,  so  besteht  der  Büschel 
PS  aus  Complexgeraden  und  bestimmt  unmittelbar  drei  lineare  Congmen- 
zen  des  Complexes  etc. 

Die  vorhin  genannte  Gerade  s  ist  Complexstrahl.**  Sie  trifft  a;  =  0, 
^s=0,  z=0  in  den  Axen  von  c  und  (z  =  0)  in  einem  Punkte,  der  in 
P  liegend  gedacht  werden  muss.  Die  Tb  eil  Verhältnisse  der  Strecken 
zwischen  diesen  drei  Punkten  haben  constanten  Werth,  woraus  folgt: 

Wenn  man  von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
c  auf  seine  Polare  nach  c  eine  Senkrechte  fällt  und  damit  die  Axen  von 
c  schneidet,  so  verhalten  sich  die  Abschnitte  von  P  bis  nach  den  Axen 
und    das   Stück    zwischen    den    Axen    zu    einander    umgekehrt    wie    die 


*  Der  Complex  wird  offenbar  auch  gebildet  durch  die  Tangenten  der  Krfim- 
mungpslinien  dieser  Flächen. 

**  Jede  Gerade  in  der  Ebene  von  c  ist  eine  Linie  s. 
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Qaadrate  der  Axen  und  das  Qnadrat  der  Excentricitftt  von  c.  —  Diesen 
Sats  kann  man  aber  anf  Flächen  zweiten  Grades  mit  Mittelpunkt  aus- 
dehnen. Alsdann  fällt  man  von  einem  Punkte  P  im  Räume  eine  Senk- 
rechte $  auf  die  Polarebene  11  von  P  mit  Bezug  auf  eine  Fläche  F.  Diese 
s  gehört  dem  Complex  5)  stets  an,  weshalb  auf  ihr  die  Abschnitte  zwi- 
schen den  Symmetrieebenen  jene  bekannten  constanten  Theilverhältnisse 
bilden.  Aber  auch  die  Abschnitte  vom  Pol  P  gemessen  bis  zu 
den  Symmetrieebenen  von  F  verhalten  sich  stets  zueinander 
wie  die  Quadrate  derHauptaxen  von  F,  die  zu  jenen  Ebenen 
senkrecht  stehen. 

3.    ICs  soll  nunmehr  der  Axencomplex  für  ein  Paraboloid  betrachtet 
werden.     Das  Paraboloid  habe  die  Gleichung 

8)  6y«  +  C2«  =  46car. 
Für  die  Polare  einer  Geraden  p  hat  man  jetzt 

P\t '  Piz '  Pu  =  P84  •  2 cp,4 :  -  2  6pi3 (=  cos  a:  cos ß':  cos y) 
und  der  Complex  ist 

9)  Pi2.P34  +  2(c-6)p,3Pi^  =  0, 

alio  [(11)(22)],  Nr.  29.  Der  unendlich  ferne  Punkt  in  yt=«  =  0  ist 
der  doppelte  Ausnahmepunkt,  die  unendlich  ferne  Ebene  ist  die  dop- 
pelte Ausnahmeebene.  Die  einfachen  Ausnahmeelemente  sind  die  Rich- 
tungen von  a:  =  «  =  0,  a"  =  y  =  0,  ferner  die  Ebenen  y  =  0 ,  «  =  0.  Der 
Complex  besteht  insbesondere  aus  einer  Schaar  von  linearen  Congruen- 
Mn,  deren  Directricen  in  :=0  parallel  mit  a:  =  z==0  und  in  y  =  0 
Parallel  mit  ^=:ys=0  liegen  und  deren  senkrechter  Abstand  (in  y  =  z  =  0) 
S^cieh  ist  2(c^6).  Es  sind  das  die  Paare  von  Polaren  der  Punkte  in 
ifsr^srO  mit  Bezug  auf  die  Focalkegelschnitte  in  y=«0,  t  =  0.  — 
Bieraus  folgt:  Die  Projectionen  der  Strecken  auf  allen  Oomplexgeraden, 
>wiscben  den  Symmetrieebenen  des  Paraboloids,  auf  dessen  Hauptaxe 
*ind  stets  gleich  dem  doppelten  Abstände  der  Brennpunkte  der  Parabeln 
^^  den  Symmetrieebenen. 

Der  Complex  bleibt  derselbe  für  alle  Paraboloide  mit  derselben  Axe, 
^^  welche  die  Distanz   der  Brennpunkte  in  den  Symmetrieebenen  den* 
'^Iben  Werth  b  —  c  hat.     Diese  Paraboloide  bestehen  aus  den  confocalen 
^  gegebenen, 

^^d  ihren  ähnlichen ,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden ,  die  jetzt  durch 
^fallel Verschiebung  längs  y  =  z  =  0  aus  den  confocalen  hervorgehen. 
*^te8e  00*  Paraboloide  sind  dargestellt  durch 

^  Complex  geht  durch  Parallelverschiebung  längs  ys=:z  =  0  in  sich 
^W  über  und  lässt  sich  in  vierfacher  Weise  durch  lineare  Congruenzen 
^**«ttgen. 
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DasB   man  für  die  Parabel  wie  ftlr  das  Paraboloid  im  Wesentli  h 
denselben  Complex  erhält,   ist  einleuchtend.     Es  mögen  hier  üb    h 
nur  noch    folgende   Sätze  hervorgehoben   werden.     Fällt   man    b  '     ' 
Parabel   eine  Senkrechte  vom  Pol  auf  die  Polare  und  projicirt  m      A' 
Strecke  auf  dieser  Senkrechten   vom  Pol  bis  «u  der  Axe  auf  d'     A 
so  ist  diese  Projection  stets  gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkt 
der  Directrix.    Fällt  man  bei  einem  Paraboloid  eine  Senk        hi 
s  vom  Pol  P  auf  seine  Polarebene,   so  sind  die  Proiect* 
der  Strecken   auf  s^   gemessen   von  P  bis  zu   den  Symm    t  ' 
ebenen   der  Fläche,   auf  die  Hauptaxe,  gleich   den  Pa 
tern  der  Hauptschnitte  in  umgekehrter  Reihenfolge 

4.    Führt   man   oben,   an  Stelle  der  conjugirten  Polaren  mit  B 
auf  Flächen  zweiten  Grades,  die  Polargeraden  bei  allgemeinen  räuml*  h  ^ 
Reciprocitäten  ein,  so  treten  wieder  die  nämlichen  Compleze  auf 

Hottingen  b.  Zürich.  Dr,  ^   Wbilm. 


XVI.   Beweis  des  projeetivischen  Satses  von  Sohlömiloh 

(Jahrg.  ZXVn  8.  380). 

Der   auf  FG  liegende  Durchschnittspunkt  von  AC  mit  ^'C'  b  '  M 
der  von  JC'  mit  A'C  sei  P,     Dann  sind  die  Strahlen  Ojf  und  OPmxk  oJ 
und  OC  harmonisch,   folglich  auch  die  Ebenen  OFM  und  OFP  «i.  OJ^jt 
und  OFC,  sowie  OGM  und  OGP  zu  OGA  und  OGC.     Ferner  sind  d* 
Strahlen  MO^  MP  harmonisch   zu  MA  und  Mjf^   also  auch  die  Bb« 
OFG,  PFG  zu  AFG  und  jfFG.     Wendet  man  dieselbe  Betrachtung  uf 
den  Durchschnittspunkt  Q  von  BD'  mit  B'D  an,  so  ergiebt  sich     daaa  O 
der  gemeinschaftliche  Punkt  derselben  drei  Ebenen  ist  wie  P. 

E'^«'*-  Prof.  QoiDD«. 


Berichtigung. 

In  der  Abhandlang  „üeber  eine  Erweiterung  derMariotte-  und  Oav-Lutiao- 
sehen  Gesetze**,  Bd.  26,  ist  in  dem  Zahlenbeispiel  auf  S.  390  Z.  9  s  =  ssi7  statt 
s  =  1,529  SU  setzen  und  wird  dadnrch  das  Resultat  =c.l04gr  =  c.^^r  Atmoenh.- 
durch  die  entsprechende  Aenderung  auf  S.  381  Z.  26  wird  P  =  llö,4gr  =  c.*AtmoiS* 

^'  BiaaaiMeiB. 


Geometrische  Untersuchungen  über  den  Verlauf  der 
elliptischen  Transcendenten  im  complexen  Gebiete. 


OSKAB  HeREUANN. 


i  Taf.  IV  Fig.  1  - 


t.    Die  Fragestellung.    Allgemeines  über  stetiooSre  Stromang 
uud  conforoie  Äbbiltlung. 

Durch    dio  Deutung   der   complexen  Grössen    in   einer  Ebene   wird  die 
^*»eorie   der  Functionen    eines  complexen  Argumentes  mit  zwei 
**dBreii  mathematischen  Disciplinen  in  Verbindung  gebracht;  einerseits  mit 
■SP^i'    mathematischen  Physik   durch  das  Problem   der  stationären  Strö- 
^■''Ung  oder,    nas  dasselbe  ist,   des  logarithmischen  Potentials,   und 
■W^dererseite   mit  der  Geometrie  durch  das  Problem  der  conformen  Ab- 
^^1  düng.      Aus    diesem    Zusammenhange    erwachsen    flir    die  Functionen- 
'beorie  zweierlei  Aufgaben:  1,  die  stationfiren  Strömungen')  und  con- 
'Orinen  Abbildungen,  welche  durch  schon  bekannte  Functionen  bewirkt 
Verden,  zu  untersuchen,  und  2,  neue  Functionen  zu  construireu,  iudem 
•"»fMi    umgekehrt   von   gewissen   Problemen    der    stationären    Strömung   oder 
*^oformen  Abbildung  ausgeht.    Die  Aufgabe,  welche  in  vorliegender  Arbeit*) 
Dehandelt  wird,   gehSrt  zu  denen  der  ersten  Art.     Es  handelt  sich  darum, 
J*iie  Probleme  für  die  hauptsSchlichaten  in  der  Theorie  der  ellip- 
^'KcbenTranscendentcnauftretenden  Functionen  zu  Ißsen.  Durch 
*»a«  derartige  Untersuchung  der  Functionen  werden  nicht  nur  intereesanta 
Beispiele    fttr   conforme    Abbildungen   und    stationäre  Strömungen   geliefert, 
wandern   auch  umgekehrt  —  und  das  ist  der  Hauptzweck  —  einerseits  ge- 
wisse Eigenschaften    der    bebandelten   Functionen    deutlicher    erkannt    und 
gieielisain    der   Anschauung    näher    gebracht ,    und    andererseits  allgemeine 
•chon   bekannte   functio  neu  theoretische  Stttze  illustrirt  und  vielleicht  neue 
*Orbereitet").     In  Uhnlicher  Weise  kann  man  alle  eindeutigen  Functionen 


I)  Der  bequemeren  und  lebendigeren  Vorstellung  halber  werden  wir  im  Fol- 
^^■idBn  'immer  nur  von  Btationären  Strümungen  und  nicht  von  Fernewirkungen 
*Pr«cbeu,    den  Begriff  des   logarithmiacheu  Potentiale   also   gänzlich   ver- 


S)  Dieselbe  ist  eine  Umarbeitung  einer  der  pUitoaophiBcbe 
**ndltt  I>eipEig  IS82  eingereichteu  Freiuarbeit. 
1}  Vergl.  Abschnitt  VI. 

ittaaiutik  B.  Phriik  xzvni, 


I  FacultÄt  der  Dni- 
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der  Analjsis  behandeln ,  was  bis  jetzt  nur  für  einen  kleinen  Theil  derselben 
geschehen  ist^).  Ehe  wir  unsere  eigentliche  Aufgabe  in  Angriff  nehmen, 
sei  es  gestattet,  die  Principien,  wie  sie  im  Folgenden  zur  Anwendung 
kommen,  kurz  auseinanderzusetzen'). 

Wir  beginnen  mit  der  conformen  Abbildung.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung  w  für  u  +  iv^  z  für  or  +  i^t  so  wird  durch  eine  Fonetion 
w=f(z)^  welche  der  Einfachheit  halber  eindeutig  sein  möge,  die  ir- Ebene 
conform,  d.  h.  so  auf  die  £"- Ebene  abgebildet,  dass  entsprechende  Ge- 
biete in  den  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich  sind.  Aus- 
geschlossen von  dieser  ConformitSt  sind  die  sogenannten  Krenznngs- 
punkte').     Unter  den  Kreuzungspunkten  verstehen  wir  solche  Punkte  der 

£- Ebene,  ftir  welche  3— =  0  ist.     Um  gleich  den  allgemeinen  Fall  zu  be- 

dz 

trachten,  wollen  wir  annehmen,  dass  für  einen  bestimmten  Punkt  z^ 

sei.     Dann  entspricht  einem  Winkel  von  der  Grösse  fp  in  dem  zugehörigen 

Punkte   Wa  ein   solcher  von  der  Grösse   — t-t  ini  Punkte  ä«.     Einem  Cur- 

a  +  1 

venstücke,  welches  einfach  durch  den  Punkt  Wq  hindurchgeht,   entsprechen 

demnach  a+1  Linienstücke,  welche  sich  im  Punkte  Zq  unter  gleichen  Win- 

(180" \ 
— --T  )    überkreuzen«      Einen    solchen    Punkt   nennen    wir    einen 
a  +  1/ 

Kreuzungspunkt  von  der  Multiplicität  a*). 


1)  Eine  Zusammenstellung  der  einfJEU^hsten  schon  behandelten  Funotjonen 
findet  man  in  dem  in  der  nächsten  Anmerkung  citirten  Buche  des  Herrn  Holt- 
m  filier.  Von  den  höheren  Functionen  sind  vor  Allem  die  elliptiBchen  Modal- 
functionen  zu  erw&hnen  (Klein,  Math.  Aunal.  14,  S.  119flgg.) 

2)  Ich  stütze  mich  hauptsächlich  auf  die  von  Herrn  Prof.  Klein  im  Winter 
1880/81  und  im  Sommer  1881  an  der  Universität  zu  Leipzig  gehaltene  Vorlesmig 
über  Functionentheorie  in  geometrischer Behandlungsweise.  Dieselbe 
ist  zum  Theil  in  dessen  Schrift:  „Ueber  Riemann's  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  und  ihrer  Integrale,  Leipzig  1882",  reproducirt. 
Femer  vergleiche  man  z.  B.  das  Buch  des  Herrn  Holzmüller:  „Einführung 
in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und  der  confor- 
men Abbildungen,  verbunden  mit  Anwendungen  auf  mathematische 
Physik**,  Leipzig  1882**,  weiches  sich  durch  eine  grosse  Anzahl  intrrninntfir 
Figuren  und  reiche  Angaben  der  älteren  Literatur  auszeichnet. 

3)  Dieser  Name  rührt  von  Herrn  Klein  her  (a.  a.  0.  S.  8);  femer  vergl. 
Hoizmüller  a.a.O.  S.  77.  Wir  berückbichtigen  im  Text  zunächst  nur  solche 
Kreuzungspunkte,  in  welchen  die  Function  endlich  bleibt,  indem  wir  die  Unend- 
lichkeitspunkte besonders  besprechen. 

4)  I>ie  den  Kreuzungspunkten  der  jt- Ebene  entsprechenden  Punkte  in  der 
M7- Ebene  sind  d^e  sogenannten  Verzweigungspunkte  (Windungspunkte).  Einem 
ganzen  Umlauf  um  einen  KreuzungspuDkt  von  der  Multiplicität  a  entspredien  a-f  1 
Umläufe  um  den  zugehörigen  Verzweigungapunkt    So  kommt  es,  dasa,  um 


Du  Problem  der  confonnen  Abbildung  soll  nun  im  Folgerden  immer 
in  dem  Sinne  erledigt  werden,  dose  wir  fragen,  welche  Curven  der 
c-Ebene  den  Geraden  m  =  0  und  v=^(i  derip-Ebene  entsprechen. 
HerrHolzmllller  überträgt  im  genannten  Buche  immer  ein  ganzes  System 
TOD  Carmen  mit  dem  KngehSn^n  Orthogonals;stem,  Doch  kommt  ea  uns 
nur  auf  den  allgemeinen  Charakter  der  Abbildung  an.  Wir  haben  nicht 
das  Studium  einzelner  Curvenajsteme ,  sondern  die  Werthevert heilung 
einer  Function  in  der  eomplexen  Ebene  im  Auge,  um  dann  mit  der  Ab- 
bildong  die  ganze  Function  gleichBEun  anschaulich  vor  uns  zu  haben'). 

Was  Eweiteus  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Functionen  eines 
'■oniplesen  Argumentes  mit  der  Theorie  der  atationdren  Strömungen 
betrifft,  so  ist  derselbe  in  dem  Satze  enthalten,  dogs  die  Curven  v^const. 
dec  z- Ebene  als  Strömungslinien,  die  Curven  vs=c<mst.  als  Niveau- 
Unien  (oder  auch  gerade  umgekehrt)  einer  stationären  Strömung  in  der 
'-Ebene  betrachtet  werden  kSnnen.  Do»  Curvensystem  v  ^  consi.  der 
»-Ebene  reprfiseatirt  natürlich  selbst  die  Strömungalinian  einer  stationären 
StrHiDung,  nnd  zwar  wollen  wir  fürs  Folgende  festsetzen,  dass  das  Flui» 
dum  im  Sinne  der  positiven  u  -  Axe  (von  links  na«b  rechts)  strömt.  Das 
Problem  nun,  das  wir  im  Folgenden  zu  lösen  haben,  besteht  darin,  die 
StrOmungelinien  der  f-Ebene  anzugeben,  d.  h.  die  w-Ebeue  mit  den 
Curven  v  =  cor>st.  mit  Hilfe  der  zu  untersuchenden  Function 
conform  auf  die  e-Ebene  zu  übertragen. 

In  der  «■■Ebene  läuft  durch  jeden  Punkt  (mit  Ausnahme  des  Punktes 
'''==x)  eine  einzige  Ström ungslinie.  Ebenso  wird  durch  jeden  Punkt  der 
'"Ebene,  mit  Ausnahme  der  Kreuzungs-  und  Dnendlichkeitapunkte ,  eine 
'■''»igB  StrCroungscurve  hindurch  laufen.  In  einem  Kreuzungspunkte 
*Oq  der  Uultiplicit&t  a  überkrenzen  sich  a+  1  Strömungscur- 

*«0,  indem  auf  a+J    sich  unter  gleichen  Wii 

'•ttden  Linien  die  Flüssigkeit  zu  und  auf  den  o  +  l  Linien, 
'eleiie  jene  Winkel  halbireu,  wieder  wegströmt').  Durch  den 
'wakt    v=:  ca    dagegen    laufen   unendlich   viele   Strömungslinien,    die   sich 

^*>ühnng  beider  Ebenen  eindeutig  tu  machen,  man  sich  noch  Eiemann  im 
'^iwtigtmgipuokte  u-t-l  Blätter  im  Cyclus  zusammenhüngend  denkt. 
^%nD  miLn  sich  dies  für  jeden  Verzweigungspunkt  der  tti-Ebene  voratellt,  lo  bil- 
^*^  diese  Blätter  in  ihrer  (iesammtbeit  die  zugehörige  Riemann'Bcbe  Flüche, 
'*»*■  welcher  dann  s  eindeutig  ist. 

I)  E«  teilten  dies«  Abbildiiegen  genuie  daa  Umgekehrte,  wie  die  Bie- 
"^»on'wlien  Flikhen.  Diese  verwandeln  eine  vieldentige  Fujictton  in  eine  ein- 
"vaüge,  jene  ceigeu,  wie  i  vieldeutig  in  w  ist,  indem  sie  die  verschiedenen  Punkte 
'  Wicht  kaiKndeo  losten,  welche  einein  bestimmten  Punkte  u  entsprechen.  Wenn 
*ine  FiuicUou  durch  die  zugehörige  Biemaniiache  Flüche  eindeutig  gemacht 
''Irdm  igt,  finden  dann  auf  dieser  die  Betrachtungen  des  l'extes  ihre  Stelle. 

1)  Klein  »  a.  0.  S  S. 


m 
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sämmtlich  in  diesem  Punkte  bertthren.  Wir  sehen  daraus,  daes  die  Punkte, 
in  denen  to  unendlich  gross  wird,  einer  besonderen  Berücksichtigung  bedttr- 
fen.  Man  findet^):  Wird  die  Function  für  einen  Punkt  Mq  n-fach 
algebraisch  unendlich,  so  strömt  von  diesem  Punkte  aus  nach 
n  Richtungen,  die  unter  sich  gleiche  Winkel  bilden,  je  auf 
unendlich  vielen  sich  in  Zq  berührenden  Strömungslinien  die 
Flüssigkeit  fort,  und  strömt  in  denjenigen  n  Richtungen, 
welche  die  genannten  Winkel  halbiren,  in  derselben  Weise  auf 
den  Punkt  zu^. 

Die  obige  Festsetzung,  dass  die  zu  betrachtende  Function  eindeutig 
sei,  wollen  wir  nun  dahin  erweitem,  dass  dieselbe  um  constantePerio- 
dicitätsmoduln  vieldeutig  sein  kann.  Z.  B.  gestatten  wir  der  Func- 
tion, an  einzelnen  Stellen  sich  wie  C.logg  für  je;  =  0  zu  verhalten.  Wir 
fragen  nach  dem  Verlauf  der  Strömung  in  einem  solchen  Punkte.  Wir 
haben  den  Satz^):  Verhält  sich  die  Function  an  einer  Stelle  z^ 
wie  log{z^z^^  so  läuft  das  Fluidam  vom  Punkte  B^  aus  nach 
allen  Seiten  hinweg.  Wir  nennen  einen  solchen  Punkt,  um  uns  der 
physikalischen  Anschauungsweise  möglichst  genau  anzuschliessen,  einen 
Quellpunkt  (von  positiver  Ergiebigkeit,  Ausströmungspunkt). 

Um  nun  sagen  zu  können,  wie  die  Strömung  sich  in  einem  Punkte 
verhält,  in  welchem  die  Function  wie  logiß—f^^'i  multiplicirt  mit  einer 
Constanten,  unendlich  wird,  erwähnen  wir  gleich  ein  allgemeines  Princip. 
Fügen  wir  der  Function  eine  additive  Constante  zu,  so  wird  die  Strö- 
mung, da  dann  das  Curvensjstem  v{x^y)^=  eonst.  dasselbe  bleibt,  keine 
Aenderung  erleiden.  Ebenso  wird  eine  multiplicative  Constante, 
wenn  sie  reell  und  positiv  ist,  auf  das  Strömungssjstem  ohne  Einfluas  sein, 
da  wir  nur  auf  die  Curven  und  nicht  auf  die  Intensität  der  StrOmnng 
achten.  Dagegen  wird  eine  negative  und  allgemein  eine  complexe  multi- 
plicative Constante  die  Strömungscurvon  ändern.  Ist  z.  B.  die  Function 
to  =  e^9> . /*(jer)  zu  betrachten,  so  führen  wir  zunächst  die  Hilfisfunction TTes f (jt) 
ein.  Dann  ist  w^tf'f.Wy  also  entsprechen  den  Curven  v  =  otm^.  die  Cur- 
ven U sinq>  +  yco8fp  =  const,^  d.  h.  gerade  Linien,  welche  mit  den  Strö- 
mungslinien F=  const,  den  Winkel  —  <p  bilden  (d.  h.  einen  Winkel  tp  rechts 
herom    gemessen).     Das  Entsprechende    wird   in   der  £;- Ebene  statthaben. 


1)  Klein  a.a.O.  S.  8. 

2)  Ein  Bolcher  Punkt  ist  weiter  nichts ,  als  ein  Ereusungspunkt  von  der  Mul- 
tiplicität  n  —  1,  d.  h.  ein  Punkt,  in  welchem  ein  Winkel  nur  den  n***  Theil  des  ent- 
sprechenden Winkele  in  der  tr- Ebene  beträgt,  wobei  nur  zu  berfickriöhtigen  iit, 
dass  er  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  u;- Ebene  entspricht.  Dass  gerade  die 
Punkte  IC  =  OD  so  bevorzugt  sind ,  liegt  natürlich  iü  der  Wahl  der  Curven  «ss  oonil. 
als  StrOmungsourven  der  to- Ebene  begründet;  wir  könnten  ebenso  gut  eine  andere 
Strömung  tu  Qmnde  legen. 

8)  Klein  a.  a.  0.  8.  e;  Kirchhoff,  Poggend.  Anmüen  64  (1846),  8.  AOI. 
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and  80  sehen  wir,  dass  die  der  Function  w  =  €f'P,f(^g)  entsprechen* 
den  Strömnngslinien  mit  den  Strömungslinien,  welche  der 
Function  f9=>/*(jr)  entsprechen,  den  Winkel  — g)  bilden,  also  die 
(isogonalen)  Trajectorien  der  letzteren  in  Bezug  auf  den  Win- 
kel —  g>  sind.  Eine  negative  multiplicative  Constante  insbesondere  wird 
den  Sinn  der  StrOmung  umkehren. 

Nun  können  wir  unmittelbar  angeben ,  welchen  Verlauf  die  Strömungs- 
Hxüen  in  der  Nähe  eines  Punktes  Zq  nehmen ,  in  welchem  sich  die  Function 
wie  A.€^9,log{g^g^  {^A  reell  und  >0)  verhält.     Liegt  tp  zwischen  0  und 

^,  so  werden  dieselben  durch  Ansätze  von  logarithmischen  Spiralen  dar- 
gestellt werden,  welche  bei  einem  Umlauf  rechts  herum  sich  von  dem  be- 
treffenden Punkte  entfernen  (Strudelpunkt   von  positiver  Ergiebigkeit). 

PHr  9  =  -^  erhalten  wir  in  erster  Annäherung  kleine  Kreise  um  den  be- 
treffenden Bankt,  auf  welchen  das  Fluidum  herumläuft  (Wirbelpunkt). 
Ftr  9  =  7K  haben  wir  einen  Quellpunkt  von  negativer  Ergiebigkeit  u.  s.  w. 
Es  sei  schliesslich  noch  der  Oeschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Flflssigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  strömt,  Erwähnung  gethan.     Dieselbe 

^  durch   den  Ausdruck  ^  \jr)  +(p~)     gegeben^).      Daraus   ergeben 

ü'eh  ftlr  im  Endlichen  gelegene  Punkte  —  und  andere  kommen  im  Fol- 
Senden  nicht  in  Betracht  —  folgende  Sätze  (welche  man  ableitet,  indem 
QUiQ  die  einÜEUihsten  geeigneten  Functionen  für  die  betrefifenden  Punkte  in 
^Qg  auf  den  obigen  Ausdruck  untersucht): 

1.  In  einem  Ereuzungspunkte  von  der  Multiplicität  er  wird 
die  Geschwindigkeit  unendlich  klein  von  der  Ordnung  a. 

2.  In  einem  Quellpunkte  ist  die  Geschwindigkeit  unend- 
lich gross  von  der  ersten  Ordnung. 

3.  In  einem  n-fachen  algebraischen  Unendlichkeitspunkte 
ist  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  von  der  Ord- 
nung n  +  1. 

II.  Die  elliptischen  Integrale. 

^  Die  Biemann*80he  Flftohe  und  das  Beohteok.     Das  Integral 

erster  Gattung. 

tJnter  einem  elliptischen   Integrale  versteht  man   allgemein  ein 

^^N  von  der  Form    f  R{io^g)dz^  wo  R  eine  rationale  Function  bedeutet 

w  und  z  durch  eine  algebraische  Gleichung  vom  Geschlechte  1  ver- 

1)  Vergl^irohhoff,  Yorles.  über  mathem.  Physik,  S.  170. 
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banden  sind.  Man  kann  ein  solches  Integral  bekanntlich,  abgesehen  von 
einem  algebraisch  •  logarithmischen  Theile,  in  eine  Snmme  von  gewissen  ein - 
flachen  elliptischen  Integralen  zerlegen  (erster,  zweiter  und  dritter  Gattung^ 
und  ftlr  diese  einfachen  Integrale  sollen  im  Folgenden  die  zugehörigen 
stationären  Strömungen  aufgestellt  werden.  Von  den  Yerschiedenen 
Normalformen,  welche  jene  Integrale  im  Laufe  der  Zeit  erhalten  haben, 
bedienen  wir  uns  der  sogenannten  Biemann^schen  Normalform,  d.  i. 
deijenigen,  in  welcher  die  auftretende  Irrationalit&t  die  Form 


j/Z=:j/z{l-z){\-'X^e) 

besitzt,  und  zwar  betrachten  wir  nur  den  Fall,  für  welchen  »' 
reell  ist. 

um  den  Verlauf  der  Integrale  vollständig  übersehen  zu  können,  con- 
struiren   wir  uns  zunächst  die  Rie  man  nasche  Fläche  über  der  ir- Ebene, 

auf  welcher  die  Function  }/Z  eindeutig  ist^).  Dieselbe  wird,  da  zu 
jedem  Werthe  von  e  zwei  Functionswerthe  gehören,  aus  zwei  Blättern 
bestehen.     Nur   in   den  Verzweigungspunkten,   d.  L  in  den  Punkten 

jer  =  0,  1,  -^,  00,  weist  die  Function  blos  einen  Werth  auf.     Durch  üm- 

kreisung  eines  Verzweigungspunktes  werden  wir  aus  dem  einen  ins  andere 
Blatt  gelangen.  Daher  müssen  die  Blätter  längs  gewisser  Linien  (Ver- 
zweigungsschnitte), die  von  den  Verzweigungspunkten  ausgehen,  über*s 
Kreuz  zusammenhängen ,  und  zwar  wollen  wir  annehmen ,  dass  die  Verzwei- 
gungsschnitte von  je;  =  ~  00  bis  0  und  von  itr  =  1  bis   -^  gelegt  sind.     Um 

einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  setzen  wir  fest,  dass  x*  zwi- 
schen 0  und  1  liege.  Die  beiden  Blätter  seien  dadurch  auseinander- 
gehalten, dass  wir  dasjenige  als  das  obere  betrachten,  in  welchem  ^Z 
für  reelle  Werthe  zwischen  e=0  und  1  positiv  ist. 

Auf  der  so  construirten  Biemann'schen  Fläche  ist  }/Z  eindeutig.  In 
ihr  könnten  wir  nun  die  Strömungen,  welche  den  Integralen  entsprechen, 
betrachten.  Denn  die  Integrale  sind  auf  dieser  Fläche  zwar  nicht  eindeutig, 
aber  doch  nur  um  constante  Periodicitätsmoduln  vieldeutig,  und  auf  additive 
Constanten  kommt  es,  wie  wir  wissen,  bei  der  Strömung  nicht  an.  Doch 
gehen  wir  im  Folgenden  noch  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  die  Strö- 
mungen auf  einer  Fläche  im  Räume  studiren,  auf  welche  die  Fläche 
über  der  ier- Ebene  eindeutig  conform  bezogen  ist,  nämlich  auf  der  einfachen 
Ringfläche.     Den  Durchgangspunkt   hierzu   bildet  das  Rechteck,   indem 

yz 


wir  die  Riemann'äche  Fläche  mit  Hilfe  der  Function  to  —  1  -—--  (des  In- 

J  v 


1)  Für   die   Legen dre'sche   Irrationalität  s.  z.  B.  Königsberger,   Ellipt. 
Functionen  I,  S.  800. 
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t^^rals  erster  Gattung)  auf  die  u;- Ebene  abbilden^).  Wir  werden  sehen, 
dcirfis  dann  diese  Fläche  eindeutig  umkehrbar  und  conform  auf  ein  Rechteck 
1>^zogen  ist 

Wir   gehen    also  jetzt  dazu  üSer,    die  FlSche  ttber  der  z- 
E3  fcene  mit  Hilfe  der  Function 


-f, 


de 

yz 


in    die  u;-£bene  zu  übertragen  (vergl.  Fig.  1)*). 

Wir   lassen  e  auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen   wandern  und   richten 
unser  Augenmerk  auf  die  Zuwüchse,  welche  w  in  jedem  Augenblicke  erhält. 
Ina  Punkte  jef  =  0  hat  w  den  Werth  Null.     Wir  gehen  nun  auf  dem  obe- 
ren Blatte,   indem   wir  immer  auf  der  Axe   der  reellen  Zahlen  bleiben, 
zunächst  von  ir  =  0  bis  ;?  =  !.     Auf  diesem  Wege  wftchst  w  und  erhält  für 

1 

Pdz 
«  =  1  den  positiven  Werth  w  =  /  --= .     Lassen  wir  nun  je?  noch  weiter  zu- 

0 
nehmen,  so  wird  der  Zuwachs  von  tv  rein  imaginär  bis  zum  Punkte  iEf=-g. 


X' 


X« 


"Ctzen  wir  daher  die  rein  imaxrinäre  Grösse    /  — :=  =  w',  so  entspricht  dem 

J  yz 
1 


^cge  von  ;ef  =  1  bis  z^=-;t   der  Weg  von  w  =  w  auf  der  Geraden  u  =  w 

bis  w=^(io  +  m.     Wenn  wir  femer  bedenken,   dass  von  z^=-^   bis  jEf=»OD 

x' 

<lie  Zuwüchse  von  w  wieder  reell,  und  von ;?  =  —  oo  bis  ;8?  =  0  rein  imaginär  sind, 

^d  dass  wir  bei  diesem  Wege  in  der  z  -  Ebene  keinen  Verzweigungspunkt  um- 

^föist,  also  keinen  Periodicitätsmodul  zu  beachten  haben ,  so  bemerken  wir  un- 

Qüttelbar,  dass  die  Axe  der  reellen  Zahlen  sich  auf  die  Contour  eines  Rechtecks 

^^  den  Seiten  cd,  -r ,  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes  (positiv  nen- 

t 

^^  wir  diejenige  Halbebene,   in  welcher  y  positiv  ist)  auf  das  Rechteck 

^öcleutig   umkehrbar  abbildet.     Man  kann   sich  den  Weg  in  der  üt- Ebene 

^iich  so  denken,   dass  sich  der  bewegliche  Punkt  immer  sehr  wenig  über 

^er  Axe  der  reellen  Zahlen  (also  in  der  positiven  Halbebene)  befindet;  dann 


1)  Vergl   Schwarz  im  Journal  f.  Math.  Bd.  70  S.  113. 
S)  Das  Entsprechende  für  die  Legen dre 'sehe  Irrationalität  befindet  sich  in 
^  Kleinlichen  Schrift  S.  62. 
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wird  sein  Bildpnnkt  w  immer  innerhalb  des  Rechtecks  immittelbar  an  der 
Grenze  hinlaufen^). 

Ein  Gleiches  gilt  nun  von  den  drei  anderen  Halbblftttem  der  FlAche 
über  der  j9- Ebene,  und  zwar  setzen  sich  die  entsprechenden  vier  congmen- 
ten  Rechtecke  zu  einem  grösseren  Rechtecke  zusammen.  Die  £!cken  dieses 
Rechteckes  sind,  wie  ans  dem  Vorhergehenden  folgt,  durch  js  =  qo  gekenn- 
zeichnet ,   der  Mittelpunkt  durch  jer  =  1 ,   die  Mitten  der  horizontalen  Seiten 

durch  jer  =  -^  und  die  der  verticalen  durch  g=0.     Wie  nun  jedem  Werthe 

von  z  auf  der  Riemann*schen  Fläche  zwei  Punkte  entsprechen,  so  anch 
in  dem  Rechteck.  Die  Unterscheidung  zwischen  oberem  und  unterem 
Blatte  der  Flftche  wird  im  Rechteck  die  Unterscheidung  zwischen  linker 
und  rechter  Hälfte,  und  ein  Punkt,  dessen  z  gegeben  ist,  ist  nur  dann  im 
Rechteck  eindeutig  bestimmt,  wenn  zugleich  die  Hälfte  angegeben  ist,  in 
welcher  er  liegt  Nur  für  vier  Werthe  von  z  fallen  die  beiden  entsprechen- 
den Punkte  zusammen,  nämlich  für  jer  =  0,  1,  -j,  oo,  gerade  wie  auf  der 

R iem an n 'sehen  Fläche.  Um  das  Entsprechen  noch  deutlicher  hervortreten 
zu  lassen,  haben  wir  diejenigen  Partien  des  Rechtecks,  welche  den  positi- 
ven Halbebenen  entsprechen,  schraffirt 

Das  Integral  erster  Gattung  hat  nun  zwei  Periodicitätsmoduln ,  von 
denen  in  unserem  Falle  der  eine  reell,  der  andere  rein  imaginär  ist.  In- 
folge dessen  wird  die  tr- Ebene  in  unendlich  viele  congruente  Rechtecke 
eingetheilt,  und  zwar  entspricht  jedes  derselben  der  Riemann'schen  Fläche 
eindeutig  umkehrbar,  eins  genau  so  wie  das  andere.  In  dieser  so  in  Recht- 
ecke eingetheilten  tv  -  Ebene  sind  nun  die  elliptischen  Integrale  (bis  auf  Viel- 
deutigkeiten,  welche  durch  logarithmische  Unendlichkeitspunkte  vemrsacht 
werden)  eindeutig,  und  zwar  unterscheiden  sie  sich  von  Rechteck  zu  Rechteck 
immer  nur  um  constante  Periodicitätsmoduln.  Daher  wird  die  StrOmung 
in  jedem  Rechtecke  dieselbe  sein,  und  denmach  brauchen  wir  dieselbe  nur 
in   einem   Rechtecke    zu    betrachten.      Da  nun  das  Rechteck  conform  zu 


1)  AuffaUend  könnte  zunächst  Folgendes  erscheinen.    Die  reellen  Zuwüchse 

von  z=zO  bis  z=l  sind  positiv,  während  die  von  z  =  -^  bis  z  =  ck>  negativ  sind, 

ti'otzdem  wir  immer  im  oberen  Blatte  geblieben  sind.  Dies  hat  jedoch  seine  Rich- 
tigkeit, indem  der  reelle  Theil  von  yz  nicht  nur  beim  Uebergang  der  Venwei- 
gongsBchnitte,  sondern  auch  beim  Uebergang  über  einen  gewissen  Hjperbelaat  sein 

Vorzeichen  ändert,  welcher  zwischen  z  =  l  und  z  =  -r  die  Axe  der  reellen  Zahlen 

senkrecht  überschreitet.  Auf  diesen  Curvenstücken  ist  nämlich  der  reelle  Theil 
von  Z  negativ,  während  der  imaginäre  verschwindet.  (Hiernach  ist  die  Bemerkung 
in  der  Klein *8chen  Schrift  S.  53,  dass  auf  dem  oberen  Blatte  w  durchweg  einen 
positiven  reellen  Theil  besitzt,  zu  corrigiren.) 
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dziem  Ringe  sosammeiigebogen  werden  kann^),  so  können  wir  diese  Strö- 
inxuigen  auch  als  Strömungen  auf  dem  Ringe  ansehen,  wobei  noch 
dßfwr  bekannte  Satz  zu  berttcksichtigen  ist,  dass  durch  conforme  Abbildung 
eizae  stationftre  Strömung  ihren  Charakter  als  solche  nicht  verliert  Es  wer- 
den dann  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Rechtecks  als  identisch  zu 
betarachten  sein,  und  eine  Strömungslinie,  welche  eine  Seite  des  Rechtecks 
passirt,  wird  an  derselben  Stelle  der  gegenüberliegenden  Seite  wieder  zum 
VoiTBchein  kommen.  Wir  werden  uns  damit  begnügen,  die  Zeichnung  immer 
in  einem  Rechtecke  anzugeben,  und  auf  die  Identität  von  Rechteck  und 
Ring  nur  gelegentlich  recurriren. 

Die  Beziehung  zwischen  der  Fläche  über  der  ier- Ebene  und  dem  Rechteck, 
die    wir  oben  hergestellt  haben,   ist  eine  eindeutig  umkehrbare  conforme 
Abbildung,  so  dass  es  vom  functionentheoretischen  Standpunkte  aus  gleich- 
C^üg  ist,  ob  wir  auf  jener  oder  auf  diesem  operiren.    Wir  werden  im  Fol- 
genden die  elliptischen  Integrale,  zu  deren  Betrachtung  wir  uns  jetzt  wen- 
den, als  Functionen  von  z  schreiben,  jedoch  als  Functionen  von  fr,  d.  h. 
im   Rechtecke  deuten,   wonach  es  freisteht,  das  Carvensjstem ,  das  wir  im 
Rechteck  leicht  angeben  können,  rückwärts  auf  die  jt- Ebene  zu  übertragen*). 
Die  Function  selbst  wollen  wir,  da  wir  unter  to  das  Integral  erster  Gattung 
verstehen ,  W=  U+iV  nennen.     Strömungslinien  sind  also  diejenigen  Gur- 
ken, welche  den  Geraden   V=const,  entsprechen. 

Das  Strömungssjstem ,  welches  dem  Integral  erster  Gattung 

'z 

entspricht,  kann  nun  ohne  Weiteres  ins  Rechteck  eingetragen  werden.  Es 
ist  ja  W=  fr,  und  daher  laufen  die  zugehörigen  Strömungslinien  als  gerade 
l^uüen  einfach  parallel  der  Aze  t;  =  0. 

Die  Stsömungslinien  des  Integrals  erster  Gattung 


J  f^ 


W=^A,^v 


rdz_ 
J  Vz 


^1  wenn  wir  unter  Ä  eine  positive  reelle  Constante  verstehen,  gerade 
^'iiudn,  welche  den  Winkel  —<p  mit  der  Geraden  v=^0  bilden. 

2.   Die  Integrale  dritter  Gkkttnng. 

Wir  verstehen  allgemein  unter  einem  elliptischen  Integrale  dritter 
^^ttang  ein  solches,  welches  nur  logarithmische  ünendlichkeitspunkte  auf- 

1)  Kirchhof f  in  den  Berliner  Monateber.  1875;  Klein  a.  a.  0.  S.  50. 

t)  Herr  Holzmüller  betrachtet  (a.  a.  0.  Cap.  15  oder  auch  Zeitschrift  für 
^btltenL  IL  Physik,  Jahrg.  18)  das  Inte^pral  erster  Gattung  in  der  js- Ebene.  Vergl. 
f'^Siebeck  im  Journal  für  Mathematik,  Bd.  57.  Die  Deutung  in  der  u;- Ebene 
^  übrigens  nur  der  geometrische  Ausdruck  f^  die  Einführung  des  Integrales 
^''^  Gattung  als  Argument  der  übrigen  elliptischen  Integrale  und  (wie  wir  später 
noch  ansfObrlich  sehen  werden)  der  elliptischen  Functionen  (Jacobi,  Fnndamenta, 
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weist,  und  nennen  die  zugehörige  Strömung  eine  Strömung  dritter 
Gattung.  Wir  beschränken  uns  jedoch  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung 
von  Integralen  dritter  Gattung  mit  zwei  ünendlichkeitspunkten  und  werden 
von  dem  einfachsten  Falle  ausgehen ,  um  schliesslich  das  allgemeinste  solche 
Integral  zu  beherrschen. 

Das  Integral  dritter  Gattung 

dz 

wird  in  den  beiden  Punkten  jer  =  a  logarithmisch  unendlich.  Die  beiden 
Kreuzungspunkte,  welche  die  zugehörige  Strömung  haben  mnss^),  sind  zu 
einem  doppelten  Kreuzungspunkte  in  die  Stelle  z  =  co  zusammengerückt. 

Es  sei  a  reell  und  liege  etwa  zwischen  0  und  1.  Wenn  wir  beden- 
ken ,   dass  dann   das  Differential  von  g  =  0  bis  jer  =  1  und  von  jr  =  -=  bis 

nr 

bis  +Q0,   resp.  von  e=l  bis  0  =  -^   und   von  £r  =  — oo  bisje^  =  0  reell, 

resp.  rein  imaginär  ist,  so  können  wir  unmittelbar  die  Strömungscurven 
ihrem  ungeföhren  Verlaufe  nach  angeben  (Fig.  2). 

Unser  Princip,  nach  welchem  wir  nun  zu  complicirteren  Strömungen 
dritter  Gattung  übergehen,  besteht  darin,  dass  wir  zum  betrachteten  Inte- 
gral dritter  Gattung  das  Integral  erster  Gattung  hinzufClgen.   Wir  setsen  also 


J  {z-a)j/z    J  yz 


Die   Unendlichkeitspunkte  dieses  Integrals  sind   wieder  die  beiden  Punkte 

jrs=a,   die  Kreuzungspunkte  desselben  sind  aber  £;  =  a  — --^.     Bei  Abfinde 

rung  des  Werthes  der  Constanten  (7,  welche  wir  zunächst  reell  voraus- 
setzen ,  nehmen  die  Kreuzungspunkte  alle  möglichen  reellen  Werthe  an ,  und 
man  kann  mit  Leichtigkeit  die  zugehörigen  Strömungslinien  für  jeden  ein- 
zelnen Fall  angeben.  Es  ist  dann  interessant,  an  der  Hand  der  Figuren 
zu  verfolgen,  wie  die  Strömung  dritter  Gattung  allmälig  in  eine  Strömung 
erster  Gattung  übergeht.  Wir  wollen  von  diesen  successiven  Strömungen 
nur  die  eine  herausgreifen,  welche  durch  Figur  3  dargestellt  ist.     Es  ist 

dann  C  bereits  so  gross  angenommen  ( und  zwar  negativ,  nämlich  <C  —  z j , 

dass  das  Integral  erster  Gattung  vorherrscht.  Nur  so  zu  sagen  eine  Insel 
ist  auf  dem  Ringe  durch  Strömungslinien  abgegrenzt,  in  welcher  die  beiden 
Unendlichkeitspunkte  liegen.  Man  kann  diese  Figur  auch  so  auffassen  (wenn 
man  sich  die  unendlich  vielen  Parallelogramme  neben  einander  denkt),  als 
ob  die  stationäre  Bewegung  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  parallel  der 


1)  Klein  a.  a.  0.  S.  89. 
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w  -  Ebene   gtatifiiidet ,  aber   so,   dass  gewisse  feste  cylindrische  EOrper  (iu 
rechteckiger  Anordnung}  senkrecht  zur  w- Ebene  angebracht  seien. 

Coinplicirter  wird  die  Construction  der  Strömnngslinien ,  wenn  die  Con- 
■teat«  C  Dicht  reell  ist,  Sie  sei  z,  B.  rein  imaginllr,  also  von  der 
Form  iC.  Dann  wird  z.  B.  dos  DifTerentiBl  tob  f=0  bis  s=\  nicht 
melir  reell  sein  und  wir  müssen  uns  daher  nach  anderen  Hilfsmitteln  um- 
sehen, um  die  Ström ungälinien  angeben  zu  können.  Wir  gehen  zu  dem 
Ende,  wie  im  Folgenden  oft  bei  solchen  Fragen,  einen  Schritt  zurück,  in- 
dem wir  gewisae  VerhSltnisse  gleichaeittg  auf  der  Biemann'scben  Pl&ohe 

(«-Ebene)   betrachten.      Die   Kreuzungspunkte  ?  =  a4-p    werden,   wenn  C 

olle  reellen  Werthe  durchläuft,  sich  in  der  2-Ebene  auf  einer  Geraden  be- 
wegen, welche  durch  den  Pnnkt  a  und  Übrigens  senkrecht  zur  jr-Aie  ver- 
Ifinft.  Diese  Gerade  wird  in  unaerm  Rechtecke  eine  Curve  bilden,  welche 
den  rechten  Winkel  bei  e  =  oD  halbirt  und  die  Gerade  0  =  0  in  e  =  a 
orthogonal  schneidet.  Es  ist,  nach  einiger  Uebung,  diese  Uebertragung 
von  Cnrren  (ihrem  ungefähren  Verlaufe  nach)  von  der  Riemann'scheo 
Flfiche  auf's  Rechteck  oder  auch  umgekehrt  nicht  schwer,  wenn  man  sich 
nur  die  Abbildung  von  FlSche  und  Rechteck,  d.  i.  die  ZnEammenbtegung 
eines  Ualbblattes  im  einem  V  iertel  recht  eck ,  recht  anschaulich  vorstellt. 

Einen  weiteren  Anhaltspunkt  zur  Construction  der  Strömungen  gewin- 
nen wir,  wenn  wir  auf  die  physikalische  Bedeutung  unserer  Figuren  etwas 
tiher  eingehen.     Dem  obigen  Integi'al  erster  Gattung,  mit  iC  multiplicirt, 

Iatspricht  eine  Strömung,  deren  Ström ungscurven  gerade  Linien  sind  und 
«r  Geraden  i;  =  0  orthogonal  verlaufen,  und  ein  Hinsufögen  desselben 
beutet  ein  Combiniren  beider  Strömungen.  Denken  wir  uns  nun  beide 
Strtnongen  über  einander  gelegt,  so  laufen  durch  jeden  Funkt  zwei  Btrö- 
Bingjrichtimgen ,  und  diese  werden  sich  Dach  dem  Parallelogramm  der 
vewegnngen  zusammensetzen.  Es  wird  also  anfangs  (d.  h.  bei  kleinem  C) 
'"  dar  Nahe  der  üuendlichkeitspunkte  keine  grosse  Umänderung  der  Strö- 
"'"og  entstehen,  weil  dort  die  Geschwindigkeit  sehr  gross  ist;  wohl  aber 
l"  der  Nitbe  der  Krenzungspunkte ,  in  denen  ja  die  Geschwindigkeit  nnend- 
'"ll  klein  ist.  In  diesen  Funkten  wird  sich  sofort  die  Richtung  der  Strö- 
""1*1  g  erster  Gattung  einstellen. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  kann  man  nun  die  Strömungen,  welche 

I Stehen,  wenn  C  von  Null  an  ins  Positive  oder  Negative  wächst,  succes- 
'*'  zeichnen').  Dabei  ist  immer  noch  Folgendes  im  Äuge  zu  behalten. 
febn  wir  eine  von  den  successiven  Strömungen  vor  une>  haben,  so  wird 
k  tieech windigkeit  in  den  Kreuz ungspunkten  unendlich  klein  sein.  FUgen 
i*  daher    die  Strömung   erster  Gattung    von   einer   bestimmten   Intensität 

t)  Wit  wollen  hier  die  Figuren  nicht  mittheilen;  doch  aoll  betont  werden, 
<tiH  die  Änfttellong  deraelben  keinerlei  Schwierigkeiten  bietet. 


^ 
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hinzu ,  80  wird  in  der  neuen  Figur  die  Richtung  der  Strömungalinien  in  den 
früheren  Kreuzungspunkten  die  der  Strömung  erster  Gattung  sein.  Durch 
nochmalige  Hinzufügung  derselben  wird  jene  Richtung  in  den  früheren 
Kreuzungspunkten  unverändert  bleiben  und  die  Intensität  daselbst  nur  ver- 
stärkt werden;  nie  aber  ist  eine  andere  Richtung  in  denselben  möglich. 
Daraus  geht  hervor,  dass  jene  Curve   des  Rechtecks,   welche  der  Geraden 

• 

z  =  a  +  -p^  der  ;er-Ebene  entspricht,  die  Rolle  einer  Aequidirectriz^)  für 

sämmÜiche  aufeinander  folgende  Strömungen  spielt ,  und  zwar  haben  die  StrO- 
mungslinien  aller  Punkte  derselben  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung wie  die  in  Betracht  kommende  Strömung  erster  Gattung. 

Durch  diese  Beispiele  werden  wir  uns  üeberblick  genug  verschalPb 
haben,  um  sogleich  zu  dem  allgemeineren  Falle  überzugehen.  Die 
Kreuzungspunkte  des  Integrals  dritter  Grattung 


WO  C  eine  reelle  Constante  bedeutet,  bewegen  sich,  für  wechselnde  C,  auf 

der  Curve  z  =  a  —  -^c^^.     Die  beiden  Punkte  jer  =  a  sind  logarithmische 

ünendlichkeitspunkte ;  jedoch  werden  wir,  damit  dieselben  reine  Quellpunkte 
(d.h.  keine  Wirbel-  oder  Strudelpunkte)  werden,  wenn  a  eine  complexe 
Constante  ist,  .     ^       .  ^  , 

)J  (z-a)yz       J  yz 

schreiben  müssen,  wo  zur  Abkürzung  a(l  — a)(l  — x^a)  =  il  gesetzt  ist. 
Wenn  wir  nun  C  verändern ,  so  werden  die  successiven  Strömungen  dadurch 
entstehen ,  dass  wir  die  vorhergehende  immer  mit  der  Strömung  erster  Gat- 
tung combiniren.  Dabei  werden  die  Kreuzungspunkte  eine  Aeqnidirectrix 
durchlaufen,  und  zwar  wird  dieselbe  im  Punkte  a  die  Richtung  der  Strö- 
mung erster  Gattung  haben,  wie  wir  aus  folgender  üeberlegung  sehen. 
Grehen  wir  nämlich  von  der  Strömung  erster  Gattung  selbst  aus,  und  den- 
ken wir  uns  dann  einen  Quellpunkt  von  zunächst  noch  geringer  Ergiebig- 
keit entstehen,  so  wird  ein  Krenzungspunkt  sich  da  einstellen,  wo  die 
beiden  Strömungen  sich  gegenseitig  aufheben,  und  das  wird  eben,  Ton  a 
aus  gesehen,  in  einer  Richtung  geschehen,  welche  der  betreffenden  Strömung 
erster  Gattung  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  darauf  aufmerksam  machen ,  dass  die  bei- 
den ünendlichkeitspunkte  und  die  beiden  Kreuzungspunkte  nicht 
völlig  unabhängig  von  einander  liegen.  Da  nämlich  bei  unserer  Normal- 
form   die  ersteren   auf  der  Riem an n 'sehen  Fläche  über  einander  liegen. 


1)  Darunter  verstehe  ich  eine  solche  Corve,  welche  gleichgerichtete  Elemente 
eines  gegebenen  Curvensystems  miteinander  verbindet 
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und  «benso  die  letzteren,  so. wird  Elch  im  Secbteck  ein  Parallelogramm 
angeben  lasBeo,  fUr  welches  die  beiden  Unendlicbkeitspunlite  einerseits  und 
die  beiden  Kreuzunga punkte  aBderereeits  gegenüberliegende  Ecken  bilden. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Parallelogramms  i^t  der  Mittelpunkt  des  Recbtecks. 
Diese  gegenseitige  ausgezeichnete  Lage  der  vier  Punkte  hat  aber  auch  bei 
einer  beliebigen  Form  des  Integrales  statt.  Denn  es  lässt  sich  jedes  ellip- 
tische  Integral  dritter  Gattung  in  die  Form  eines  Integrals  einer  elliptischen 
Function  mit  dem  Integral  erster  Gattung  als  Argument,  also  in  die  Form 

Ws=  j  ip{te)  dtP  bringen.  Nun  sind  die  Nullpunkte  a  von  gn  zugleich  die 
Kreuzungspunkte  von  W,  denn  fUr  dieselben  ist  dW=0,  und  die  einfach 
ügebraischen  ü neu dticbkeits punkte  Ii  von  ip  sind  die  logaritbmi sehen  Dn- 
«ndlicbkeitspankte  von  W.  Zwischen  a  und  b  besteht  aber  die  Relation 
£a=£b,  und  daraus  folgt  nnmittelbar  die  obige  Behauptung. 

Das  Integral  ist  nun,  wenn  die  beiden  Unendlichkeite punkte  und,  in 
ücbereinetimmung  mit  dem  genannten  Satze,  die  beiden  Kreuxungs punkte 
gegeben  sind,  bis  auf  eine  multiplicative  Constante  vollständig  bestimmt. 
Wir  können  uns  daher  die  Aufgabe  stellen,  bei  graphisch  gegebener 
I>age  jener  vier  Pnnkte  im  Rechteck  die  zitgebSrigen  StrC- 
nangslinien  z\i  canstruiren.  Der  Weg,  dea  wir  hierbei  einzuschla- 
gen haben,  ist  dnrcb  das  Vorhergehende  klar  vorgezeichnet,  so  dass  wir 
die  Lösung  gleich  in  die  folgende  Eegel  zusammenfassen  können. 

B«gBl.  Sind  im  Rechteck  von  einem  Strömungssystem  drit- 
terGattuQg  die  beiden  Quellpunkte  und  die  beiden  Kreucungs- 
puskte  gegeben,  so  verschiebe  man  zunächst  das  durch  sie 
betlimmte    Parallelogramm   so   parallel    mit  sich    selbst,    dasa 
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gegellgesetzt   iat.      Dabei   werdei 
immer  mehr  von   den  Punkten   a 
wissen  Momente   mit  doD  Punkte 
erhaltene  Strttmung  ist,  sofe 
Verschiebung   rUckwfirts    vor 
ünendl iclik ei tspunkte  reine  Quell] 
nicht   verlangt,   so   ist  das  Cur 
ktlrlicb,  als  an  einer  beliebiger 
liebig    vorgeschriebene  Richtun 
von   Trajectorien   des   gefunden 
gebenen  Bedingungen  genUgt.  — 
der  vier  kritischen  Punkte  wird  i 
richtung   in    den  Punkten   der  Ae 
Figur  gleich  nach  dem  GefOhl  ve 

Analytische  Erh&rtunK  der  vorhergehenden  i 
Sltie  (Fig.  i).       . 

Im  Folgenden  soll  analytisch  bewi> 
Curve  wirklich  eiue  Aeqnidirectrix  d- 
und  zwar  die  Verbindungslinie  aller  dt 
Strömung  die  Richtung  der  StrUmnu^ 
menden  Integrales  nrster  Gattung  bei. 
halber  wollen  wir  sie  schon  jetzt  eine  Aetjuidir' 

Wir  hatten  die  Riemann'sche  Flllche  abg<< 
HUfe  von 

yz 

Die  Curven  y  =  amst.  der  Biemann'schen  Fl&> 
in  Curven,  welche  vom  Eckpunkte  z=:<x>  des, 
in  denselben  hineinlaufen,  die  Seiten  des  Reell 
rubren   und   immer   in   demselben  Quadranten  ' 
Fig.  4  sind  einige  derselben  angegebeu.    Wir  I 
denselben  ab  von  den  Cnrren  g^const.  redea 
Die  erste  Frage,   welche  wir  uns  vorleg 
Winkel  a  bildet  die  Tangente  einer  Curvo  y' 
Rechtecks  mit  der  Geraden  d^O?    Für  diM 
also  haben  wir  V 

du  +  iii 


d(«  +  iu)  = 


Nun  ist  aber  der  gesnoht«  WIbU  ^ 
Urösse  du  +  idv,  slao  Mioh,  • 
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_,   .  1 

Grösse  —j=  >  wobei  es  uns  hier  und  im  Folgenden  auf  das  Vorzeichen  nicht 

ankommt     Es  bestimmt  sich  daher  a  aus  der  Gleichung 

VA 
wo  B,  den  absoluten  Betrag  von  —=.  bedeutet. 

Es  sei  ferner  a  Unendlichkeitspunkt,  also  ein  Punkt  der  Aequidirec- 
trix.  Diese  bilde  mit  der  Curve  y  =  const.  des  Punktes  a  den  Winkel  (p. 
Dann  müssen  wir  unser  Integral  dritter  Gattung  schreiben 

J  {z-a)yz^'  J  yz 

wo  C  eine  reelle  Constante  ist,  denn  dann  liegen  ja  in  der  That  die  Kreu- 

znngspunkte  auf  der  Geraden  ;8f  =  a  +  -^  •  c'>. 

Weiter  sei  co  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  der  Aequidirectriz  im 
Punkte  a  mit  der  Geraden  v  =  canst,  bildet.  Dann  ist  m  =  q)  +  a.  Anderer- 
seits ist  die  Richtung  der  Strömung  erster  Gattung  gleich  der  negativen 

Amplitude  der  Grösse  ^i.e^***',  also  auch  a  +  qp  oder  w,  d.  h.  dieAequi- 
directrix  hat  im  Punkte  a  des  Rechtecks  dieselbe  Richtung, 
wie  die  Strömung  erster  Gattung. 

Schliesslich  sei  z  ein  beliebiger  Punkt  der  Aequidirectrix ,  und  ip^  d 
^d  %  seien  die  Winkel,  welche  die  Strömung  in  e  mit  der  zugehörigen 
Curve  y  =  const. ,  resp.  mit  der  Geraden  v  =  const,  und  endlich  die  Curve 
y^C(m8t.  mit  t;  =  con5^.  bilden.    Dann  ist  nachzuweisen,  dass  0  =  q). 

Unsere  Strömungsfunction   W  ist  definirt  durch 

^       (Z'-a)]/Z  yz 

Ke  Strömungscurveu  sind  nun  die  Curven  V=  const.  ^  folglich  muss,  wenn 

^  Fortschreiten  auf  einer  Strömungslinie  gescffehen  soll ,  die  ganze  rechte 

Seite  einer  reellen  Grösse  dU  gleich  sein.     Daraus  folgt,   wie  wir  gleich 

when  werden,   die   obige  Behauptung.     Wir  brauchen  nur  die  Amplituden 

der  in  Öetracht  kommenden  complexen  Grössen  zu  berücksichtigen.     Dann 

^^B^  der  erste  Ausdruck ,  da  ausser  den  erwUhnten  Relationen  auch  ^+x 

*«  ist, 

e   '«.e*> 

Der  zweite  Ausdruck  liefert 


—  ßl(^  — w)^ 


_ —  fit[9'—<ü) 


Die  gRoxe  rechte  Seite  ist  daher  gleich 
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wo  fj  und  fg  reelle  Grössen  sind.  Dieser  Ausdruck  soll  nun  reell  sein, 
d.  h.  •&  und  CO  sind  (bis  auf  YielfEtche  von  n)  einander  gleich,  und  das 
wollten  wir  eben  beweisen. 

Unser  Schluss  erleidet  eine  Ausnahme  für  dU=Oj  d.h.  für  die  Kreu- 
zungspunkte,  in  denen  ja  in  der  That  die  Richtung  der  Strömung  ganz 
unbestimmt  ist. 

8.   Die  Integrale  sweiter  Gkkttnng. 

Nachdem  die  Strömung  des  allgemeinen  Integrals  dritter  Gattung  mit 
zwei  logarithmischen  Unendlichkeitspunkten  eine  ausführliche  Besprechung 
erfahren  hat ,  wird  es  leicht  sein ,  die  gewonnenen  Resultate  auf  die  Strö- 
mungen des  Integrals  zweiter  Grattung  zu  übertragen.  Dieses  kann  ja 
dadurch  aus  jenem  entstanden  gedacht  werden,  dass  man  die  beiden  loga- 
rithmischen Unendlichkeitspunkte  zu  einem  einfach  algebraischen  zusammen- 
rücken l&sst^),  indem  wir  unter  einem  Integral  zweiter  Gattung  ein 
solches  verstehen,  welches  nur  algebraische  Unendlichkeitspunkte  von  end- 
licher Ordnung  und  in  endlicher  Anzahl  aufweist.  Gemäss  jener  Eigenschaft 
der  vier  ausgezeichneten  Punkte,  die  Ecken  eines  Parallelogramms  zu  bil- 
den, wird  jetzt  der  Unendlichkeitspunkt  (wir  betrachten  nur  Integrale 
mit  einem  Unendlichkeitspunkte)  allemal  genau  in  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  Ereuzungspunkten  seine  Stelle  haben.  Die  Behandlung 
wird  aber  einfacher,  wenn  wir  nicht  den  Grenzübergang  machen,  sondern 
direct  vorgehen.  Dabei  wird,  da  wir  genau  denselben  Ideengang  wie  im 
vorigen  Paragraphen  verfolgen,  eine  gewisse  Kürze  gestattet  sein. 

Das  Integral  ^^ 

J  Vz 

wird  in  dem  Punkte  z^=co  einfach  algebraisch  unendlich.     Die  Kreuzungs- 
punkte    liegen    vereinigt   an  der  Stelle  jer  =  0.     Da  nun  das  Integral  von 

g  =  {i  bis  1  und  von  -^  bis  oo  einen  reellen  Zuwachs  erhält,  dagegen  von 

iPe=l  bis  -^  und  von  — oo  bis  0  einen  rein  imaginären,  so  können  die 

Strömungslinien  ohne  Weiteres  angegeben  werden  (Fig.  5). 

Betrachten  wir  nun  gleich  das  allgemeinere  Integral  zweiter  Gattung 


f'ä*'-''-fpi 


flir   yerschiedene    positive  Werthe   von   C      Die   Kreuzungspunkte  werden 
wieder  auf  einer  Aequidirectrix  der  Strömung  (5),  von  der  wir  hierbei  aus- 
gehen wollen,  wandern,   und  zwar  wird  dieselbe  mit  der  Geraden  r^(^ 

1)  Vergl.  Klein  a.  a.  0.  S.  11. 
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den  Winkel  ^  bilden  (da  sie  diese  Gerade  im  Ponkte  z=^0  trifft),  wäh- 
rend die  Strömung  des  hinzugefügten  Integrals  erster  Gattung  den  Winkel 
—  (p  bildet. 

Die  Strömung  des  allgemeinsten  Integrals  endlich,   welches  für 
e  =  co  ein&ch  algebraisch  unendlich  wird. 


\J  Vz  J  Vz\ 


WO  r  eine  compleze  Constante  bedeutet,  entsteht  aus  der  yorhergehenden 
Strömung,  wenn  wir  die  Tngectorien  in  Bezug  auf  denjenigen  Winkel, 
negativ  genommen ,  ziehen ,  der  die  Amplitude  von  F  isi 

Damit  sind  aber  die  Integrale  zweiter  Gattung  mit  einem  algebraischen 
Unendlichkeitspunkte  überhaupt  erschöpft,  denn,  geometrisch  ausgedrückt: 
denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  auf  dem  Binge  markirt,  so  können 
wir  den  Bing  immer  so  zerschneiden,  dass  der  markirte  Punkt  Eckpunkt 
des  entstehenden  Bechtecks  wird. 

Die  80  gewonnenen  Besultate  können  wir  wieder  in  eine  Begel  zusam- 
menfassen. Wir  geben  zwei  Punkte,  welche  Kreuzungspunkte  werden  sol- 
len, und  in  ihrer  Mitte  einen  Punkt,  welcher  einfach  algebraischer  ünend- 
lichkeitspunkt  werden  soll,  und  iragen  nach  der  zugehörigen  Strömung, 
Hierbei  brauchen  wir  aber  nicht  die  Strömung  erster  Gattung  als  Ausgangs- 
punkt zu  nehmen,  sondern  können  von  der  Strömung  (5)  ausgehen. 

Begel.  Sind  im  Bechteck  von  einem  Strömungssystem  zwei- 
ter Gattung  mit  einem  einfach  algebraischen  ünendlichkeits- 
punkte  dieser  ünendlichkeitspunkt  und  die  beiden  Ereuzungs- 
punkte  gegeben,  so  verschiebe  man  zunächst  die  durch  diese 
drei  Punkte  bestimmte  gerade  Linie  so  parallel  mit  sich 
selbst,  dass  der  ünendlichkeitspunkt  in  den  Punkt  0  =  00  des 
Bechtecks  hineinfällt  (wir  sagen  den  Eckpunkt,  da  die  vier  Eckpunkte 
für  uns  identisch  sind;  nach  demselben  Princip  befinden  sich  auch  nach 
dieser  Verschiebung  beide  Ereuzungspunkte  innerhalb  des  Bechtecks).  Nun 
beziehe  man  das  Bechteck  auf  die  oben  betrachtete  Fläche 
über  der  g-Ehene.  Dabei  werden  in  dieser  von  selbst  die 
Ereuzungspunkte  an  einer  Stelle  e  =  h  über  einander  zu  liegen 
kommen«  Diesen  Punkt  b  verbinde  man  mit  dem  Punkte  z=0 
durch  eine  gerade  Linie  und  übertrage  diese  ins  Bechteck,  wo 
sie  eine  Aequidirectrix  der  gesuchten  Strömung  sein  wird. 
Ihren  Winkel  mit  der  Geraden  t;c=0  verdoppele  man  und  spie- 
gele ihn  an  dieser  Geraden.  Dann  hat  man  diejenige  Bich- 
tnng,  welche  die  Strömung  in  den  Punkten  der  Aequidirectrix, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  nach  den  obigen  Entwickelungen 
der  geforderten  Strömung  adjungirte  Strömung  erster  Gattung 
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besitzt.  Diese  Strömung  erster  Gattung  (in  dem  einen  oder 
andern  Sinne  genommen,  je  nachdem  die  Ereuzungspunkte 
liegen)  combinire  man  nun  mit  der  Strömung  (5),  indem  man 
ihre  Intensität  anfangs  gering  nimmt  und  nach  und  nach  so 
gross  werden  läss.t,  dass  die  Kreuzungspunkte,  welche  bei 
diesen  successiven  Strömungen  immer  auf  der  Aequidirectrix 
fortrücken,  mit  den  Punkten  z=b  des  Rechtecks  zusammen- 
fallen, was  nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  eintre- 
ten muss.  Die  obige  Parallelverschiebung,  rückwärts  Yor- 
genommen,  wird  endlich  die  geforderte  Strömung  liefern, 
welche  noch  insofern  willkürlich  ist,  als  in  einem  beliebigen 
Punkte  eine  beliebig  vorgegebene  Strömungsrichtung  ange- 
nommen werden  kann.  Diese  gegebene  Richtung  erreicht  man 
dadurch,  dass  man  zum  gefundenen  Strömungssystem  die  pas- 
senden Trajectorien  zieht. 

(Sehlost  folgt.) 


XII. 

Die  Differentialgleichimgen  in  der  Dioptrik  der  oon-~ 

tinnirUch   geschichteten  kugelförmigen  KrystaUUnse 

der  Fische. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 


Hieran  Taf.  V  Fig.  1  a  2. 


In  zwei  früheren  AufaSltzeii  (5.  Heft  des  XXIV,  Jahrg.  nnd  3.  Heft 
dea  XXVI.  Jnhrg.  dieser  Zeit§uhrift)  sind  die  DifferentiAlgleichuagen  für 
die  Brennweiten  der  Axenstrablen  in  centrirten  Systemen  mit  stelig  varia- 
belem  Brechnngsindex,  sowie  für  die  Trajectorie  schief  in  concontriBch 
geicbicbtete  kagelffirmige  Linsen  einfallender  Strahlen  von  mir  aufgestellt 
worden.  Zngleich  worden  Tür  ein  speciellee  Dichtigk^itegesetz  sowohl 
die  Gleichung  der  Trajectorie,  als  aach  die  Brennweite  berechaet  und 
suMerdetn  mit  Hilfe  dieser  Formeln  die  apianattsche  Wirkung  einer  sol- 
chen Krystalllinae  in  den  Augen  der  Fische  dargetban. 

Neuerdings  sind  nun  von  Hermann*  auch  die  Difl'erentialgteich- 
ungen  der  beiden  Brennweiten  schiefer  Incidenz  für  conceotrisch  ge- 
■chicbtele  kugelfürmige  Linsen  abgeleitet  worden.  Da  die  vnn  Hermann 
eingeffilirten  Bczeichnnngen  von  den  von  mir  in  meinen  früheren  Anf- 
iStzen  gebrancbten  in  manchen  Stücken  abweichen,  so  werde  ich  im  Fol- 
genden  jene  Oleicbungen  auf  Grund  der  früber  gegebenen  Formeln  her- 
leiten und  zwar,   wie  ich  glaube,  auf  kürzerem  Wege. 

Es  ist  bekannt,  daas  bei  schiefer  Incidenz  auf  sphärische  Flüchen 
Astigmatismus  unendlicb  dünner  Strablenbündel  erfolgt.  Von  einem  leuch- 
tenden Paukte  werden  in  den  durch  gebenden,  gebrochenen  Strahlen 
swci  nnendlicb  kleine  Brennlinien  entworfen.  Die  sogenannte  erste 
Breonlinie,  entworfen  von  dem  in  einem  Meridianschnitt  (1.  Hauptnor- 
malssbnitt)    einfallendeu  Strahlenfächer,   steht   anf  diesem  Schnitte  xiiib- 
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recht;  die  zweite  Brennlinie,  entworfen  von  dem  in  den  Normalschnitt 
(2.  Hanptnormalechnitt)  einfallenden  Strahlenfächer,  liegt  in  dem  Meri* 
dionalschnitte.  Der  Abstand  beider  Brennlinien  ist  die  Brennstrecke. 
Diese  Bezeichnungen,  welche  von  Hermann  herrtihren,  sind  von  ihm 
früher  gekennzeichnet  mit  den  Indices  1  und  2.*^ 

Ist  e  die  Objectweite  und  sind  f^  und  f^  die  beiden  Bildweiten,  so 
ist  für  eine  einzige  brechende  Fläche  vonf  Krümmungsradius  r,  dem  Ein- 
fallswinkel q>  und  dem  Brechungswinkel  tf;: 

n  r  cos  t(;*  .  nr 


/•,  = ^-- —  .   r,= 


r  -  -  r 

n  cos  i^f  —  cos  w cos  op*  n  cos  r/;  —  cos  q> 

e  e 

In  seinem  dritten  Aufsatze  führt  Hermann  folgende  Bezeichnungen  ein: 

^  nrcosa^  ,.  nr 

n  cos  a  —  cos  w r  cos  ar  n  cos  a  —  cos  (p 

Daneben  wird  von  Hermann  auch  seine  frühere  Nomenclatur  der  beiden 
Normalschnitte  der  brechenden  Fläche  geändert  und,  wie  es  scheint, 
für  den  Meridionalschnitt  die  Bezeichnung  „Ereuzschnitt^S  für  den 
Normalschnitt  die  Bezeichnung  „Hauptschnitt**  gewählt,  aus  dem 
Orunde,  weil  die  Deductionen  für  den  letzteren  sämmtlich  einfachere 
Formen  annehmen.  Um  die  Verwirrung,  die  schon  jetzt  theilweise  zu 
herrschen  beginnt,  nicht  noch  mehr  zu  vergrössern,  werde  ich  im  Folgen- 
den die  früheren  Bezeichnungen  Meridionalschnitt  (Index  1)  und  Normal- 
schnitt (Index  2)  beibehalten.  Ich  gebe  derselben  auch  besonders  des- 
halb den  Vorzug,  weil  auf  dem  in  einer  convexen  Fläche  gebrochenen 
Strahl  auch  der  Ordnung  nach  zuerst  die  Brennlinie  der  meridionalen 
Fächer  auftritt  (erste  Brennlinie).  Auch  die  letztere  Bezeichnung  ist 
von  Hermann  scheinbar  aufgegeben,  indem  er  sie  Ereuzschnitt- Brenn- 
linie nennt,  wogegen  er  die  zweite  Brennlinie  als  Hanptschnitt- Brenn- 
linie bezeichnet. 

Hermann   leitet  nun   die  Differentialgleichungen   der  Brennweiten 
in  folgender  Reihenfolge  ab: 

a)  Differentialgleichung  für  den  Hauptschnitt  (Normalschnitt); 

b)  Differentialgleichung  für  den  Kreuzschnitt  (Meridionalschnitt); 

c)  Differentialgleichung  für  den  normalen  Durchgang  (Axenstrahlen). 

L  Diffinrentialgleichimg  flür  den  Honnalsohnitt. 

Wir  setzen  voraus,  es  sei  (Fig.  14) 
Fq  der  leuchtende  Punkt  in  unendlicher  Entfernung, 
0  der  Einfallspunkt  des  Strahlen fächers  vor  der  Linse, 
ONP  die  Trajectorie  des  Leitstrahles, 

♦  Ebendaselbst  XVIII,  S.  443  -  455;  XX,  S.  870  -887. 
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NP=sds  das  Bogendifferential  der  Trajectorie, 

S^C  die  dem  Strahle  FqO  parallele  Centrale  der  Kugellinse, 

CNP^=e^  der  Brechungswinkel  hinter  der  Fläche  CN  =  y^ 

NPR  =  e^  +  de^  der  Einfallswinkel  vor  der  Fläche  CP=zy  +  dy, 

CP0  =  e^  +  de^  der  Brechungswinkel  hinter  der  Fläche  CP, 

n  der  Brechungsindex  zwischen  N  und  P, 

M  +  ön  der  Index  hinter  P, 

5jSg  =  i/  =  r— y  die  Dicke  der  durchbrochenen  Schichten, 

S^S^  =  di]=i--  dy  die  Dicke  der  hinzutretenden  brechenden  Schicht, 

F  zweiter  Bildpunkt  hinter  iV,  also  Objectpnnkt  vor  P, 

NF  zweite  Bildweite  der  Schicht  ON^ 

F  die  Objectweite  des  Punktes  P, 

0  zweiter  Bildpunkt  hinter  P, 

P0  =  g>^  die  zweite  Bildweite  der  Schicht  OP. 

Alsdann  ist  für  P 

^     -n =  — ._  . , 

y      ^i^{^9  —  ^i)      y 

n  cose,  —  cos  e« r       r^ ~  —  4- 

^  *      f  sine^  f 

sin  e^      sin  e^ sin  {e^  —  e^ 


Nun  ist 

f    '    V           y 

folglich 

sine^  :  sin e,  =  (n  +  ^ «) :  w , 
sin(e^  —  e^)               dn 

sin  e^                 n  cos  e^ 

und  demzufolge 

1) 

i+(.  +  l"):'-.^". 

Weiter  ist  die  negative  Objectweite  des  Punktes  P,  nämlich  •—  /*,  vermehrt 
um  das  Bogendifferential  ds  der  Trajectorie,  die  Bild  weite  der  Schicht 
ON,  also 

Ferner  ergiebt  sich  aus  der  Figur  unmittelbar 

ds  =  — ~. 
Wenn  man  alsdann  den  Werth 


cose^ 


in  die  Gleichung  1)  einsetzt,  so  erhält  man 


- — » 


—  Vj  v         g>2       ff^cose^J      \         n  /  (p^     nycose^ 

und   endlich,    mit  Vernachlässigung    unendlich   kleiner  Grössen   zweiter 
Ordnung,  sowie  e^=:e: 
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dn  dn  dy 


y  cos  e      n  gpg      «pg^  cos  e 


ler 

\^,/  ny  dy     ntp^      tp^  dy 


Nna  ist  in  Formel  38)  meinea  frfiheren  AafsatBes  (3.  Heft  des 
XXVI.  Jahrg.)  folgende  Oifferentialgleichnng  der  Trajectorie  aufgestellt: 

-i\  a*  ^y     9y     dn 

y       " 
ferner  (S.  88)  ihr  Sabintegral 

5)  yn  sine '=r  N sin x^'=^r  sin Tj , 

and  die  hieraus  sich  ergebende  Differentialgleichung  der  Trajectorie  in 
Kreiscoordinaten 

Die  Gleichungen  39)  und  41)  von  Hermann  sind  mit  4)  und  5) 
identisch.  Ist  n  als  Function  von  y  gegeben,  so  ist  g»,  mit  Hilfe  der 
Oleichungen  2)   und   5)   bestimmbar;   von  mir  ist  dies  in  dem  früheren 

Aufsatze  für  yi=  JVM  +  g^  '"^^^  auf  indirectem  Wege  ausgeführt.    Will 

man  die  Formel  2)  benutzen ,  so  muss  man  e  eliminiren ,  woraus  resultirt 
7)  .(1)  yn  (^n      dy^       dn 

Diese  Oleichung  lässt  sich  leicht  integriren  bei  der  Ton  Hermann  ge- 
machten Annahme '1}  n  =  con«/.  Eine  solche  Linse  würde  die  Dichtigkeit 
ra  =  OD  im  Centrum  haben ,  und  folgeweise  den  Hauptbrennpunkt.  Bei 
der  von  mir  gemachten  Voraussetzung,  welche  den  natürlichen  Verhält- 
nissen entspricht,  musste  ich  es  vorziehen ,  zuvor  das  Integral  der  Oleich- 
ung 6)  zu  suchen. 

IL   Differenüalgleichung  flür  den  Meridionalschnitt 
In  diesem  Falle  gilt  die  der  Gleichung  1)  entsprechende 

o\  cose^      /       dn\  cose^*  _     dn 

f  \         n  /     q>^         nycose^ 

Wir  fanden  oben 

sin (e^  —  e.)  dn  sin e^  cos e.  dn 

— ^-r ^  = 1     ? ^  — ro5tfj  = 

sm  e^  n  cos  e^  stn  e^  ^      n  cos  «j 

Wenn    man    die    zweite  Gleichung    nach   cose^  auflöst  und   sine^isine^^ 

du 

K  1 H substituirt ,  so  erhält  man 

n 
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dn 
cosßc,  =  I  IH I  cose, 


n  cose^ 


'8  =  (l  +  -^)co*^i 
und  wenn  man  qaadrirt, 

coseJ  =  cose,^  —  2  —  sin  eJ^, 
Die  Gleichung  8)  verwandelt  sich  demzufolge  in 

cos  e,*  —  2  —  sm  e^^ 


Nun  ist 


/  \         w  /     gpj  ny  cos  e^ 


und  man  erhält  ^       ^ 

worin  man  ebenfalls  e  an  die  Stelle  von  e^  setzen  kann. 

Ftihrt    man    das   Bogendifferential    ds  ein,    so   erhält  man   die   der 
Gleichung  3)  entsprechende  Differentialgleichung  der  ersten  Bildweite 

,„     ,(l)=_?i;(|£y_?i."(|iY+l»(|i)+liL. 

\<Pj/  nyXdyJ        ufp^Xdy/       (p^\oyJ      tiff^ 

Das  Differential  ds  findet  man  dann  aus  6),  nämlich 


«•='»/■+ Ali)'- 


nL   Differentialgleichung  für  die  Azenstrahlen. 

Man  gelangt  offenbar  zu  derselben ,  indem  man  in  2)  oder  9)  ^  =  0 
setzt:  sie  lautet  demnach    .  ^  .       .         ^         . 

11)  a(l)=^_!!L_?|. 

\q>J      ny      nq>      g>* 

Diese  Gleichung  ist  mit  der  von  Hermann   in  45)  aufgestellten  iden- 
tisch; letztere  ist 


''*'{f'£-''/)-f'-^- 


dq         dq)  dQ 

Sie   ist  auch   ein   specieller  Fall   von   der  in  meinem  früheren  Aufsatze 
abgeleiteten  Formel  9),  nämlich 


12)  8(l)  =  'J^-l!L  +  h 


welche   für  jedes  beliebige  centrirte  System   gilt,   und  in  der  etwas  ab- 
weichenden Form 

\x^q>/      nr       «(«  —  9)      (a^  — 9)* 

bereits  im  Jahre  1877  von  Lippich  publicirt  ist. 

Die  Gleichung  12),  giltig  für  die  Azenstrahlen  beliebiger  centrirter 
Systeme,  llMt  sich  leicht  direct  ableiten.     Bedeutet  r  den  Krümmungs- 
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radius  einer  beliebigen  FlSche  $3,  r^  den  der  vordersten  Fläche  S^  des 
ganzen  Systems,  17  die  Dicke  der  endlichen  Schicht  ^1^2«  ^^  ^^^ 

und  ^      ^        ''^^^      "'• 

— /•+aiy  =  g,j  — ag)j. 

IV.   Difforenüalgleiobnng  der  zweiten  HaüptpnnktsdiBtanz  a^ 

für  den  SormaUchnitt. 

Znr  Constmction  der  Bilder  bedarf  es  der  Kenntnis«  der  Haapt- 
pnnktsdistanzen.  Die  zweiten  Hauptpunkte  sämmtlicher  Strahlen,  welche 
parallel  zur  optisch^  Axe  einfallen,  liegen  nicht  mehr  in  einer  Ebene 
(Hauptebene),  sondern  in  einer  Rotationsfläche  A^J?^  (^ig«  15),  welche 
die  optische  Axe  in  B^  senkrecht  schneidet. 

Es  sei  wiederum  fär  den  einfallenden  Strahl  FqO  der  Punkt  F  Hanpt- 
hrennpunkt  der  Schicht  ONf  O  Hauptbrennpunkt  der  Schicht  OP,  h  zweiter 
Hauptpunkt  der  Schicht  OiV,  A^  zweiter  Hauptpunkt  der  Schicht  OP; 
femer  h^P=a^^  hP^a^  —  dct^»  Dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  Phji^  und  PFO: 

und 

13)  ac^—cg)  ^— a((P2+o 

«2  Vi 

Für  Axenstrahlen  wird  ds  =  di],  also 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  in  meinem  früheren  Aufsatze  unter 
22)  aufgestellten  Formel.  Die  Gleichung  13)  führt  zur  Kenntniss  der  Lage 
des  Hauptpunktes  h^ ,  beziehungsweise  zur  Gleichung  der  Hanptpunktsfläche 
H^h^  bei  einem  concentrischen  System  brechender  Flächen  mit  variabelem 

Index  n.  Unter  Zugrundelegung  des  Gesetzes  n  =  iVl  1  +  f ^  j ,  wel- 
ches für  die  Krystalllinse  in  den  Augen  der  Fische  gilt,  sind  in  meinem 
früheren  Aufsatze  beide  Hauptpnnktsdistanzen  a^  und  o,  als  algebraische 
Functionen  von  rj  bereits  dargestellt!  Mit  Hilfe  der  Formel  13)  lassen 
sich  dieselben  nunmehr  für  die  schiefe  Incidenz  verallgemeineru.  Ebenso 
lassen  sich  sämmtliche  Differentialgleichungen  für  die  Brennweiten  durch 
die  Substitution  <P2~  ^^^i  ^^  transformiren ,  dass  die  Brennweiten  auf 
die  Hauptflächen  bezogen  werden,  wie  dies  in  der  Dioptrik  der  Linsen- 
systeme in  der  Regel  geschieht.  Die  in  meinem  früheren  Aufsatze  sub  1) 
bis  4)  aufgestellten  Differentialgleichungen  haben  für  diesen  Fall  Giltigkeit. 
Rostock,  1.  Juni  1882. 


XIIL 
Orundzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Begenaborg. 


IV. 

Habere  Bestimmung  der  ConBtanten. 

In  meiner  ersten  Abhandlung  über  mathematische  Chemie  habe  ich 
das  Princip  angegeben,  nach  dem  die  chemischen  Processe  sich  ent- 
wickeln, und  dabei  bin  ich  auch  zu  der  Bestimmung  zweier  Constanten 

gekommen,    von  denen   die  erste,    der  Quotient  — ^>    angiebt,    wieviel 

(itn 

Atome  von  der  Grösse  eines  Wasserstoffatomes  nöthig  sind,  um  ein 
Aethertheilchen  zu  neutralisiren ,  während  die  andere  r  das  Verhältniss 
ansdrflckt,  in  welchem  die  Summe  der  Radien  einer  Massenkugel  und 
eines  Aethertheilchens  zu  der  sogenannten  Aetherdistanz  steht,  als  welche 
wieder  diejenige  Entfernung  zu  nehmen  ist,  in  welcher  zwei  Aethertheil- 
cbenmittelpunkte  von  einander  sich  befinden,  wenn  das  eine  Aethertheil- 
chen im  Mittelpunkte  eines  sonst  ganz  leeren  kugelförmigen  Raumes,  das 
andere  an  der  Peripherie  sich  befindet.  Das  eine  Aethertheilchen  wird 
von  dem  innem  mit  einer  Kraft  abgestossen,  welche  dem  Quadrate  des 
Kugelradius  umgekehrt  proportional  ist,  während  der  dem  Kugelradius 
direct  proportionale  Aetherdruck  das  peripherische  Aethertheilchen  gegen 
den  Kngelmittelpunkt  hinzuführen  strebt.  Die  Entfernung  der  Mittel- 
punkte beider  Aethertheilchen  giebt  alsdann  die  Aetherdistanz.    Ich  habe 

in  der  erwähnten  Abhandlung  — =18,6  und  r  =  0,37296  bestimmt. 

am 

Wären  die  chemischen  Elemente  so  gegeben ,  dass  ihre  Atomgewichte 
eine  in  gleichen  möglichst  kleinen  Intervallen  wachsende  Reihe  bilden 
würden  I  so  wäre  es  wohl  nicht  schwer,  diese  Constanten  mit  genügender 
Oenanigkeit  an  bestimmen;  allein  .dies  ist  nicht  der  Fall,  denn  die  Inter- 
valle tiod  verschieden  gross  und  bieten  oft  da,  wo  Zwischenglieder  am 
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allemothwendigsten  wftren,  recht  beträchtliche  Lücken.  Darum  kann 
eine  genaue  Feststellung  der  Constanten  nur  an  der  Hand  der  Erfahrung 
und  nach  und  nach  bewerkstelligt  werden. 

In  meiner  ersten  Abhandlung  habe  ich  unter  den  chemischen  Ele- 
menten Kohlenstoff  und  Aluminium  ausgewählt  und  aus  den  dort  an- 
geführten Gründen  die  gegenseitige  Entfernung  B  eines  Atomes  und  des 
nächstliegenden  Aethertheilchens   der  Aetherdistanz   gleich   gesetzt.     Bei 

dieser  Annahme  ergaben  sich  die  vorstehenden  Werthe  von  —    und  r. 

am 

Als  Controle  verwendete  ich  noch  ein  zweites  Mittel,  nämlich  das  Auf- 
suchen der  Grenzen,  bei  denen  die  Aufnahme  eines  neuen  Aethertheil- 
chens durch  das  Massentheilchen  erfolgt,  bei  denen  also  der  Uebergang 
von  den  elektronegativen  zu  den  elektropositiven  Elementen  stattfindet. 
Als  Ergebniss  dieser  Controle  führte  ich  dann  an ,  dass  aller  Wahrschein- 
lichkeit nach  b (A>  18 fi  am  und  r<C 0,37296;  weil  ich  aber  kein  besseres 
Mittel  wusste ,  die  Constanten  zu  bestimmen ,  habe  ich  mich  der  letzteren 
bis  jetzt  bedient,  und  ich  glaube  nicht,  dass  meine  bisher  damit  erzielten 
Resultate  Veranlassung  seien,  diesen  provisorischen  Constantenwerthen 
grosses  Misstraneu  entgegenzubringen.  Nichtsdestoweniger  habe  ich  mich 
genöthigt  gesehen,  mich  um  ein  Mittel  zur  bessern  Annäherung  umzu- 
sehen, da  die  bisherigen  Werthe  in  einzelnen  Fällen  zu  Inconsequenzen 
führen,  welche  vermieden  werden  müssen.  So  ist  die  Grenze  des  Atom- 
gewichtes, bei  welcher  die  Aufnahme  des  vierten  Aethertheilchens  statt- 
findet, nach  S.  369  der  genannten  Abhandlung  bei  32,2,  ist  also  kleiner 
als  das  Atomgewicht  des  Chlors,  während  sie,  wie  die  Eigenschaften 
dieses  Stoffes  zeigen,  über  35,5,  dagegen  unter  39,  dem  Atomgewichte 
des  Kaliums  sein  muss.  Dieser  Umstand  hat  mich  veranlasst,  die  Con- 
stantenbestimmung  neuerdings  vorzunehmen,  und  ich  habe  dabei  vor- 
gezogen, den  Atomgewichtswerth,  bei  dem  der  uebergang  von  den  elektro- 
negativen zu  den  positiven  Elementen  stattfindet,  bei  dem  also  das  Atom 
noch  ein  weiteres  Aethertheilchen  aufnimmt,  also  das,  was  ich  in  meiner 
ersten  Arbeit  nur  zur  Controle  benützte,  als  Ausgangspunkt  zu  nehmen, 
den  früheren  Ausgangspunkt  dagegen  fallen  zu  lassen.  Ich  glaube,  dass 
die  so  erhaltenen  Resultate  sich  den  Beobachtungen  besser  anschliessen 
als  die  früheren,  ohne  dass  ich  sie  jedoch  als  mehr,  wie  als  Näherungs- 
werthe  betrachtet  wissen  will. 

Besitzt  ein  Massenatom  bereits  n  Aethertheilchen,  so  wird  sich  in 
einiger .  Entfernung  von  ihm  in  derjenigen  Richtung,  wo  die  Abstossung 
der  bereits  gebundenen  Aethertheilchen  einen  kleinsten  Werth  hat,  ein 
weiteres  Aethertheilchen  befinden.  Denken  wir  uns  nun ,  die  Grösse  des 
Massentheilchens  nehme  allmälig  zu,  so  wird  das  noch  freie  Aethertheil- 
chen sich  demselben  mehr  und  mehr  nähern  und  endlich,  wenn  die 
Grösse  des  Massentheilchens  eine  gewisse  Grenze  überschritten  hat,  geht 


3«S  Aethertheilchen  plötzlich  Tollends  zn  dem  Atom  über,  nm  fortan  in- 
corporirt  za  sein,  weil  eine  gHriagere  GrQsse  des  Atames  nütiiig  int,  ßin 
Aetherthei leben  incorporirt  za  erhalten ,  sIb  es  bis  zur  Incorpuration  aue 
der  Ferne  anzuziehen. 

Wie  ich  bereits  in  meiner  ersten  Arbeit  (8.  362i  bemerkte,  beailst 
das  Wasserstoffatom  ansser  seinem  Massenlbeilehen  noch  ein  Aether- 
theilchen,  während  da£  Lilhinm  deren  zwei  bat.  Es  masB  nlao  die  Auf- 
nähme  dieses  zweiten  stattfinden,  während  das  Atomgewicht  von  1  bis  7 
steigt,  d.  h,  wenn  man  sich  das  Atomgewicht  allmälig  wachsend  denkt, 
mnea  zwischen  1  and  7  eine  Grenze  kommen,  hei  welcher  die  Aufnahme 
stattfindet.  Die  Einverleibung  ein^s  dritten  Aethertlieilchens  findet  irgendwo 
zwischen  FInor  und  Natrinm,  also  zwischen  19  und  23  statt,  während 
das  vierte  zwischen  Cblor  nnd  Kalinm  (35,5  nnd  39)  aargcnommen  wird. 
Während  hier  die  Grenze,  welche  durch  die  AuFnahmsgvösse  nicht  tlber- 
■chritten  werden  darf,  sich  genaa  angehen  iHsst,  gebt  dieses  weniger 
leicht  im  nHchsten  Falle  bei  der  Aufnahme  des  fünften  Aetbertbeilchena. 
Nach  der  in  meiner  ersten  Abhandlnng  reprodncirten  Tafel  von  L.  Meyer 
fliilt  der  kritische  Punkt  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  in  die  Nähe  des 
Eisens  (56).  Das  sechste  AethertheilcbeD  wird  aufgenommen  zwischen  Brom 
(SO)  and  Rnbidinm  (85,5).  Hier  sind  die  Grenzen  wieder  sicher.  Bei  dem 
siebenten  ist  die  Grenze  neuerdings  zweifelhaft,  sie  ffillt  nach  der  Tafel 
«wigchen  Molybdän  1.96)  und  Ruthen  (104).  Das  achte  Aethortlieilchen 
findet  seine  Aufnahme  zwischen  Jod  (127)  und  CSsinm  (133). 

Die  Stellen,  an  denen  die  Aufnahme  je  eines  weiteren  Aethertbeil 

bu 
eheni  stattfindet,    müssen  sich  nun  sur  Bestimmung  des  Quotienten  — ' 

den  ich  in  der  Folge  mit  %  bezeichnen  will,  und  der  Constauten  r  be- 
ntttzen  lassen,  doch  ist  die  Verwendbarkeit  der  einzelnen  sowohl  bezüg- 
lich der  Sicherheit  ihrer  Angaben,  ala  auch  bezüglich  der  Weitläufigkeit 
der  mathematischen  P'ormeln  eine  sehr  verschiedene.  Am  einfachsten 
becUglich  der  letzteren  ist  diejenige  Stelle,  hei  welcher  die  Aufnahme 
dea  zweiten  Aethertheilcbens  vor  sich  gebt.  Eines  derselben  befindet  sich 
an  dem  einen  Punkte  der  Oberfläche  der  Massenkugel,  das  zweite  kommt 
Ton  derjenigen  Seite  herein,  an  welcher  das  erste  den  geringsten  Wider- 
stand leistet,  und  lagert  sich  dorthin,  wo  die  gegenseitige  Abstossung 
ein«  kleinste  ist,  also  dem  ersten  Theilchen  gegenüber.  Trotz  aller 
Einrachbeit  ISsst  sich  dieser  Fall  nicht  verwenden,  weil  der  Zwischen- 
raum zwischen  den  Atomgewichten  des  Wasserstoffs  nnd  des  Lithiums  zu 
gnn  iat.  Gäbe  es  noch  Elemente,  deren  Atomgewicht  zwischen  beiden, 
ntwa  boi  4  oder  5  iHge.  so  würde  das  ausserordentlich  ffirderlich  sein; 
allein  solche  Elemente  giebt  es  nicht.  Die  Aufnahmsstelle  kann,  wenn 
not  ganze  Zahlen  berücksichtigt  werden,  zwischen  den  Atomgewicbten  2 
und    6   schwanken ,    und  da  letztere  Zahl   dreimal  so  gross   ist  als  dia 
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erstere,   kämen   Differenzen   in   den  Werthen   der  Constanten   zum  Y< 
schein,  die  das  ReHuttat  vollBtändig  illaaoriBcb  macben  würden. 

Die  Änfnahme  des  dritten  ÄethertheilchenB  findet  znischen  19  vaA' 
23  statt.  Hier  iet  die  Uifferens  eine  kleinere  nad  der  Wertb  von  ^  nni 
r  schwankt  an  and  für  sich  weniger,  also  tust  eich  dti 
wenden.  Noch  besser  gestaltet  eicb  die  Sache  bei  dem  vierten  Äetber^ 
theilchen,  weil  der  Zwischenranni  zwischen  den  Grenzelemeoten  35,5  und 
39  noch  etwas  kleiner  nnd  infolge  der  grosseren  At omgewi cht a zahlen  der 
Einflnss  anf  die  Schwankangen  von  ^  wieder  geringer  ge' 

Die  Steilen,  an  denen  das  fünfte  und  das  siebente  Äethertheilchi 
anfgennmmen  werden,  sind  zu  zweifelhaiY,  als  dass  die  darauf  gestntzl 
Formeln  weiter,  wie  als  Correctiv  der  aus  den  beiden  vorhergehend! 
Stationen  erzielten  Grössen  der  Constanten  benutzt  werden  konnten. 

Bei    den  Aetbertbeitchen   6)    nnd    S)    wären    wohl   die   Grenzen 
Aufnahme  wieder  sicher;  allein  die  Sache  hat  eine  andere  Schwierigkei 
nnd  diese  ist  die  Bestimmung  der  Lage  der  bereits  vorhandenen  gebui 
denen    Aetherlbcilchen.     Im    ersten    der   beiden  Fälle   sind    fünf  Aethi 
kugeln    so    über  eine  Massenkngel    vertbeilt,    dass   ihre  gegenseitige  Ab*'' 
fitossung  ein  Minimum  wird.    Die  Aufgabe,  die  Lage  der  einzelnen  Aether- 
theilchen    zu    bestimmen,    ist    zwar  lösbar,    allein    von    einer   derartigen 
Weitläufigkeit,  dass  ich  glaubte,  die  Losnng  unterlassen  zn  dürfen,  w^l 
doch   die  Grenzen,   innerhalb    deren  die  Aufnahme  des  sechsten  Aether- 
ibeilcheuB   erfolgt,    wieder    zu  weil  anseinander  liegen,    am  ein  der  aaf> 
gewendeten    Arbeit    entsprechendes   Bcsntlat    erwarten    zn    lassen.      Das 
Nämliche    ist    der    Fall,    wenn    ea   eicb    bei    bereits   sieben    iucorporirten 
Aetbertbeitchen  um  die  Aufnahme  des  achten  handelt. 

Es    bleiben    daher   zunächst   die  beiden  Ffille  Übrig, 
(drei)  Aetherth  ei  leben  bereits  aufgenommen  sind  und  ein  drittes  (viel 
iucorporirt  werden  soll 

Sind  zwei  Aetbertheilchen  aaf  einer  Massenkngel  bereits  vorhandi 
nnd  soll  ein  drittes  aufgenommen  werden,  so  geschieht  dieses  am  leich- 
testen dann,  wenn  das  neu  aufznnebmende  Theilchen  sich  in  einer  Ge- 
raden befindet,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Massentheilcbens  gebt 
und  normal  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  bereite  aufgenommenen 
Aetberkngeln  steht.  Ist  R  die  Entfernung  der  oocb  freien  Aetberkugel 
von  dem  Mittelpunkte  des  Massentheilcbens,  r  die  Summe  der  Halbmesser 
des  letzteren  nnd  eines  Aethertheilcbeus,  bedentet  ferner  m  das  Atom- 
gewicht, %  die  Zahl  von  Wasserstoffatnmen ,  welche  zur  Neutralisation 
eines  Aethertheilcbeus  genügen,  so  ergiebt  sich  nach  dem,  was  icfa  in 
meinen  früheren  Abhandlungen  [speciell:  erste  Abhandlung,  Oleiohg.  14)] 
hierüber  angeführt  bähe,  die  Üleichnng: 
2A- 


awei^^_ 
ndetf^^^ 


'''  %ff       ^/f«  +  r»J''.+  ''" 
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Denken  wir  nns  nnn,  das  Atomgewicht  m  wachse  von  einer  gewissen 
Gtrösse,  alleli falls  von  10  an,  fortwährend i  so  wird  7^  continnirlich  kleiner, 
endlich  bei  einem  gewissen  Werthe  von  B  ist  ein  Mazimnm  von  m  nöthig, 
nm  das  freie  Aethertheilchen  dort  zu  erhalten,  und*  sowie  diese  Orenze 
Hbenchritten  ist,  nähert  sich  das  Aethertheilchen  dem  Atom  vollständig. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  während  das  Atomgewicht  von  19  auf  23  steigt, 
denn  das  Fluoratom  hat  noch  zwei  Aethertheilchen ,  während  das  Natrium 
deren  drei  besitzt.  Für  die  kritische  Stelle  ist  m  ein  Maximum  und  für 
sie  gilt  neben  1)  .auch  die  Gleichung: 

2)  |?  =  0  =  6  Ä«(/?«+r«)-%  -  6  Ä*(Ä«+r«)-'/.  -  3  Ä*. 
Wird  ans  1)  und  2)  B  eliminirt,  so  ergiebt  sich: 

3)  .  J  =  (40.2rO.«-r«)V.  (4^2r-^«-l). 

Bei   dem  Uebergange   von   drei  Aethertheilchen   auf  vier  ergiebt  sich  in 
gleicher  Weise: 

^  ^  %  r;'    (ä,2 + ^2)s  i-  i^i  -  ü  -  (/, 

und 

Wfiren  nun  die  Atomgewichte  m  und  m^  genau  bekannt,  so  wäre 
nichts  einfacher,  als  aus  3)  und  3*^)  91  und  r  zu  bestimmen;  allein  die 
Satke  ist  nicht  so  leicht,  denn  m  kann  alle  möglichen  Werthe  zwischen 
19  ond  23  haben ,  während  m^  zwischen  35,5  und  39  zweifelhaft  ist.  Da 
nun  unmöglich  alle  die  unendlich  vielen  Gombinationen  der  Reihe  nach 
benutst  werden  können,  habe  ich  für  m  der  Reihe  nach  die  Grössen  20, 
21  und  22,  und  für  m^  36,375,  3*7,250  und  38,125  gesetzt,  alle  mit  allen 
mit  einander  verbunden  und  aus  den  einzelnen  Gombinationen  %  und  r 
berechnet.     Es  ergeben  sich  dabei  als  erste  Näherun gswerthe: 


m 

«i 

?l 

r 

1. 

20 

36,375 

28,212 

0,5022 

2. 

21 

36,375 

23,989 

0,4359 

3. 

22 

36,375 

19,767 

0,3413 

4. 

20 

37,250 

30,923 

0,5269 

5. 

21 

37,250 

26,700 

0,4713 

6. 

22 

37,250 

22,478 

0,3948 

7, 

20 

38,125 

33,633 

0,5477 

8. 

21 

38,125 

29,410 

0,5001 

9. 

22 

38,125 

25,188 

0,4367. 

Wir  haben  so  für  X  und  R  je  neun  verschiedene  Werthe  und  es  handelt 
sieh   nun    dämm,    aus    denselben   diejenigen  au8zu«neVi«tL ^  ^^<(Stai^  ^«tL 
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Beobachtangen  am  besten  entsprechen.  Hier  müssen  die  Uebergangs- 
punkte  von  vier  auf  fünf  Aethertheilchen  und  von  sechs  auf  sieben  su 
Rathe  gezogen  werden.  Die  Aufnahme  des  früheren  Aethertheilchens 
findet  nach  dem,  was  oben  hierüber  erwähnt  wurde,  in  der  Gegend  des 
Eisens  (56)  statt,  die  Aufnahme  des  siebenten  in  der  hegend  des  Ruthens 
(104)  (doch  wohl  etwas  unterhalb  desselben),  und  es  müssen  daher  in 
den  Oleichungen: 


{'.-i) 


und 

die  Maximalwerthe  von  m,  und  nig  möglichst  nahe  an  56  und  104  fallen. 

Versuchen  wir  zunächst  die  Combination  3,  welche  die  kleinsten 
Werthe  von  9  und  r  verlangt,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  durch 
Annäherung  sich  die  genaueren  Werthe  19,803  bezw.  0,3426  ergeben, 
und  bei  Einsetzung  derselben  erhalten  wir  m^ss 59,594  bei  R^=^0fi738 
und  iftgs  102,29  bei  /?,=  0,7675.  Es  ist  also  m^  um  etwa  drei  Einheiten 
zu  gross,  während  m^  als  richtig  angenommen  werden  kann.  Die  Com- 
bination 6  giebt  als  genaue  Werthe  31  =  22,522  und  r  =  0,3959,  welche 
ihrerseits  zu  m,=:  63,024  bei  Ags=  0,8085  und  iit,c=:lll,39  bei  /^^^  0,8267 
führen.  Beide  Werthe  sind  erheblich  zu  gross.  Die  Combination  2  giebt 
X  —  24,165  und  r  =  0,4407,  welche  ihrerseits  m,  ==  63,255  bei  /?,=  0,841 1 
und  1113  =  114,77  bei  /^j«  0,8725  entziffern  lassen.  Nimmt  man  die  Com- 
bination 4,  so  resultiren  91  =  32,633  und  rB=  0,5589,  und  daraus  wieder 
erhält  man  m,  =  69,712  bei  Äg  =  0,9114  und  iHj  =  136,45  bei  Äj  =  0,9799. 

Man  sieht  aus  diesen  einzelnen  Seispielen,  dass  mit  9  und  r  auch 
die  Maxima  wachsen;  diese  sind  aber  beide  schon  bei  der  zweiten  der 
vorausgesetzten  Combinationen  zu  gross,  und  ich  werde  mich  daher  auf 
die  Combination  3  beschränken ,  da  ich  die  Berechnung  der  Oesammtheit 
der  übrigen  für  überflüssig  halte. 

Die  Combination  3  giebt  also  m^  etwas  zu  gross,  während  m^  zwi- 
schen Molybdän  und  Ruthen  fällt,  wohin  es  nach  der  M  eye  raschen 
Tafel  gehört,  wenn  man  Eisen  und  Ruthen  als  diejenigen  Elemente  an- 
nimmt, bei  welchen  die  Aufnahme  eines  neuen  Aethertheilchens  statt- 
findet. Durch  kleine  Abänderung  der  Combination  wäre  es  am  Ende 
schon  möglich  gewesen,  dem  Eisen  wenigstens  näher  zu  kommen;  es 
darf  aber  nicht  ausser  Augen  gelassen  werden,  dass  es  doch  nicht  so 
ganz  sicher  ist,  dass  die  Aufnahme  gerade  dann  stattfinde,  wenn  das 
Atomgewicht  56  beträgt.     Es   giebt  übrigens  noch   einen  weiteren  Um- 
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etaad.  welcher  ee  möglich  macht,  dasi  die  Aufnahme  einee  weiteren 
AethertheilchuDs  etwns  t'iühei'  ütnttfinden  kann,  nis  das  Atomgewicht  es 
▼erlangt,  nnd  dieser  Umntand  ist  E^rli^hte  Temperatar,  welche  bei  der 
Bildung  unserer  Elemenlo  jedenrallB  von  Einfluss  geweseu  ist.  Denken 
wir  nns,  es  gebe  ein  Elompnt,  welches  ein  Atomgewicht  etwas  unterhalb 
32  besitzt,  so  wird  dnasclbe  vnn  vornherein  zwei  Acthertheilchen  auf- 
nehmen und  bei  fl"  absoluter  Temperatur  wird  sich  ein  drittes  in  einer 
Entfernung  von  dem  Atom  aufstellen,  welche  etwas  grosser  ist  als  0,7638. 
Wenn  nun  infolge  erhöhter  Temperatur  Schwingungen  eintreten,  so  ist 
es  nicht  «n  vermeiden,  dass  das  Aetfaertheilcben  dem  Atom  bald  etwas 
feiner,  bald  etwas  näher  ist.  Im  erst«n  Falle  kehrt  es  von  selbst  wieder 
nm,  weil  die  Abstossnng  abnimmt,  der  äussere  Aethnrdrnck  wÄchsl;  nähert 
ea  sich  dagegen  dem  Atom  auf  eine  geringere  Distanz  als  0,763S,  so 
kehrt  es  nicht  mchi  um,  denn  es  kommt  in  eiueo  Bereich,  in  welchem 
es  von  dem  Atom  weniger  ahgestoeeen  wird,  als  bei  0.7638,  und  es 
n&hert  sich  also  demselben  bis  zum  Contact,  es  wird  also  früher  auf- 
genommen, als  dieses  bei  0"  stattSntlen  würde.  Dadurch  könnte  es 
kommen,  dass  das  fünfte  Aethertheilchen  schon  früher  aufgenommen 
Wtlrde,  als  b«i  dem  Atomgewichte  59,6,  wie  obige  Voraussetzung  es  er- 
heischt. Vielleicht  ist  auch  die  Aufnahmsstelle  des  vierten  Aethertheil- 
ebens  bei  0°  etwas  gröctser  als  36,375,  weil  letztere  Grösse  so  nahe  an 
35,5  liegt,  dass  erhöhte  Temperatur  dem  Chlor  schon  das  vierte  Aether- 
theilchen einbringen  könnte.  Uu  nun  das  Chlor  dieses  vierte  Aether- 
theilchen nicht  beeitzt,  würde  daraus  folgen,  ilass  die  Anfnahmastelle  fttr 
0"  etwas  höher  liege  als  36,375;  dann  würde  aber  auch  die  nächstnntere 
kritische  Stelle  für  ü"  etwas  höher  Hegen  als  22,  und  die  Constanten  % 
und  r  wurden  daher  keine  wesentliche  Aenderung  erfahren. 

Gin«  weun  auch  geringe  Erniedrigung  der  kritischen  Stelle  kann 
«Hob  durch  die  Einwirkung  des  aufzunehmenden  Aethertheilchens  auf  die 
bereit«  incorporirten  hervorgebracht  werden.  Haben  wir  z.  B.  zwei  der 
letzteren  einander  diametral  entgegengesetzt  bereits  auf  einem  Atom,  nnd 
kommt  ein  drittes  in  der  AeqnatoriBlebene  daher,  so  werden  sich  die 
beiden  incorporirten  Theilcben  ans  ihrer  Axenstellung  weg  und  gegen 
die  abgewendete  Seite  hin  buwegen ,  wodurch  bewirkt  wird ,  dass  ihre 
Abttoesung  auf  das  neu  aufzunehmende  Aethertheilchen  sich  verringert 
and  dieses  schon  bei  einem  geringeren  Atomgewichte  aufgenommen  wer- 
den kann.  Diese  Einwirknng  ist  Null,  wenn  nur  ein  einziges  Aether- 
ihellehen  incorporirt  ist;  sie  wächst  aber  mit  der  Zahl  der  bereits  auf 
«inem  Atom  versammelten  Theilcben. 

Ea  kann  noch  eingewendet  werden,  dass  die  Grösse  r  schwerlich  für 

alle  Elemente  die  nämliche  sei.     Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  besitsC  r 

Ldi«  Form  a  +  hym,  wenn  a  und  i  Constante,    m  das  Atomgewicht  vor- 
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stellen;  ich  halte  es  jedoch  nicht  fUr  zeitgemKu ,  noch  eine  weitere  Un- 
bekannte cinzafuhreu. 

Nach  all'  diesem  halte  ich  ea  für  das  Zweckmässigste ,  bei  den  beiden 
Conslaaten  %  =  19,803  nnd  r  =  0,3426  fUr  bo  lange  stehen  zu  bleiben ,  bis 
sich  wMtere  Aohaltspnnkte  ergeben,  welche  eine  genauere  Bestimmnng 
gestatten. 


N&ch  Bestitomnog  der  Constanten  erübrigt  noch  die  Umarbeitung  dar 
bisherigen  Rechnungen  auf  Grund  der  neuen  Weithe  von  A  und  r.  Für 
den  Wasserstoff  iat  noch  aasserdem  die  Einreihnng  in  die  Art  der  B«- 
handlnng  der  übrigen  bereits  bearbeiteten  Elemente  nöthig.  Ich  habe 
nümlich  bei  dem  Sauerstoff  aus  den  dort  angegebenen  Gründen  das  Zu- 
sammenwirken von  drei  in  einer  Geraden  befiodtichen  Theücbeo  nnter- 
sacht  nnd  dieses  Verfahren  anch  bei  den  Übrigen  Elementen  beobachtet; 
da  jedoch  die  Besprechung  des  Wasserstoffes  derjenigen  des  Sanerstoffes 
vorausging  oiid  bei  ersterem  das  erwähnte  Verfahren  noch  nicht  in  An- 
wendung gebracht  ist,  will  ich  dasselbe  bei  dieser  Gelegenheit  nachbolen. 
Befindet  sieb  in  einem  mit  Aetber  erfüllten  Räume  ein  Wasserstoff- 
atom,  d.h.  die  Massenkugel  und  das  mit  ihr  vereinigte  Aetherth  eilchen, 
so  wird  es  sich  gegen  eines  der  umgebenden  Aetbertb  eil  eben  ^,  so  stellen, 
dasB  es  diesem  gegenüber  seine  Massenkagel  ff  hat,  wahrend  auf  der 
abgewendeten  Seite  das  gebundene  Aetbertheilchen  ^1  sich  befindet,  d.  h. 
es  ergiebt  sich  die  Stellung  J/l  A^.  Nach  unserer  Voraussetzung  Ut 
dann  auf  der  dem  freien  Aetherth eilchen  A^  abgewendeten  Seite  des  Atomi 
ein  weiteres  Äethertheilcben  A^,  eo  dass  also  die  Stellung  J^  AH  A^ 
Vorschein  kommt. 

Die  Behandlang  des  Wasseretoffea  bietet  gegen  diejenige  der  übrigen 
Elemente  die  Schwierigkeit,  dass  das  Atom  nicht  einen  Mittelpunkt  bat, 
wie  dieses  bei  den  übrigen  Atomen  der  Fall  ist.  Bei  letzteren  ist  der 
Mittelpunkt  der  Massenkugel  offenbar  auch  derjenige  des  ganzen  Atomes, 
d.  h.  der  Massenkugel  nnd  der  von  ihr  incorporirten  Äethertheilcben. 
Bei  dem  Wasserstoffe,  der  aus  einer  Massenkugel  und  einem  einsigen 
Äethertheilcben  zusammengesetzt  ist,  lässt  sich  das  nicht  anwenden. 
Wären  beide  das  Wasserstoffstom  susammensetzenden  Kugeln  gleicher 
Art  nnd  nur  durch  ihre  Grösse  von  einander  verschieden,  so  wflre  die 
Sache  wieder  einfach,  denn  man  hätte  nur  analog  den  Scbwerpunkts- 
bestimmungen  vorzugehen  und  ia  unserem  Falle  also  die  Grösse  r=^ 0,3426 
in  19,803  +  1=20,803  Theile  au  tbeilcn,  wornnf  der  den  Schwerpunkt 
ersetzende  Punkt  sich  in  der  Entfernung  19,803  von  dem  Massenkugel- 
mittelptinkte  und  in  der  Entfernung  1  von  dem  Äethertheilcben  beHlnde. 

unserem  Falle   wirken  jedoch   die  beiden  Bestandtheüe  im  entgegMoi*' 
geteilten  Sinne.     Unter  diesen  DmstKnden  bsbe  ich  es  in  meiner  leti 


Abbandlnng  Torgezogen,  bei  der  Bestimmung  des  AtommittelpankteB  des 
Wuserstoffes,  der  zur  FeelBetzung  des  Abstandes  des  Atoms  von  den 
Übrigen  Tbeilen  der  Combioation  dient,  trota  der  vorbandenen  Verschie- 
denbeit  analog  der  Schwerpunktsbestimmung  vorsngebeii,  wobei  icb  jedoch 
bemerken  muse,  dass  es  sieb  bier  nicht  nm  die  Grösse  äea  R  dee  Waaser- 
Btoffea  an  und  für  eich,  sondern  nur  um  die  Vergleiche  mit  anderen  B 
bandelt.  Haben  wir  z.  B.  die  Combination  ä'  0  H ,  ao  ist  der  Mittelpunkt 
dea  Kalium-  und  des  SanerstofTatomea  auch  der  Mittelpunkt  der  jeweiligen 
Hassenkugel,  und  die  Entrernung  der  Bestsndtbeile  des  Wasserstofls  von 
dem  SanerNtofF  einer-,  derjenigen  das  Kaliums  andererseits  lassen  eich 
leicht  bestimmen.  Ee  kommt  nur  dann  eine  Schwierigkeit  zum  Vorschein, 
wenn  die  Entfernung  A'O  mit  derjenigen  OH  verglichen  werden  soll, 
denn  da  ist  es  nicht  gleicbgillig,  ob  man  von  dem  Sauerstoff  in  der 
Massenkugel  oder  bis  zn  dem  Aetherthcilchen  dea  WaBserstoffa  miesl.  In 
Ennaogelung  eines  beageren  Anhaltspunktes  mnes  icb  bis  auf  Weiteres 
dem    erwähnten  Verfabren    treu   bleiben    und    ich    setze  daher  als  Mitteb 

pnnkt  des  WaaserstoffatomB  denjenigen  Punkt,  der        .      =0,0165  von 

dem  Aetbertheilchen  entfernt  zwischen  diesem  und  der  Massenkuget  ge- 
legen ist.  Vielleicht  gelingt  ea,  bei  nahcrem  Eingehen  auf  die  therini- 
scben  VerbSItnisse  über  diese  Schwierigkeit  wegzukommen;  allein  einst- 
weilen bin  ich  noch  nicht  so  weit,  da  dem  Gange  jeder  derartigen  Un- 
tersuchnng  infolge  zuerst  die  einfacheren  Verbältnisse  diircbgenommeu 
werden  müssen ,  um  für  die  verwick eiteren  Falle  mit  Orientirungs punkten 
aosgerdstet  zu  sein. 

Ist  die  Stellung  A^  Aü  Ay  gegebeo  und  bezeichnet  man  mit  A  und 
A,  die  Entfernungen  A^A  und  A A^,  bd  ist  nach  dem  Voretehenden  der 
Mittelpunkt  des  Waaserstoffs  zwischen  //und  A  und  um  0,0165  von  letz- 
terem entfernt.  Der  auf  A^  ausgeübte  Aetherdrnck  wird  durch  fl  — 0,0165 
gemessen,  der  auf  .4,  auageöbte  durch  /},  +  0,0165.  Nach  dem  Frtlheren 
ergeben  eich  nun  die  Gleichungen: 

6)        <   und 

1  19;SÖ3  (VM'^ 
DiMen  Gieichnngen  entsprechen  die  Werthe  Ä  =  l,0485  und  Ä,  =  l,0645. 
Es  kann  nun  eines  der  Aetbertheilchen  —  wir  wollen  znnüehst 
seUen  Ay  —  durch  ein  zweites  WasserstofTatom  ersetzt  werden ,  wenn 
letKtciee  HA  sieb  mehr  nKhert  als  A^.  Die  Stellung  der  einzelnen  Glieder 
i«t  kladuiD  gegeben  durch  A^H^  AB  A,,  die  Wasseret offatome  sind  also 
kbwetcheod  von  der  früheren  Annahme  gegen  einander  so  gerichtet,  wi« 
iwei  Magnetnadeln  thun  würden.  Daraus  folgen  die  Gleichungen-, 
ijdh  xzvui,  4.  1^ 
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19,803  \(Ä 


V(Ä_,.)2  +  (Ä+^)2+  (/j  +  Ä^_;,)27     V  +  19,803V  Ä* 


1  ^8»303  /     1  1 1 l_^  =  o 

7)  ^      (/?  +  /?/"•■  19,803  \19,803"*"  20,803      19,803  20,803/ 
und 

19:803  ((ÄP=7y«  +  (ÄTV=^^ 
Hier  ist   B{JiJ)  =  lfiil6  and   /{i(.^i^,)  =  1,0466,   es  ist  also  R  in  7) 
<  /{  in  6)  I  und  es  bildet  sich  darum  durch  Abdrängen  von  Ai  in  6)  das 
Wasserstoffmolecul  7). 

Man  kann  nun  auch  noch  das  letzte  Aethertheilchen  A^  in  7)  durch 
ein  Wasserstoffatom  ersetzen  und  seine  Entfernung  von  HA  berechnen, 
wodurch  dann  die  Stellung  A^ff^  AH  A^H^  zum  Vorschein  kommt,  welche 
zu  folgenden  Gleichungen  führt: 

19,803  \(Ä  +  r)2'^(/?-r)«'^(Ä+Äj  +  r)»"^(Ä  +  Äj-r)»/ 

\  "^  19,803V  \Ä«"^(Ä  +  Äi)V      19,803 

"^  "^  \Ä^^d  "^  -iÖiSÖä ""  19,803 .  20.803  / ""  ^ 

8)  <und 

V"^  19,8037  \Äi«"^(Ä+Äi)V"^  19,803     ' 

/     1       .       1 1 L_^-ft 

''\19,803"^  20,803     19,803 '20,803/ 

Jetzt  ist  i?(i^^.^)=  1,0317  und  i^i(v^i^,)=  1,0595.  Da  nun  /^^  in  8) 
grösser  ist  als  in  7),  kann  das  zweite  Aethertheilchen  in  7)  nicht  durch 
ein  weiteres  Wasserstoffatom  abgedrängt  werden,  und  es  hat'  daher  bei 
der  Bildung  des  Wasserstoffmoleculs  H^  sein  Verbleiben.  Ich  muss  hier 
darauf  aufmerksam  machen,  dass  sich  die  vorstehenden  Formeln  auf  0^ 
absoluter  Temperatur  beziehen,  und  es  ist  demnach  eine  Condensation 
des  Wasserstoffes  durch  blosse  Abkühlung,  selbst  wenn  diese  bis  0^  gehen 
würde,  unmöglich.  Soll  eine  Condensation  vor  sich  gehen,  so  müssen 
zur  Herstellung  der  Molecularwirkung  die  Aetherhüllen  der  Molecule  mög- 
lichst abgestreift  werden  und  dieses  kann  hier  nur  durch  ungeheure  Com- 
pression  geschehen. 


Infolge  der  Aenderung  der  Constanten  haben  sich  auch  die  Ent- 
fernungen etwas  geändert,  welche  die  übrigen  bisher  besprochenen  Ele- 
mente gegen  einander  beobachten,  und  ich  gebe  daher  im  Nachstehenden 


r 
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die  DAuen  Ziffern.  Die  Veräoderangen  sind  nicht  bedeutend  nnd  ich  habe 
es  daher  Tür  äberäüEsig  gehalten,  alle  die  Conibinationen  dorcbzurecbnen, 
von  denen  weiter  nichts  zu  sagen  ist,  als  dass  sie  in  der  Ndtnr  nicht 
Torkooimen  kCnoen. 

Für  den  Sauerstoff  und  seine  Verbiadupgen  mit  Wasserstoff  ergehen 
sich  nachstehende  Kcsnltate,  wobei  bemerltt  wird,  dass  hei  dem  Wasser- 
stoffe die   coDBtante  OrGsse  njröjTö'   d.  i.  0,0165,   bereits  abgesogen  ist. 

*>  ■*  1,0610 ''i.OHo'*  Sauerstoffaton.; 

**)  .       ^,9S68''l,0716'*  Sanetsloffmolecnl, 

^'  0,9830    0,9820  °"°' 

*'  ^LOIm'^I,»«?''  *  Wasserstoff hypero«yd; 


0  H 

1,0091     1,0091 


Wasser. 


Man  sieht  bierana,  dass  das  Sauoratoffmoiccul  0^  eine  festere  Verbindung 
sein  mfisae  als  das  ÜEon  0^,  und  die  Differenz  der  Distanzen  der  Atome 
in  den  beiden  Verbindungen  0,0820  —  11,9568  ist  sogar  eine  ziemlich  be- 
deutende. Nichtsdi^sto weniger  ist  ein  grosser  Unterschied  zwischen  dem 
Verhalten  des  Sauerstoffes  und  dem  oben  erwähnten  des  Wasserstoffes 
insofern  zn  bemerken,  als  ersterer  durch  blosse  Temperatnrerniedrigung 
condensirbar  sein  mnss,  was  bei  letzterem  nicht  der  Fall  ist,  Für  0"  der 
absoluten  Temperatur  zeigt  sich  eine  Analogie  in  dem  Verhalten  des  ^^ä 
äanerstoffes  und  dem  des  in  meiner  vorigen  Arbeit  besprochenen  Lithiums,  ^^| 
and  die  dortige  Gleichung  42)  entspricht  derjenigen  des  Ozons.  ^^| 

Heine  bisherigen  Rechnungen  beziehen  sieh  auf  0"  ahs.  und  es  fehlt  ^^| 
demnach  in  den  Gleichungen  noch  ein  Glied,  welches  den  Einfluss  der  ^^| 
Schwingungen  angiebt.  ^^H 

In  einer  frttheren  Abhandlung*  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn  infolge        ^^| 
VOB  Temperaturerhöhung  eine  VolumTergrösserung  eines  Kjtrpers  erfolgt,        ^^| 
endlich    einmal    eine   Stelle    kommt,    bei    welcher   die    Rechnung   für   die        ^^| 
Volamzunahme    einen    imaginSren    Wertb    ergiobt,    was    dnraul'  hinweist, 
dass    der  Körper    bei    der   entsprechenden  Temperatur    in   der  bisherigen 
Weise  nicht  mehr  fortbestehen  kann   und  eine  Äenderung  des  Aggregat-  ^^ 

sustandes  erfolgen  muss.  Ein  derartiger  Vorgang  mag  auch  bei  den  ^^H 
chemiEchen  Verbindungen  stattfinden  und  durch  Imaginärwerden  des  ^^| 
Werthes  von  R  eine  Zersetzung  erfolgen.     Es  ist  übrigens  auch  möglich,        ^^| 

Idut,  wenn  infolge  der  Schwingungen  die  Atome  weiter  und  weiter  aus-         ^H 
■  Oeber  die  Bedingungen  der  AggregatzuBtandBcerftederimg ,  diese  Zeitschrift  ^H 
xxm.  s.  ■ 
l J 
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einanderrücken ,  sie  nach  und  nach  mehr  und  mehr  von  den  umgebenden 
Aethertheilchen  abgedrängt  werden,  so  dass  also  eine  allmälige  Zersetz- 
ung eintritt.  Das  allmälige  Verschwinden  des  Ozons  bei  Temperatur- 
erhöhung scheint  auf  letzteren  Vorgang  hinzudeuten.  Mag  nun  in  der 
Natur  die  eine  oder  andere  dieser  Möglichkeiten  ihre  Anwendung  finden, 
so  müssen,  wenn  in  die  Sauerstoffgleichung  ein  von  der  Temperatur 
abhängiges  Glied  eingeführt  wird,  die  Sauerstoffatome  bei  höheren  Tem- 
peraturen in  den  Fall  kommen,  in  dem  die  Atome  des  Wasserstoffs  sich 
schon  bei  0^  abs.  befinden,  nämlich,  dass  nur  Verbindungen  je  zweier 
Atome  stattfinden  können,  und  es  kann  dann  nicht,  wenigstens  nicht 
ohne  Anwendung  von  Compression,  zur  Bildung  von  Ozon  oder  gar  zu 
derjenigen  eines  tropfbarflüssigen  oder  eines  festen  Körpers  kommen. 
Thatsache  ist,  dass  das  Ozon  gegen  erhöhte  Temperatur  sehr  empfindlich 
ist  und  bei  dem  Erhitzen  sich  sehr  leicht  zersetzt.  Künstliche  Kälte  muss 
wohl  ein  Mittel  sein,  eine  ozonreichere  Luft  herzustellen,  als  dieses  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  der  Fall  ist. 

Die  Verbindungen  der  Alkalimetalle  geben  bei  Anwendung  der  neuen 
Constanten  nachstehende  Resultate: 

KOKNaONaUOU 
1,1169     1,1169  1,0700    1,0700  1,0497     1,0497 

K  0  A  Na  O  A  Li  O  A 

1,0110     1,1623  0,9976     1,1262  0,9820     1,1137 

K  O  0  Na  0  0  lA  0  0 

1,0817     1,0744  1,0161     1,0468  1,0044     1,0318 

KOHNaOHLiOH 
1,0068     1,1813  0,9928     1,1067  0,9764     1,0930. 

Vergleicht  man  diese  Zahlen  mit  denjenigen,  welche  ich  in  meiner  vori- 
gen Abhandlung  gegeben,  so  findet  man  ausser  dem,  dass  sie  allgemein 
etwas  grösser  geworden  sind ,  noch  den  Unterschied ,  dass  die  Distanzen 
NaO  in  NaOA  und  NaO  in  Na  00  und  Na  OH  etwas  kleiner  sind,  als 
die  entsprechenden  Entfernungen  bei  den  Kaliumverbindungen,  und  es 
gilt  also,  abweichend  von  den  früheren  Schlüssen,  für  die  Verwandt- 
schaftsverhältnisse des  Natriums  dasselbe,  was  ich  über  diejenigen  des 
Lithiums  angegeben  habe. 


XIV. 

Ueber  die  Bewegung  eines  starren  räumlichen 

Systems. 

Von 

Dr.  A.  SCHOENFLIES , 
Oberlehrer  ftm  Lyceom  in  Oolmftr  i.  £. 


Bereits  vor  längeren  Jahren  ist  von  Chasles*  eine  Reihe  von 
Sätzen  über  die  an  endlich  kleine  Bewegung  eines  starren  unveränderlichen 
Systems  aufgestellt  worden.  In  neuerer  Zeit  hat  besonders  Mannheim** 
in  seiner  grundlegenden  Arbeit:  „Etüde  sur  le  d^placement  d^une  figure 
de  forme  invariable.  Nouvelle  m^thode  des  normales/^  die  Chasles*Bchen 
Untersuchungen  nach  neuen  Methoden  um  ein  Bedeutendes  weiter  geführt. 
Es  hat  sich  herausgestellt,  dass  mit  der  unendlich  kleinen  Bewegung 
eines  starren  Systems  zwei  Complexe  eng  verknüpft  sind ,  nämlich  erstens 
ein  Complez  ersten  Grades,  gebildet  von  den  Normalen  der  Bahnen  aller 
Systempunkte,  und  zweitens  ein  Complex  zweiten  Grades,  den  die  Tan« 
genten  dieser  Bahnen  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Charakteristiken  aller 
Ebenen  des  starren  Systems  repräsentiren.  Es  bilden  demnach,  wie 
Chasles  zuerst  gezeigt  hat,  die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte 
einer  Geraden  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  die  Charakteristiken  aller 
Ebenen ,  die  durch  eine  Gerade  gehen ,  ein  Hyperboloid ,  die  Tangenten 
der  Bahnen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  einen  Kegel  zweiten  Grades, 
die  Punkte,  deren  Tangenten  diese  Geraden  sind,  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung,  die  Normalebenen  der  Bahnen  dieser  Punkte  eine  abwickelbare 
Fläche  vierter  Ordnung  etc.  etc. 

Chasles  hat  die  von  ihm  entdeckten  Gesetze  ohne  Beweis  mit* 
getheilt;  es  ist  jedoch  augenscheinlich,  dass  er  sie  aus  den  Lehren  der 
synthetischen  Geometrie  entnommen  hat.  In  der  That  bilden  ja  die  beiden 
unendlich  nahen  Lagen  des  beweglichen  Systems  zwei  collineare  Räume; 
die  Gesammtheit  der  Tangenten  der  Systempunkte  oder  die  Gesammtheit 


*  Propriätäs  g^om^triques  relativee  au  mouvement  infiniment  petit  d*un  corps 
•olide  libre  dans  Tespace.    Comptes  rendas  Bd.  16  S.  1420  flgg. 
^  Journal  de  Tecole  polytechnique  Heft  43  S.  57  ^gg. 
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der  Charakteristiken  aller  Ebenen  des  Systems  ist  daher  nichts  Anderes, 
als  das  Erzengniss  dieser  coUinearen  Räume,  die  in  dem  hier  betrachteten 
Falle  überdies  congruent  sind.  Die  Chasles*schen  Sätze  sind  später 
▼on  Jonqni^res*  nnd  6 risse**  synthetisch  bewiesen  worden;  allein 
die  besonderen  Lagen-  und  Grössenverhältnisse  jener  geometrischen  Ge- 
bilde, welche  offenbar  nur  von  den  Constanten  der  augenblicklichen 
Schraubenbewegung  abhängig  sein  können,  sind  bisher  noch  nicht  unter- 
sucht worden.  Die  nachfolgende  Arbeit  ist  der  Bestimmung  derselben 
gewidmet. 


§1. 

Die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte  einer  Geraden  g  bilden 
bekanntlich  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ***.  Denn  sie  sind  das  Er- 
zeugniss  von  zwei  gleichen  Punktreihen  auf  g  und  gr^,  wo  g^  die  Lage 
der  Geraden  g  nach  der  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  betrachteten 
Systems  bedeutet. 

Sei  nun  g'  die  zu  g  conjugirte  Gerade,  P  ein  Punkt  von  p,  und  t 
die  Tangente  der  Bahn  von  P^  so  ist  die  durch  P  und  g'  gelegte  Ebene 
die  Normalebene  der  Bahn  von  P.  Da  demnach  t  senkrecht  zur  Geraden 
g'  ist,  so  folgt  zunächst,  dass  alle  Tangenten  i  parallel  mit  einer  zu  g' 
senkrechten  Ebene  sind.  Ist  S  derjenige  Punkt  von  ^,  welcher  von  g' 
die  kürzeste  Entfernung  hat,  und  Ar  die  Gerade  kürzesten  Abstandes,  so 
ist  eine  solche  Ebene  r  z.  B.  diejenige,  welche  durch  k  und  die  zum 
Punkte  S  gehörige  Tangente  /q  geht. 

Die  Ebene,  welcher  die  andere  Geradenschaar  des  Paraboloids  pa- 
rallel läuft,  ist  offenbar  parallel  zu  g  und  g^.  Nun  existirt  eine  Gerade 
d  parallel  zu  ^,  welche  ebenfalls  auf  Ar  senkrecht  steht  und  Tangente  der 
Bahn  eines  ihrer  Punkte  ist.  Sie  liegt  mit  ihrer  unendlich  nahen  Geraden 
<f|  in  einer  Ebene  y,  nämlich  in  derjenigen,  deren  Charakteristik  sie  ist. 
Diese  Ebene  geht  durch  Ar  und  </,  also  auch  durch  g.  Da  nun  g  parallel 
mit  </,  und  ebenso  g^  parallel  mit  d^  ist,  so  folgt  sofort,  dass  die  zweite 
Geradenschaar  des  Paraboloids  der  Ebene  y  parallel  läuft.  Demnach  ist 
S  der  Scheitel  des  Paraboloids  und  Ar  die  im  Endlichen  liegende  Axe 
desselben. 

Die  beiden  Hauptebenen  des  Paraboloids  halbiren  die  von  g  und  to 
gebildeten  Winkel.  Jede  schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel;  ihre 
Oeffnungen   sind  bekanntlich  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Haupt- 

*  M^aages  de  g^omdtrie  pure.    Paris  1856.    S.  1-64. 
**  Memoire  sur  le  d^placement  des  figuret.    Journal  de  math.  pures  et  ap- 
phgaäes  p.  Liou?ille.    (2.)    Bd.  15  S.  281. 
••'  Chaales  a.  a.  0.  Satz  25. 
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» ^^  /  .•-  ^■^  * 


axe  k  hin  gerichtet.     Die  Parameter  dieser  Parabeln  lassen  sich  folgen- 
dermassen  bestimmen. 

Sei  r{  diejenige  der  beiden  Haüptschnittsebenen ,  für  welche  die  Oeff- 
nung  der  zugehörigen  Parabel  nach  der  zn  g  conjugirten  Geraden  g  hin- 
gewandt ist,*  nnd  h  ihr  Schnitt  mit  der  von  g  und  /q  gebildeten  Ebene, 
so  ist  h  die  Scheiteltangente  dieser  Parabel.  Zieht  man  noch  durch  S 
eine  Gerade  g^  parallel  zu  g\  so  liegen  die  vier  Geraden  g^^  g^  hy  t 
sämmtlich  in  einer  Ebene  er,  nämlich  in  der  Tangentialebene  des  Para- 
boloids  für  den  Scheitelpunkt  S,  Ist  nun  t  eine  beliebige  zu  g'  senk- 
rechte Ebene,  welche  die  Geraden  g\  ^q,  ^,  h  resp.  in  den  Punkten  G% 
Gq^  Gy  H  treffen  möge,  so  schneidet  sie  das  Paraboloid  in  einer  Geraden 
/,  und  zwar  in  derjenigen,  welche  durch  G  geht.  Diese  Gerade  t  trifft 
die  Ebene  17  in  einem  Punkte  T,  welcher  der  in  dieser  Ebene  liegenden 
Parabel  angehört,    da  er  ja  ihr  Schnitt  mit  i  ist.     Nennt  man  noch  den 

von  g  und  /^  gebildeten  Winkel  9,  den  von  G'G^  und  G'G  gebildeten  % 
80  erhält  man 

GII=GS=^-^~y     HS=~-     . 
Stn  q>  q> 


Femer  ist 

ako  ergiebt  sich 


HT^GHigyb  =  — ^^  -tgib. 

stnq> 

G^G  =  G^S.clgip  =  G^G'.  ig^^ 


G^S    cosg> 
Gq  G    sm^tp 

Nun  ist,  wie  wir  oben  sahen,  HS  die  Scheiteltangente  der  Parabel. 
Verbinden  wir  ihren  Halbirungspunkt  L  mit  T  und  ziehen  LFA,  TL^  ao 
ist  F  der  Brennpunkt  der  Parabel,  und  es  ergiebt  sich 


8  V 


FS  =  G.  G' 


®       costp 


G^G'  ist  gleich  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden  conjugirten  Geraden 
g  und  g ,     Bezeichnen  wir  denselben  noch  mit  /:,  so  erhalten  wir 


*  Für  welche  der  beiden  Haüptschnittsebenen  dies  der  Fall  ist,  läset  sich 
leicht  bestimmen.  In  der  That,  denkt  man  sich  durch  den  Scheitel  des  Parabo* 
loids  eine  Gerade  o^o  parallel  der  augenblicklichen  Momentanaxe  x  der  Schrauben- 
bewegung  gezogen,  so  bilden  die  Geraden  a^^  und  t^  einen  spitzen  und  einen 
stampfen  Winkel  mit  einander.  Nennt  man  nun  diejenige  Drehung,  bei  welcher 
%^  den  spitzen  Winkel  durchläuft,  um  mit  x^  zusammenzufallen,  positiv,  so  über- 
zeugt man  sich,  dass,  wenn  g  in  dem  von  i^  und  x^  gebildeten  spitzen  Winkel- 
raum liegt,  <o  iiD  positiven  Sinne  zu  drehen  ist,  um  in  die  Lage  von  h  zu  kom- 
men, dagegen,  wenn  g  in  dem  andern  Winkelraum  liegt,  im  negativen.. 
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cos^Z 


1)  FS=^k 


COSfp 

Wie  die  analoge  Rechnung  zeigen  würde,  ergiebt  sich  für  die  Ent- 
fernung des  Brennpunktes  der  andern  Parabel  vom  Scheitel  der  Werth 

2)  F^S  =  k 


COSfp 

Wie  Mannheim  gezeigt  hat,*  besitzt  der  Punkt  S  die  besondere 
Eigenschaft,  dass  er  Centralpunkt  der  von  g  erzeugten  geradlinigen 
Flftche  auf  g  ist.  Ferner  ist**  die*6erade  k  kürzesten  Abstandes  von  g 
und  g'  die  Normale  der  von  g  erzeugten  Fläche  im  Centralpunkte  S  von 
g.  Mit  Rücksicht  darauf  lässt  sich  nunmehr  folgendes  zusammenfassende 
Resultat  aussprechen: 

I.  Die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte  einer  belie- 
bigen Geraden  g  bilden  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung 
eines  unveränderlichen  starren  Systems  ein  hyperbolisches 
Paraboloid.  Der  Scheitel  des  Paraboloids  ist  der  Central- 
punkt von  g  auf  der  geradlinigen  Fläche,  welche  diese  Ge- 
rade erzeugt.  Die  Hauptaxe  des  Paraboloids  ist  die  Nor- 
male der  von  g  erzeugten  Fläche  im  Centralpunkte  von  g. 
Die  beiden  Hauptebenen  halbiren  die  Winkel,  welche  von  g 
selbst  und  von  der  Tangente  der  Bahn  des  Centralpunktea 
von  g  gebildet  werden.  Die  Parameter  der  beiden  Haupt- 
schnittsparabeln haben  die  durch  die  Gleichungen  1)  und  2) 
gegebenen  Werthe. 

Ist  Z.9>  =  ^f  d.h.  steht  g  senkrecht  auf  der  Tangente  t^y  so  sind 

bekanntlich  die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte  von  g  senkrecht  zu 
^,    und   das  Paraboloid   ist  ein  gleichseitiges.     Alsdann    ist  g  sich  selbst 

conjugirt,  demnach  ist  ^  =  0  und  die  Gleichungen  1)  und  2)  geben  un- 
bestimmte Werthe  für  die  Parameter  der  beiden  Parabeln.  Wir  wollen 
deshalb  die  obigen  Ausdrücke  noch  so  umformen,  dass  sie  in  allen  Fäl- 
len brauchbare  Werthe  liefern. 

Bezeichnen  wir  den  Parameter  der  momentanen  Schraubenbewegung 
mit  p,  und  die  Abstände  der  Geraden  g  und  g'  von  der  Momentanaxe  der 
Schraubenbewegung  mit  r  und  /,  so  bestehen  die  Gleichungen*** 

rig{gx)^h   und    rtg{gx)  =  h, 
also  ist 


*  Mannheim,  a.  a.  0.  S.  73. 
*♦  Vergl.  Mannheim,  a.  a.  0.  S.  66. 
***  Chasles,  a  a.  0  Satz  87,  oder  Mannheim,  a.  a.  0.  S  74. 
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r  +  r=h(ctgigx)  +  ctg{gx)) 

h  sin  [g,  g) 

~~~       .  ■  ■  • 

sin{gx),sin(gx) 
Nun  ist  aber  sm{gg')  =  co8<p  und  r  +  r^G^G^k^  also  folgt 


3)  FS  = 


p , cos*  ~ 


sin(gx),8in{g'.r) 
und 


4)  ^1«=:^. 


p.stn^-^ 


sin{gx),sin{g'x) 

Sowohl  diese  Ausdrucke,  als  apch  die  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
stehenden  lassen  sich,  wie  augenscheinlich  ist,  ohne  Weiteres  geometrisch 
construiren,  wenn  der  Parameter  der  momentanen  Schraubenbewegung 
und  die  Lage  der  Geraden  g  zur  augenblicklichen  Momentanaxe  be- 
kannt sind« 

Ist  im  Besondern  cp  =  0 ,  d.  h.  ist  g  selbst  Tangente  der  Bahn  eines 
ihrer  Punkte,  so  liegen,  wie  bekannt,  die  Tangenten  der  Bahnen  aller 
ihrer  Punkte  in  einer  Ebene,  nämlich  in  derjenigen,  deren  Charakteristik 
g  bt.  Die  Tangenten  umhüllen  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  der  Pol 
dieser  Ebene  ist.  Auch  dieses  specielle  Resultat  ergiebt  sich  unmittelbar 
aas  den  obigen  Gleichungen. 

§2. 

Die  Charakteristiken  aller  Ebenen  c,  welche  durch  eine  beliebige 
Gerade  g  des  starren  Systems  hindurchgehen,  bilden  die  eine  Regelschaar 
eines  Hyperboloids;  denn  sie  sind  das  Erzeugniss  zweier  projecti vischen 
Ebenenbiischel,  deren  Axen  g  und  g^  sind,  wo  g^  wieder  die  Lage  von 
g  nach  der  unendlich  kleinen  Bewegung  bedeutet.  Da  die  beiden  durch 
g  und  gi  gehenden  Ebenenbttschel  in  unserem  speciellen  Falle  überdies 
congment  sind,  so  lässt  sich  sofort  schliessen,  dass  das  Hyperboloid  ein 
orthogonales  ist.* 

Der  eben  angezogene  Satz,  dass  zwei  congruente  Ebenenbttschel 
eine  orthogonale  Geradenschaar  erzeugen ,  ist  jedoch  bisher  unmittelbar 
nur  unter  der  Bedingung  bewiesen  worden,  dass  die  Axen  der  Büschel 
sieh  schneiden,  d.  h.  wenn  die  Büschel  einen  Kegel  ergeben.  Der  ent- 
sprechende Satz  für  das  Hyperboloid  ist  —  wie  a.  a.  O.  zu  sehen  —  nur 
durch  Analogie  mit  dem  eben  genannten  Kegel  abgeleitet  worden.  Ich 
werde  nun  zeigen,  dass  sich  in  dem  hier  betrachteten  Falle,  d.  h.  wenn 


^  Buth,   Ueber  eine   besondere  Erzeugungsweise  des  orthogonalen  JBbm^*^ 
boloids  und  über  Büschel  orthogonaler  Kegel  and  Hyperboloide.    fitt^UM 
Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien,  Bd.  80  S.  257. 
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die  Axen  der  beiden  Büscbel  unendlich  nahe  liegen,  die  Orthogonalität 
des  Hyperboloids  ganz  unmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Kinematik  er- 
giebt,  ohne  dass  es  nöthig  wäre,  auf  den  Asymptotenkegel  zurückzu- 
gehen. 

Wie  Mannheim  bewiesen  hat,*  ist  die  Charakteristik  einer  Ebene  b 
die  Projection  irgend  einer  Geraden  auf  c,  welche  einer  beliebigen  zu  i 
senkrechten  Ebene  s  adjungirt  ist.  Demnach  lässt  sich  auch  umgekehrt 
schliessen ,  dass ,  wenn  man  durch  die  Charakteristik  von  c  eine  zu  dieser 
Ebene  e  senkrechte  Ebene  legt,  diese  Ebene  alle  diejenigen  Geraden 
enthält,  welche  den  zur  ursprünglichen  Ebene  b  senkrechten  Ebenen  t 
adjungirt  sind.  Denken  wir  uns  nun  ein  Büschel  von  Ebenen  e,  dessen 
Axe  die  Gerade  g  ist,  so  giebt  es  eine  JSbenenschaar  b\  welche  zu  allen 
diesen  Ebenen  £  senkrecht  ist,  nämlich  die  Schaar  der  zu  g  senkrechten 
Ebenen.  Construiren  wir  nun  zu  jeder  Ebene  e  die  Ebene ,  welche  durch 
ihre  Charakteristik  geht  und  senkrecht  zu  b  ist,  so  enthält  sie  die  ad- 
jungirten  aller  zu  s  senkrechten  Ebenen,  also  auch  sicher  die  adjungirte 
/  der  Ebenenschaar  i.  Da  dies  für  jede  Ebene  b  des  betrachteten  Bü- 
schels gilt,  so  folgt  sofort,  dass  alle  Ebenen,  welche  man  senkrecht  zu 
den  Ebenen  b  in  ihren  Charakteristiken  errichtet,  durch  eine  und  die- 
selbe Gerade  /  gehen,  und  zwar  ist  diese  Gerade  adjungirt  zu  der  Ebe- 
nenschaar, die  senkrecht  zu  g  ist.** 

Demnach  ist  das  von  den  Charakteristiken  gebildete  Hyperboloid  daa 
Erzeugniss  zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenbüschel,  d.  h.**"^ 
es  ist  orthogonal.     Also  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

II.  Die  Charakteristiken  aller  Ebenen  eines  starren 
räumlichen  Systems,  welche  durch  eine  Gerade  g  gehen,  bil- 
den in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  ^in  orthogonales 
Hyperboloid.  Dasselbe  erscheint  als  das  Erzeugniss  von 
zwei  orthogonalen  Ebenenbüscheln,  deren  eines  die  Gerade 
g  zur  Axe  hat,  während  die  Axe  des  andern  die  zu  den  Ebe- 
nen senkrecht  g  adjungirte  Gerade  /  ist. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Kinematik  den  Nach- 
weis der  Identität  des  durch  zwei  congmente  Büschel  erzeugten  Hyper- 
boloids und  des  durch  zwei  orthogonale  Büschel  erzeugten  für  den  hier 
in  Frage  kommenden  Fall  ganz  besonders  einfach  zu  führen  im  Stande  ist. 

Unter  den  Ebenen  des  durch  g  gehenden  Ebenenbüschels  sind  zwei 
besonders  ausgezeichnet,  erstens  die  Ebene  parallel  zur  Momentanaxe  o?, 
und  zweitens  die  Ebene,  welche  die  Gerade  k  kürzesten  Abstandes  von  x 


*  Mannheim,  a.  a.  0.  S.  69. 
••  Vergl.  auch  Mannheim,  a.  a.  0.  S.  70. 

♦•♦  H.  Schröter:  Ueber  ein  einfaches  Hyperboloid  von  besonderer  Art.   Bor- 
chardt'B  Joum.  f.  Math.  Bd.  86  S  26. 


¥ 


and  g  «nthXlt.  Die  Charftkleristik  t  der  eraten  Ebene  iet  parallel  eur 
Moment  an  sie  x  und  Ul  die  Prpjection  dipser  Momentanazo  «uf  sie,  die 
Charakteristik  g"  der  zweiten  Khene  ist  parallel  zu  g  und  geht  durcli  den 
Brennpunkt  derjenigen  darch  k  gelegteu  Ebene,  welche  scakreclil  zu  g 
ist.  Folglich  geht  /  durch  deoselbeu  Punkt  S''  voii  k,  wie  n" .  denn  die 
adjangirte  einer  läbene  ist  ja  die  durcli  ihreo  Brennpunkt  parnllel  zur 
MomentHoaxe  gezogene  Gorade.  Demnach  ergiebt  sicli ,  dass  A  eine 
Hanptase  des  orthogonalen  Hyperboloids  ist  und  dass  die 
Ebenen  (gf)  und  (f;"/)  die  Tangentialebenen  in  den  Endpunk- 
teo  S  und  S''  dieser  Hanptaxe  sind. 

Die  LSnge  der  Haaplaxe  S^'  ist  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
parKlIelen  Geraden  g  und  g".  Ist  g,  die  Momentanaxe  x  und  der  Para- 
meter der  augenblicklichen  Schranbenbewegnng  dem  Sinne  und  der  GrSsae 
nach  gegeben,  so  läsat  sich  die  Gerade  g"  ohne  Weiteres  constrniren; 
eie  icbneidet  k  in  einem  Punkte,  desHpn  Abstand  r'  von  x  sich  aus  der 
Gleiebnng  p=^'"rig(gx)  ergiebt;  die  Seite  von  ic,  auf  welcher  sie  liegt, 
ist  durch  die  Richtung  der  Scbraubenbewegung  unmittelbar  bestimmt, 
fiexeichnen  wir  noch  äe.a  Abstand  von  g  nnd  X  mit  r  und  die  Axe  •*>& 
lajt  2a,  80  gilt  die  Gleichung 

2a  =  r+/\ 
wo  r"  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  g  und  fr'' anf  ver- 
schiedenen oder  auf  derselben  Seite  von  x  liegen.     Diese  Gleichung  gilt 
flberdies  auch  dem  Sinne  nach. 

Die  beiden  anderen  Hanptaxen  des  Hyperboloids  sind  durch  den 
VDD  g  nnd  X  gebildeten  Winkel  bestimmt,  Die  beiden  durch  S  gehen- 
den Geraden  j-uod  t'  bilden  nämlieh,  da  I  parallel  zu  x  ist,  denselben 
Winkel  mit  einander,  vit  g  und  x.     Dieser  Winkel  ist  der  Asymptoten- 


f 


Winkel  derjenigen  Hyperbel, 
ebene  das  Hyperboloid  schneidet.     Nennen  i 
len  Winkel  ifi  durch  die  Gleichung 


r  Axe  a  senkrechte  Haupt- 
r  ihn  ip  nnd  führen  einen 


I  beiden  Relationen 


null  swar  ist  V  der  Asymptotenwiukel  derjenigen  Hyperbel,  welche  von 
eioer  durch  die  a-  nnd  c-Axe  gelegten  Ebene  aus  dem  Hyperboloid 
h»raaageschnitten  wird. 

Damit  haben  wir  auch  für  das  Hyperboloid  die  Lage  und  Grösse 
d«r  Hanptaxen  durch  die  Constanten  der  momentanen  Schraubenbewe- 
gnog  vollständig  bestimmt. 

•  gehrOtar,  a  m.O.  S.  46. 
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Betrachten  wir  jetzt  die  Gesammtheit  aller  zu  g  parallelen  Geraden, 
so  gehört  an  jeder  derselben  ein  orthogonales  Hyperboloid.  Jedes  dieser 
Hyperboloide  enthält  die  Gerade  /,  denn  /  ist  ja  adjnngirt  zu  den  auf  g 
senkrechten  Ebenen,  kann  sich  also  für  die  verschiedenen  Geraden  des 
Parallelstrahlenbündels  nicht  ändern.  Denken  wir  uns  nun  zwei  belie- 
bige Gerade  des  Bündels  und  legen  durch  sie  je  eine  Ebene,  die  ein- 
ander parallel  sind,  so  sind  auch  ihre  Charakteristiken  einander  parallel, 
denn  die  Charakteristiken  sind  ja  die  Projectionen  von  /  auf  diese  Ebenen. 
Daher  sind  alle  Charakteristiken,  welche  zu  parallelen  Ebenen  gehören, 
einander  parallel,  und  es  folgt  sofort,  dass  die  Geradenschaaren  der 
sämmtlichen  Hyperboloide  einander  parallel  sind.  Hiermit  aber  ist  be- 
wiesen, dass  alle  betrachteten  Hyperboloide  unter  einander  ähnlich  sind, 
also  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

III.  Die  sämmtlichen  orthogonalen  Hyperboloide,  welche 
zu  den  unter  einander  parallelen  Geraden  g  des  starren 
Systems  gehören,  sind  ähnlich  und  enthalten  die  Gerade  /, 
welche  den  zu  g  senkrechten  Ebenen  adjungirt  ist. 

In  Uebereinstimmung  hiermit  zeigen  auch  die  obigen  Gleichungen, 
dass  die  Axen  der  Hyperboloide  in  constantem  Verhältniss  zu  einander 
stehen;  denn  die  Winkel  g>  und  ^  haben  für  alle  Hyperboloide  denselben 
Werth. 

Endlich  ergiebt  sich  noch,  dass  diejenigen  Hyperboloide,  welche  den 
Geraden  eines  Büschels  paralleler  Strahlen  entsprechen,  ausser  der  Ge- 
raden /  noch  eine  zweite  Gerade  gemeinsam  haben ,  nämlich  die  Charak- 
teristik der  Ebene  dieses  Büschels. 


§3. 

Unter  der  Scbaar  der  ebengenannten  orthogonalen  Hyperboloide 
giebt  es  auch  eine  Reihe  orthogonaler  Kegel.  Ihre  Scheitel  liegen  sämmt- 
lieb  auf  /;  sie  gehören  zu  denjenigen  Geraden,  welche  Tangenten  der 
Bahn  eines  ihrer  Punkte  sind. 

Ist  nämlich  allgemein  d  eine  solche  Gerade,  so  wird  sie  von  der 
adjungirten  /  der  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  in  ihrem  Gleitungspunkte 
D  geschnitten ;  also  erzeugen  die  beiden  durch  d  und  /  als  Axen  gelegten 
orthogonalen  Ebenenbüschel  einen  orthogonalen  Kegel,  dessen  Scheitel  D 
ist.  Dieser  Scheitel  kann  auch  als  das  Erzeugniss  der  beiden  durch  d 
und  (i|  gehenden  gleichen  Ebenenbttschel  betrachtet  werden ,  wo  di  wieder 
die  Lage  von  d  nach  der  unendlich  kleinen  Bewegung  bedeutet;  denn  d 
und  d^  schneiden  sich  in  diesem  Falle  in  D. 

Die  durch  d  und  /  gelegte  Ebene  ist  eine  Hauptebene  des  Kegels, 
die  andere  halbirt  den  von  beiden  Geraden  gebildeten  Winkel.  Zwischen 
den   Winkein  der  beiden  Hauptschnitte  besteht  die  Relation 
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'tfy  =  «'•'»  2' 

WO  wieder  g>  der  von  g  und  der  Momentanaxe  x  gebildete  Winkel  ist. 
Alle  diese  Resultate  ergeben  sich  unmittelbar  aus  den  entsprechenden, 
des  Yorigeu  Paragraphen. 

Jede  Ebene,  welche  durch  d  geht,  hat  mit  dem  Kegel  zwei  Gerade 
gemein,  nämlich  d  und  ihre  Charakteristik.  Daraus  folgt,  dass  diejenige 
Ebene,  deren  Charakteristik  d  selbst  ist,  den  Kegel  längs  d  berührt. 
Aach  jede  durch  /  gehende  Ebene  schneidet  den  Kegel  noch  in  einer 
zweiten  Geraden,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  auf  der  von  d  und 
/  gebildeten  Hauptebene  senkrecht  steht.  Diese  letztere  ist  daher  Tan- 
gentialebene des  Kegels  längs  /.  Beide  Tangentialebenen  schneiden  sich 
in  der  Geraden  ktirzesten  Abstandes  k  von  d  und  x.  Die  längs  /  be- 
rührende Ebene  enthält  überdies  die  Momentanaxe  x.  Demnach  ergieht 
«ich  folgendes  Resultat: 

IV.  Ist  eine  Gerade  d  Tangente  der  Bahn  eines  ihrer 
Punkte,  80  bilden  die  Charakteristiken  aller  durch  sie  gehen- 
den Ebenen  einen  orthogonalen  Kegel.*  Derselbe  ist  das 
Erseugniss  zweier  orthogonalen  Ebenenbüschel,  deren  Axen 
d  und  die  zu  den  Ebenen  senkrecht  d  adjungirte  Gerade  / 
sind.  Der  Gleitnngspunkt  von  d  ist  der  Scheitel  des  Kegels, 
die  von  d  und  /  gebildete  Ebene  eine  Hauptebene  desselben. 
Die  Ebene,  deren  Charakteristik  d  selbst  ist,  berührt  ihn 
längs  <f,  und  die  ihn  längs  /  berührende  Tangentialebene  ent- 
hält die  Momentanaxe  der  Schraubenbewegung. 

Ist  tf  die  zu  d  conjugirte  Gerade,  so  ist  sie  ebenfalls  Tangente  der 
Bahn  eines  ihrer  Punkte,  also  bilden  die  Charakteristiken  aller  durch  sie 
gehenden  Ebenen  ebenfalls  einen  Kegel.  Derselbe  enthält  die  Gerade  T, 
welche  den  zu  d^  senkrechten  Ebenen  adjungirt  ist,  und  wird  von  der 
durch  f  and  x  gelegten  Ebene  längs  t  berührt.  Da  nun  die  beiden 
Ebenen,  welche  durch  /  und  x,  resp.  durch  /'und  x  gehen,  zusammen- 
fallen, so  folgt: 

y.  Ist  d  Tangente  der  Bahn  eines  ihrer  Punkte,  and  d' 
ihre  conjugirte  Gerade,  so  besitzen  die  beiden  Kegel,  welche 
von  den  Charakteristiken  aller  durch  </,  resp.  d'  gebenden 
Ebenen  gebildet  werden,  eine  gemeinsame  Tangentialebene. 
Dieaelbe  geht  durch  die  Momentanaxe  ar  der  Schraubenhewe- 
gnng  nnd  die  beiden  Geraden  /  und  /',  welche  den  zu  d  resp. 
d'  aenkrecbten  Ebenen  adjungirt  sind.  Diese  Geraden  /  und 
/'  find  gleichzeitig  die  Berührungslinien  der  Tangential- 
ebene and  der  Kegel. 


*  Yeigl.  Chasles,  a.  a.  0.  Satz  29. 


SS^        r-fb«  Sk  Urw^fmg  f 


I>^«ieai  Sas»  -saa^väcär:  «■  •»•>(«■  T^mecb  %  fit  ■ 

sxTiä  ili  ;ü«iir»  G-Hu«  /  rix  ITiftai  cn«  ptmAB^p**  nAe. 
iÜT  ptcc  «  i»a  «iiMB  iiiu^tJÖL^mii  Psaki.  HlHbk  Aia  Ce 
jTT^-  «  äs.  «^  jöcs  kwük:  wei£c.  4sjcb%«  Paskl  fimr  6ei 
vüeMc   T:it  '±<T  MtOMstSKftxe  «in  it^   <«■  ds  n  ;   Mvja^rt. 

nfes«  n  ! 

i  *tm  Pnfa  ^  cnv  nr  ■« 


Prt^ncäas  ti;k  m  tx£  t.   <£.  k.  är  fiaf 

Ü&.     Lü  '"iiiiiiiwiriiii  der 

mätr  Hät^pvaktt  Efcwneaäaatäel  ■  Am«  AxHi  fi 
^tlii«a  «aiCK  KröicT&itifr.  'imiii  ITaiitwiMmliB 
gn^mit  Ems«  i«.    AIm  Ukc  jie&  ftf^n-i«  Sitti 

Tl.  Bti  i«E  Bcw-tjEKsg  «iaec  limBlith*«  «av^tii 
Sr*t«n<  l:c;«iL  üe  Ceatolpxski»  der  FUekta. 
»Uca  isECS  «Ex«a  Pakkt  P  j^cbcaiaa  6*rad*a 
vcrita,  ia  j«icB  Aac«abltck  anf  «ibvb  Knisr] 
f«a  DafckD«f>«;  icc  Abfiaati  i«*  Paakte»  f 
H«a:sat.x«  xai  ififva  DarckBcsseiakca*  4i* 


Von  Dr.  A.  Schobnflibs.  239 

Da  die  Gerade  /  parallel  zu  x  ist,  so  beschreibt  sie  in  dem  betrach- 
teten Moment  ein  Element  einer  cylindrischen»  Fläche.  Daher  ist  jeder 
ihrer  Punkte  als  Centralpnnkt  zu  betrachten,  nnd  so  ist  es  zn  erklären, 
dM8  sie  ganz  dem  Kreiscy linder  angehört. 

Ans  dem  vorstehenden  Satze  ergiebt  sich  anmittelbar: 

VII.  Bei  derBewegnng  eines  räumlichen  unveränderlichen 
Systems  liegen  die  Centralpunkte  der  Flächen,  welche  von 
den  Geraden  eines  ebenen  Strahlenbüschels  beschrieben 
werden,  in  jedem  Augenblick  im  Allgemeinen  auf  einer  El- 
lipse; sie  liegen  auf  einem  Kreise,  wenn  die  Ebene  des  Bü- 
schels senkrecht  zur  Momentanaxe  ist,  nnd  auf  einer  Gera* 
den,  wenn  sie  ihr  parallel  ist. 

Unter  den  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  P  gehen,  verdienen 
diejenigen  ein  besonderes  Interesse,  welche  Tangenten  der  Bahnen  eines 
ihrer  Punkte  sind.  Sie  sind  bekanntlich  identisch  mit  den  Geraden  des 
im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Kegels.  Die  Punkte,  deren  Bahnen 
diese  Geraden  zu  Tangenten  haben,  sind  die  Centralpunkte  der  Geraden, 
sie  liegen  daher  auf  dem  Durchschnitt  des  Kegels  und  des  Cylinders. 
Beide  Flächen  enthalten  die  zur  Momentanaxe  parallele  Gerade  /;  ihre 
Tangentialebenen  längs  /  schneiden  einander  rechtwinklig.  Denn  der 
Kegel  wird  von  einer  Ebene  berührt,  welche  durch  x  und  /  geht,  wäh- 
rend diese  Ebene  für  den  Cylinder  eine  Durchmesserebene  ist.  Demnach 
ergiebt  sich: 

VIII.  Bei  der  Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems 
liegen  in  jedem  Augenblick  die  Punkte,  deren  Bahnen  nach 
einem  festen  Punkte  des  Raumes  gerichtet  sind,  auf  einer 
speciellen  Raumcurve  dritter  Ordnung.*  Dieselbe  ist  der 
Durchschnitt  eines  Kreiscylinders  nnd  eines  orthogonalen 
Kegels,  welche  eine  zur  Momentanaxe  parallele  Gerade  ge- 
mein haben,  also  ein  kubischer  Kreis.  Beide  Flächen  schnei- 
den einander  in  der  gemeinsamen  Erzeugenden  rechtwinklig. 

Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  kann  auch  als  das  Erzeugniss  zweier 
congruenten  Strahlen bündel  betrachtet  werden,  nämlich  des  durch  P 
gehenden  und  des  durch  P^  gehenden,  wo  P^  wieder  die  Lage  von  /' 
nach  der  unendlich  kleinen  Bewegung  bedeutet.  Es  lässt  sich  übrigens 
synthetisch  zeigen  —  worauf  ich  jedoch  an  dieser  Stelle  nicht  näher  ein- 
gehen will  — ,  dass  P  nicht  der  einzige  Punkt  ist,  aus  welchem  die  Cnrve 
dorch  einen  orthogonalen  Kegel  projicirt  wird;  vielmehr  lässt  sich  be- 
weisen, dass  der  kubische  Kreis  aus  jedem  seiner  Punkte  durch 
einen  orthogonalen  Kegel  projicirt  wird. 


*  Vergl  Chaaies,  a.  a.  0.  Satz  SO. 
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Da  jede  Secante  einer  Raumcnrve  dritter  Ordnung  Schnittlinie 
zweier  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  erzeugenden  Bttndel  ist,  so 
lässt  sich  dem  Satz  VIIl  noch  folgende  Form  geben : 

IX.  Bei  der  Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems 
bilden  in  jedem  Augenblick  die  Charakteristiken  aller  Ebe- 
nen, welche  durch  einen  Punkt  des  Systems  gehen,  die 
sämmtlichen  Secanten  eines  kubischen  Kreises. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  zeigen ,  dass  dieser  kubische  Kreis 
Yollstftndig  bestimmt  werden  kann,  wenn  der  Punkt  P,  die  Momentanaxe 
der  Schraubenbewegung  und  der  Parameter  derselben  gegeben  sind.  Denn 
der  Kreiscylinder  hat  den  Abstand  r  des  Punktes  P  von  der  Momentan- 
axe zum  Durchmesser,  und  die  Gerade  d^  welche  zur  Construction  des 
orthogonalen  Kegels  nöthig  ist,  geht  durch  P,  ist  senkrecht  zu  jenem 
Abstände  r  und  bildet  mit  der  Momentanaxe  einen  Winkel  9,  dessen 
Orösse  durch  die  charakteristische  Gleichung 

gegeben  ist.  Ueberdies  bestimmt  der  Sinn  des  Parameters  p  die  Seite, 
nach  welcher  die  Gerade  d  gerichtet  ist. 

Es  zeigt  sich  demnach,  dass  die  geometrischen  Gebilde,  welche  den 
von  den  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte  gebildeten  Complex  zweiten 
Grades  charakterisiren ,  von  ganz  specieller  Natur  sind.  Rein  geome- 
trische Betrachtungen  haben  zu  dem  Resultat  geführt,  in  dem  orthogo- 
nalen Hyperboloid  und  dem  orthogonalen  Kegel  das  räumliche  Analogen 
des  Kreises  zu  erblicken.  Es  erscheint  nicht  überflüssig,  darauf  hinzu- 
weisen, dass  auch  die  Kinematik  zu  demselben  Ergebniss  führt. 

Colmar  i.  £.,  November  1882. 
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XVIL    Bemerkungen  nr  Differentialgleiohnng 

Diese  Gleichung  ist  insofern  ititeressant,  als  sie  eine  grosse  Anzahl 
von  bisher  integrirten  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
als  Specialfftlle  enthält,  so  insbesondere  gewisse  von  Liouville, 
Spitzer,  Weiler  n.  A.  betrachtete  Gleichungen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  auf  ein^  neue  Differentialgleichung  auf- 
merksam machen,  deren  Integration  auf  die  Gleichung  1)  führt;  es  ist 
folgende: 

Subsütuirt  man  in  diese* 

X  V 

mithin 

^  =  (la:+l)--A..      ^  =  (ix  +  l)»^. 
so  folgt 

[a{lx  +  l)^  +  ß(kx+l)^x  +  Y{la:+l)x^  +  da^Y-r^^ 

O  X 

+      MXx  +  l)^  +  ßo(kx+l)x  +  y,x^]v 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

«Ä»+|JA«+yA+a=g)(A)  und  «o^*  + /^o^  +  ^0  =  *W» 
so  kann  die  letzte  Gleichung  auch  folgendermassen  geschrieben  werden: 


^  Diese  Sabstitationen  habe  ich  bereits  früher,  bei  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleiehnng 

benutzt.     Es  besteht  auch  thatBÜchlich  zwiscben  der  letzten  Gleichung  und  der 
oben  angegebenen  Gleichung  2)  ein  gewisser  Zusammenhang.  —  Masi  "««t^^.  di^%A 
Zeitschrift,  Jahrg.  XXVUI  8.  56. 

ttitmkiiig  £  MMtämuHUk  u.  Ph/Bik  XXVlll,  4.  ^^ 
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=.0. 


wobei 


Bestimmt  man  jetzt  A  so,  dass  (p{i)  ^  0,  d.  h.  wählt  man  für  l  irgend 
eine  der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

so  geht  die  letzte  Differentialgleichung  über  in 

und  Ittsst  sich  wie  Gleichung  1)  integriren.* 

Um  die  Form  des  Integrals  der  Gleichung  2)  festzustellen,  zerlege 

man  den  Coefficienten 

(p.a^  +  ^fp'\x  +  ^<p"' 

in  lineare  Factoren  v(^— fi)(^— ^2)  ^^^  transformire  die  Gleichung  la) 
mit  Hilfe  der  Substitution 

Alsdann  lassen  sich  die  Grössen  g  und  A,  resp.  ^^  und  f4  im  Allgemei- 
nen so  bestimmen,  dass  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

jp  +  («  +  /»'a;)^- 

entsteht.     Ist  das  Integral  der  letzten  Gleichung  w=af(^x)j  so  genügt  der 
vorgelegten  Gleichung  2)  folgender  Ausdruck: 

Abgesehen  von  den  besonderen  Fällen,  welche  die  Gleichung  la) 
in  sich  schliesst  und  die  wir  früher  a.  a.  0.  discutirt  haben ,  ist  hier  nur 
ein  Ausnahmefall  zu  erwähnen.  Verschwinden  nämlich  die  Coefficienten 
der  kubischen  Gleichung  für  A,  ausgenommen  6,  so  ist  eine  Bestimmung 
von  A  nicht  möglich.  Dann  liegt  aber,  wenn  wir  ö  in  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  eingehen  lassen,  folgende  einfache  Differentialgleichung  vor: 


(X-  »,)(^  -h)rrr»  +  («'+  /^«)  ^  +  /«'  =  o 


*  Ueber  die  Integration  dieser  Gleichong  vergl.  meinen  AufsatK:  Transfer- 
mBÜpn   der  Differentialgleichung  9o^ •¥(piy'  +  <p%y-¥(pt  =  0   (diese   Zeitschrift, 


J&htg.  XXVn,  6). 


Elflinen  Uittlieliiiiigfln. 

...      dm  dv        iPn         ,rf*i 

mithin    — '  =  II  —  z  --  -      -— i  =  ir'  — 
ä^  ilx       ü^  dj 

+  K^'  +  ^oir  +  yo  +  <.,)p  =  0, 

I  als  Specialfall  dar  Gleichnog  1)  angeeelien  werden  kann. 
Wir    ffigen    sclilieselich    hinzu,    dass    eich    in    derBfllbdn    Weiiin   als 
BUithnng  2)  die  allgemeini 

dX>- 

IifibftndelD  lüsst;  doch  masB  man,  falls  eine  Reduction  aaf  Gleiclmng  1) 

jMSglieh  sein  soll,  die  Bedingung 

I  /3,J  +  3o  =  0 

ikBlaetzen.     Diese  letzte  Differentialgleiclinng  ist  insofeTD  bemerkenswerth, 

als  sie  beide  Gleichnngen   1)  nnd  2)  im  Speciellen  in  sich  begreift,  näm* 

lieh   für  a  — a„  =  0  beziehentlich  ß,  =  ä^  =  Q. 

Uresdeo,  im  December  1882.  Woldemar  EEruAHN. 


XTTII.    tieber  die  geometrlsohe  Constraction  von  Fächern  mr 

DarBtellnng  windaohiefer  Flftoben. 

(Hierzu  Taf.  V  Fig.  8-6.) 


QUitet  eine  Gerade  /  zwischen  zwei  festen  Leitlinien  nach  bestimm- 
tem  Gesetze  entlang,  so  wird  /  als  Erzeugende  im  Allgemeinen  eine 
windschiefe  Fläche  darchlaufen.  Letztere  gehören  sn  denjenigen  Fla- 
chen, welche  nicht  abwickelbar  sind,  d.  h.  eich  nicht  in  eine  Ebene  hqs- 
hreiten  lassen.  Sie  können  daher  umgekehrt  auch  nicht,  wie  die  ab- 
wickelbaren Kegel-  oder  CylinderflSchen,  durch  Einrollen  einer  Papier- 
flicbe  dargestellt  werden. 

Nichtsdestoweniger  kann  man  mittels  des  Papieres  als  Verwendungs- 
mat«rial  dnrch  fächerartiges  Einfalten  ermittelter  Flächen  eine  beliebige 
R«ibe  aufeinander  folgender  Erzengender  zwischen  den  ebenfalls  dar- 
gestellten Leitlinien  zur  deutlichen  Anschauung  bringen.  Ans  diesen 
eatftiagt  der  Beschauer  das  wesentliche  Bild  der  Flüche  in  ähnlicher 
Weiae,  wie  die  Vorderkanten  der  Stufen  einer  geraden  Treppe  dem  geo- 
weträcb  anffasseaden  Auge  des  Beobachters  das  Bild  der  Ebene  berver- 
mfast  in  welchem  die  Gesammtbeit  aller  KfcTitea  b\&\i  >)«fui&«iV. 


Das  von  mir  angeweni 
cheu  aar  ÜarstelluDg  zn  1 
Bcbiefen  Vierecks  durch  eine  Diagonale  in  zwei  ebene  Dreiecke.  Man 
denke  sich  nun  die  Erzeugende  I  eine  bestimiote  Ansahl  von  Lagen  «wi- 
schen ihren  Leitlinien  einnehmen;  alsdann  bildet  sich  eine  Anzahl  wind- 
achiefer  Flächen,  gebildet  durch  zwei  aufeinander  folgende  Lagen  der 
Erzeugenden  und  zwei  gegenüberliegenden  Stücken  der  Leitlinien. 

Sind  letztere  gekrümmt,  so  nehme  man  die  Erzeugenden  dem  Ver- 
hältnisse nach  nahe  genug,  um  statt  der  krummlinigen  Curveuütücke  der 
Leitlinien  die  betreffenden  Sehnen  zu  setzen. 

Auf  diese  Weise  ist  die  gegebene  windschiefe  Fläche  serlegt 

Anzahl    windschiefer  Vierecke,     Nun   zerlege  man  jedes  derselben  dui 

eine    bestimmte  Diagonale    in    zwei  ebene 'Dreiecke;   alsdann    lassen 


sSmntliche    Dreiecke 
Dreiecks  hineindrehen. 

Bei  der  Zerlegung  de 


eine   eiuzige   Fläche, 


en  Curveuütücke  der 

lache  serlegt  In  eio^^H 

des  derselben  dur^^^f 

alsdann    lassen  B>^^^H 

in   die  des  ent^^^H 


so  zn  Werke, 

6  die  Erzeugenden  als 

zeichnen  dieselben  als 

inde„EehHinien". 


windschiefen  Vierecke  gehe 
dass  inBezng  anfden  einen  Standpunkt  des  Beschauei 
vorspringende  Kantenlinien  sich  darstellen.  Wir  be: 
„GrBtlinien".'AlsdaDn  bilden  die  DiagonatUuien  eiuspri 

Die  descriptive  Geometrie  liefert  die  Mittel,  um  ans  der  Horiaon- 
tal-  und  Vertikaiprojection  einer  Linie  ihre  Grösse  zu  finden.  So  kSnnen 
also  bei  gegebener  Fläche  die  einzelnen  Dreiecke  constmirt  nad  an  ein- 
ander zn  einer  insammenbängenden  Fläche  augetragen  werden.  Faltet 
man  dieee  nach  den  Linien  der  Dreiecke,  so  erhält  man  durch  passende 
Bewegung  al»  Modell  die  anfeinander  folgeude  Lage  von  Erzeugenden 
der  betieS'enden  windschiefen  Fläche.  Da  Grat-  and  Kehllinie  abwech- 
selnd folgen,  so  muBs  die  ausgebreitete  Fläche  fächerartig  nach  den 
Linien  der  ermittelten  Dreiecke  gefaltet  werden ;  die  Gratliuien  des 
Fächers  gehen  bei  entsprechender  Bewegung  des  gefalteten  Fächers  in 
die  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  Über,  gewisse  Begrenznngslinien 
des  ausgebreiteten   Fächers  gestalten  sich  zn  den  Leitlinien. 

Wir  nennen  deshalb  besagte  Fläche,  durch  deren  Zusammenfalten 
uns  das  Bild  einer  windschiefen  Fläche  vor  Augen  geführt  wird,  den 
Fächer    der    betreffenden    windschiefen    Fläche.      Wir    nennen    ihn    ans- 


gebreitet,  wenn  alle 
nen  ihn  als  gefaltet, 
Linien  gefaltet  sind. 


)  Flächen  in  einer  Ebene  liegen;    w 
D    seine  Dreieckaflächen    sä  mm  tl  ich 


r  beseich- 
lecb  ihren   ^ 


praktisch    zu    erläutern 


charakteristischen    Beispiel   das    VorhcrgeheodB 
stellen    wir   uns   die    Aufgabe,    die    windschiefe 
Flache  eines  Rotationshyperboloids  praktisch  darzustellen.     Wir  zeichnen 
aoafichst   den    anagebreiteten  Fächer    desselben,    dessen  Gestalt   aich  i 
folgender  Beträebtuag  ergiebt. 


1 

fe 

)D 
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Das  Rot&tionshyperboloid  können  wir  ans  dadarch  entstanden  den- 
:eu ,  dass  eine  Erzengende  '  au  zwei  ühßreiiiaiider  befindlichen  congruea- 

Kreisen  als  Leitlinien  derartig  entlaag  gleitet,  dasa  die  Schnittpnnkte 
der  Erzeugenden  mit  den  Kreisperipherien  eich  om  gleiche  Strecken  nacb 
derselben  Richtung  bewegen.  In  Fig.  S  sind  drei  anfeinnnder  folgende 
Lagen  der  Erzeugenden  gezeichnet;  die  Aie  des  Hyperboloids  ist  senk- 
recht angenommen.  Verschiedene  Lagen  der  Erzeugenden  erhalten  wir, 
wenn  wir,  tod  der  Anfangslage  ne  ausgehend,  dieselbe  Strecke  von  a 
und  e  nach  derselben  Richtung  wiederholt  antragen  und  die  entsprechen- 
den Theiipunfete  f  und  c,  /i  und  g  miteinander  Terbindeu.  Diese  drei 
gleichen  Liniun  ac,  ef,  gh  siud  ia  Fig.  3  gezeichnet,  und  sind  der 
Uebersicht  wegen  die  übrigi^n  Linien  fortgelaEsen  Wir  richten  es  so  ein, 
dass  ae  ein  bestimmter  Tbeil  des  KreisDmfangea,  z.  B.  ^  desselben  ist. 
Wir  erballen  nun  als  ersles  windscbietes  Viereck  aefc,  wo  ae,  fc  die 
Sehnen  der  betreffenden  Bogen  bezeichnen.  Als  zweites  windschiefes 
Viereck  erhalten  wir  eghf. 

Durch  die  Diagonuleu  cc,  f<j  worden  beide  windvchiefe  Vierecke  in 
je  zwei  Dreiecke  zerlegt,  und  bilden  die  Dreiecke  aec  nnd  cfe  die 
Theilfl,  in  welche  urfc  serfällt  dnrch  die  punktirt  geseichneten  Diago- 
nalen. 

Diese  Dreiecke  sind  aber,  da  sie  in  allen  Seiten  Übereinstimmen, 
congment.  Wird  ccf  um  die  Kebltinie  ce  in  die  Ebene  von  cae  hinein- 
gedreht,  so  bildet  die  Umfassnngsfignr  beider  Dreiecke  ein  Parallelogramu) 
aefc  Fig.  4,  wo  die  Kehllinie  des  windecbieren  Vierecks  in  die  Diago- 
nallinie ec  übergegangen  ist. 

Auf  gleiche  Weise   werden  die  Dreieckeebeaen ,   in   welche  das  fol- 

inde  windschiefe  Viereck  eghf  zerlegt  bt,  in  ein  Parallelogramm  eghf 

'ig.  4)    hineingedreht,    welches     dem    ersten    aefr   congrnent   ist.      Da 

lide  die  Linie  [e  gemeinsam  haben,  so  fallen   die  Linien  (k  nnd  eg  in 

■3ie  Verlängerung  der  Linien  r/"  und  ae. 

Zerlegt  man  auf  diese  Weise  jedes  windschiefe  Viereck  der  vollslän- 
dig  gedachten  Fig.  3  in  zwei  Dreiecke,  dreht  dieselben  alle  in  die  Ebene 
des  ersten,  so  erhält  mau  als  ausgebreiteten  Fächer  des  Rotalionshyper- 
boleids  ein  Parallelogramm  nbdv,  welches  in  eine  Anzahl  --  bier  20  — 
kleinere  Pai  alle  logramme  zerfällt.  Die  Kehllinien  von  Fig.  3  sind  in 
die  SchBAT  paralleler  punktirter  Diagonalen  der  Fig.  4  übergegangen, 

Da  nnn  die  Gestalt  des  ausgebreiteten  FSchets  ermittelt  ist,  so 
ktfaoen  wir  denselben  zeichnen  nnd  zusammenfalten.  Dann  nimmt  er 
die  in  Fig.  5  gezeichnete  Geslalt  an.  Diesen  zusammengefalteten  Fächer 
Tou  Fig.  5  kann  man  dann  in  das  entsprechende  Rotationshyperboloid 
bin  eindrehen. 

K       In  Betreff  der   praktischen  AnsfUhmng   sind  folgende  BemerkunfguOT' 
■r  bertlokaiohligen. 


MtD  zeichne  zanXchst  aar  Caitonpapier  als  Umraeaungafigar  du 
ParallelograiDni  abdc;  Fig.  17  atellt  einen  anegeführten  FHcher  in  vier- 
facher Verkleinernog  dar.  Darauf  theile  man  ah  und  de  in  20  gleiche 
Theile  und  verbinde  die  Theilpuakte  ef,  gh  durcli  Linien.  Dann  ritze 
man  die  Schaar  dieser  Parallelen  derartig  mit  einem  MesBer  ein,  wie  man 
es  mit  einem  Modellircarton  za  tlmn  pflegt.  Sodann  kehre  man  die 
FlSche  um  nnd  ritze  anF  der  andern  Seite  der  Schaar  die  pnnktirt  ge- 
zeichneten Diagonalen  ebenrails  ein;  letztere  sind  parallel  ec.  Abdann 
achneide  man  dnrch  die  Linien  mn  und  op,  welche  beide  parallel  ad 
sind,  Bchmale  LKogsstreifen  ab.  Hierdurch  wird  es  vermiedeD,  daas  nach 
zwei  Rissen  gefaltet  wird,  welche  unter  spitzem  Winkel  in  einem  Pnnkt 
zusammentreffen. 

Hat  man  nun  nach  den  Seiten  ac  nnd  hd  den  FScher  zngeschnttten, 
so  falte  man  denselben  so,  dass  man  znnäcbst  die  eine  Schaar,  r.  B.  die 
Gratlinien  einbricht;  sodann  breite  man  ihn  ans  und  breche  die  Schaar 
der  Kehllinien.  Jetzt  breite  man  ihn  wieder  ans  und  falte  abwechselnd 
Grat-  nnd  Kehllinien,  wodnrcb  der  zusammengefaltete  FKcher  Fig.  )8 
hergestellt  wird.  Letzlere  Figur  ist  so  gezeichnet,  als  ob  der  Fffcher 
Fig.  17  nicht  nach  den   Linien  mn,  op  abgeschnitten  wäre. 

Man  achte  besonders  daranf,  dass  iuan  mit  der  Hand,  wenn  Alles 
gefaltet  ist,  die  mit  b  bezeichnete  punktirte  Ecke  so  unter  die  in  der 
Nachbarschaft  von  c  befindlichen  FlSchentheile  schiebt,  wie  es  Fig.  IS 
darstellt. 

Alsdann  führe  man  mit  beiden  HKnden  die  Pnnkte  d  und  c  nach  der 
durch  Pfeile  angedeuteten  Richtnng  gegen  einander;  haben  sich  dieselben 
vereinigt,   so  sind  auch  anf  der  Tischplatte  die  Punkte  «  nnd  h  zusam 
mengekommen    und    ist    hiermit    der   gefaltete    Fächer   in    das    Rotatiui 
liyperboloid   hineingedreht. 

Um  diese  Fläche  als  festes  Modell  sn  fixtren,  bestreiche 
aufeinander  faUenden  Endflächen  mit  Leim,  lege  sie  zusammen 
schlinge  von  aussen  einen  Faden  um  die  schmälste  Stelle  des  Hypi 
loids.  Durch  festes  Anziehen  nnd  Einknoten  desselben  erhalten  die  Tbl 
der  FlSchc  die  nöthige  Spannung.  Ist  alsdann  der  Leim  getrocknet, 
kann  man  die  FISche  mit  einem  Leitkreise  anf  einen  kreisförmigen  Unter- 
latz  aufkleben  lassen-  Wenn  sie  auf  demselben  nnverschiebbar  befestigt 
ist,  schneide  man  den  Faden  entzwei,  und  ist  hiermit  das  Modell  her- 
gestellt, Wenn  man  es  beabsichtigt,  kann  man  die  zweite  Schaar  von 
Geraden  dnrch  FXden  markiren ,  welche  man  leicht  in  beliebiger  Zahl 
vom  oberen  zum  unteren  Leitkr-eise  ausspannen  kann. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  Folgendes  bemerkt  werden.  Faltet  man 
den  FScher  der  Reihe  nach  zusammen ,  ohne  Ecke  b  unter  Ecke  c  m 
stecken,  so  bildet  bä  in  Fig.  18  die  oberste  Linie.  In  dieser  Lage  kann 
man  den   Flehet   nnn  nicht  in   ein  Botationsbfperboloid  hineindrehea, 


aBam- 
tiuit^^_ 


aber  in  eine  windEcMefe  Bebra  üben  fläche.  Hebt  mao  nämlicb  bd  in  die 
Höbe,  wührend  ac  liegen  bleibt,  so  geben  die  Linieti  ab  nnd  de  in  awei 
congrnenle  Scbranbenlinien  Ubei,  zwiBcbfii  denen  als  L^itlioiea  sich  die 
Scbaar  der  Grat-  resp.  KebllinieD  des  FScbers  derartig  lagert,  dass  die 
Neigung  der  einzelnen  Grat-  und  Eehllinie  gegen  die  Ebene  des  Tieehea, 
ftttf  welchem  itc  rnbt,  constant  ist.  Aach  hier  bescbreibou  die  beiden 
Dnicbschnittsp unkte    der  Grsengeuden    auf  den  Leitlinien  gleiche  Wege. 

Wir  haben  somit  hier  ein  interesgAntes  Beispiel,  wie  ein  und  der- 
selbe ausgebreitete  FAcher  durch  verschiedenartiges  Zusammenlegen  in 
gefaltetem  Zustande  zur  Daretellting  zweier  verachiedenen  Flächen  benutzt 
werden  kann.  Eine  Reihe  inlereafianter  Bemerkungen  lassen  sich  an  diese 
Darstellnngsarl  anknüpfen,  wenn  man  mit  aufmerksamem  Blick  die  Be- 
wegung des  Fächers  verfolgt.  Ebenao  wie  das  ausgeführte  Modell  läsat 
sich  das  entstehende  zu  instructiven  Bemerkungen  verwenden,  Dieselben 
ergeben  sich  dem  aufmerksamen  Beobachter  von  selbst;  daher  möge  es 
gfinilgen,  an  dieser  Stelle  auf  das  Princip  dieser  Darstellnngsart  hin- 
gewiesen zu  haben. 

Soest.  Dr.  Fauc  Schökgmahn. 


Anvendang  der  ateieopaphüchra  ProJ«otion  zur  Constmotion 
der  Iiophoten  auf  Botatiomfläohea. 

Ein  beliebiger  Parallelkreis  einer  Rotationsfläche  werde  mit  p,  seine 
orthogottale  Projection  in  irgend  einer  Ebene  mit  p  bezeichnet.     Um  die 
p  BU  bestimmen,  d.  i.  die  Paukte, 
iricbtong  mit  den  Flüchen  nurmalen 
iiainus  0,  Ol,  0-2,  .   .   sind,  kann 
ingewandt  werden,  welche  die  Rotationsfläche  längs 
welcher   deren    Isophoten    aufgeschrieben    sind.     Die 
-  Kugelisophoten  mit  p  sind  die  geforderten   Isnpho- 
jrthogonalen  Projoclioaen  der  Kngeiifiophoten  erscheinen 
es  ist  der  Grund,    warum    die 
-  Uilfskugel  für  Isophntenconstrnctionen  als  nicht  exact 
denn  man  ist  bestrebt,    alle  Conetrnctionen ,   so 


Projectiooen  der  Isnphotenpunkte  ' 
in  welchen  eine  gegebene  Lichtstrs 
dieaor  Punkte  Winkel  bildet,  dere 
eine  Hilfskngelfläche  i 
P    berührt    nnd    auf  i> 
Si^bnittpnnkte    die 
teopunkte.     Die 
«her   im  Allgem 
Anwendung  eini 
gSDUg   angesehen 


weit  es  nur  immer  möglich,  durch  Gerade  und  Kreise  allein  auszuführen. 
Dieser  Forderung  kann  nun  unter  Beibehaltung  der  Hilfskugel  entspro- 
chen werden,  wenn  die  Kugelisophoten  nicht  orthogonal,  sondern  storeo- 
graphisch  bestimmt  werden,  weil  dann  diese  Isophoten,  welche  bekannt- 
lich Kreise  sind,  auch  in  der  Projecticm   als  solche  erscheinen 

Es  werde  der  bezüglich  der  Projectionaebene  höchste  Kugelpunkt  C 

ftla  Centmm  der  ste  reo  graphischen  Projection  angenommen  and  dM  steieo- 

nphiaehe  Bild  sowohl  der  Kugelisophoten,  als  auch  des  Ptli 

f  constrnirt.     Die  den  Projectiooen  der  Isophoten  und  der  Pr 


p  gemeinsaioeD  Punkte  siuij  dann  die  Htereograpbi Beben  Projectioneo  der 
Isophotenpunktp. 

Ks  ist  evident,  dags  auf  dei  Zeichenfläche  die  orthogonale  Projection 
("  vou  C,  velcbe  mit  der  orthogonalen  Projection  O*  des  Kngelmittel- 
pnnktes  0  zusammenfällt,  die  orthogonale  Frojection  irgend  eines  Iso- 
pbotenpunktes  f  nnd  die  GteTeagrapbiacbe  l'rojection  P,  deBaelben  Punktes 
in  einer  Geraden  liegen;  denn  sämmtUcbe  entUbnlen  Punkte  liegen  in 
derselben  zur  Projectionsebene  normalen  Ebene.  Wenn  also  0'  and  P, 
bekannt  sind,  so  findet  man  P'   im  Schnitte  der  Geraden  O'P,  mit  p'. 

Bezüglich  der  ihateäcb liehen  Conatmction  der  Isophotenpnnbte  anf 
dem  hier  bezeichneten  Wege  sind  die  folgenden  Bemerkungen  zn  machen. 
AnBlatt  rur  jeden  Parallelkreis  eine  besondere  Kngel  sn  i^onstruiren ,  be- 
stimme man  für  die  gegebene  Lichtrichtung  seitwärts  der  RotationsHitche 
dae  Stereo  graphische  Bild  der  Isopboten  einer  einzigen  Hilfskngel  ans 
ihrem  bezüglich  der  Projectiona ebene  höchsten  Punkte  C  als  Centram. 
Diese  Knget  wird  für  die  Bestimmung  sämmtltcher  Isophotenpnnkte  der 
Rotationsfläclie  als  ausreichend  befunden,  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
Hilfstigar  ähnlich  nnd  ähnlich  gelegen  ist  mit  der  ste  reo  graphischen  Pro- 
jection jeder  Kugel,  welche  die  Rolationsfläche  in  irgend  einem  Parallel- 
kreise  berührt.  Es  ist  aber  nicht  gut  thnnlicb  und  anch  nicht  nöthig, 
das  8 tereograp bische  Bild  der  ganzen  Hilfskngel  zn  constmiren;  es  gentigt 
iu  der  That  die  Projection  der  bezüglich  der  Projectionsebene  nntei 
HHIfte  der  Hilfskngel. 

Um  für  einen  Parallelkreis  p  in  seiner  Projection  p'  die  Projecttonai 
der  Isopbotenpnnkte  zn  finden,  bestimme  man  die  orthogonale  Projection 
0'  des  Mittelpunktes  O  der  längs  p  bertthrenden  Kugel,  sodann  in  der 
Seilenfignr  das  stero graphische  Bild  p,  des  auf  der  Hilfskugel  mit  dem 
Farallet  p  anf  der  berührenden  Kngel  ähnlich  gelegenen  Kreises.  Sind 
in  der  SeitenGgnr  C  die  orthogonale  Projection  de»  Projectionscenlrnms 
and  P,  einer  der  Schnittpunkte  von  p,  mit  dem  System  der  stereographi- 
gehen  Projectionen  der  KugeHsophoten,  so  ist  C'P,  in  der  Seitenl 
parallel  nnd  gleichgerichtet  mit  O'P'  in  der  Hauptfigur. 

Bezüglich  jener  Parallelkreise,  ftir  welche  die  entsprechenden  ErdaÄ^ 
nicht  oder  nur  theilweise  auf  der  untern  Hälfte  der  Hilfskugel  liegen, 
betrachte  man  die  Seitentigut  als  das  nm  180"  in  der  Zeichenebene  ge- 
drehte, ans  dem  tiefsten  Kngelpnnkte  projloirte  Btereographiecbe  Bild  der 
uberen  HHIfte  der  Kugetieophoten ,  zeichne  jetzt  die  stereo graphischen 
Bilder  der  frtthec  nicht  erhaltenen  Parallel  kreise  oder  der  Tfaeile  von 
solchen,  natürlich  unter  Berücksichtigung  der  Orehung,  nnd  beachtet, 
dass  jetzt  für  irgend  einen  Isophotenpnnkt  die  Geraden  C'P,  nnd  (D^'A 
parallel,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  M 

Auch  die  in  den  gewählten  Parallelkreisen  etwa  liegenden  TTmriiJ 
punkte   U  nnd  V  der  orthogonal-en  Projection  können  mittels  dei  seJtUfH 


lügt 


aphi- 
:rebS 
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gewählten  Hilfskngel  leicht  bestimQit  werden.  Wird  nämlich  das  stereo- 
graphische Bild  des  von  C  um  90^  abstehenden  grössten  Kugelkreises 
von  Pa  in  den  Punkten  {/«  und  F«  geschnitten,  so  sind  die  Geraden 
C'O^  mit  O'V'  und  CT,  mit  O'V'  parallel  und  gleich  gerichtet. 

Die  im  Vorhergehenden  angegebenen  Constructionen  können  auch 
für  die  Auffindung  der  Isophoten-  und  Umrisspunkte  auf  Flächen  an- 
gewandt werden,  welche  als  Umhüllende  einer  bewegten  constanten  oder 
veränderlichen  Kugelfläche  entstehen.  An  Stelle  der  Parallelkreise  der 
Rotationsflächen  treten  hier  die  Charakteristiken  der  umhüllenden  Fläche. 

JOH.  MORAWETZ. 

XZ.  Zmr  geometrisohen  Bedeutung  des  Sinus  eines  Trieders. 

Gehen  von  einem  Punkte  des  Raumes  drei  Strecken  /i,  6,  c  aus, 
und  bezeichnet  c'  die  Normale  der  Ebene  a6,  so  ist 

a,b,c,sinab,coscc 

das  Volum  des  Parallelepipeds  oder  sechsfachen  Tetraeders  abc.  Der 
trigonometrische  Factor  hat  durch  v.  Staudt  (Crelle'sJ.  Bd.  24  S.  252) 
and  Baltzer  (Determ.  §  16,  Anal.  Geom.  §  46)  den  Namen  Sinus  der 
Ecke  resp.  des  Trieders  abc  erhalten  und  wird  bezeichnet: 

sin  abc. 

Derselbe  ist  das  Volum  eines  Rhomboeders  mit  der  Kantenlänge  1  und 
den  Kantenwinkeln  ab^  bc,  ca.  Der  Werth  schwankt  zwischen  +1  und 
—  1,  welche  Extreme  bei  orthogonalem  a,  b^  c  erreicht  werden,  und  ist, 
wenn  man  im  Coordinatensystem  den  Raum  oben  rechts  hinten  als  4*4*  + 

'  positiv  in  den  Ecken  und  Gegenecken  ,PP,j 

negativ  „     „         „         „  „  P'  'P, 

Die  Flächen  der  Rhomboeder  haben  die  Areale 

sinaby     sinbc^     sinca'^ 

die  zugehörigen  Höhen  erhält  man  durch  Projection  der  dritten  Kante 
anf  die  Normale  der  Ebene  der  beiden  ersten,  also 

cos  c  c',     cos  a  a\     cos  b  b\ 
Bo  dass 

sinabc  =  sinab  coscc  =  sinbc  cosaa  ==■  sinca  cosbb'. 

Die  Höhe  kann  aber  auch,  wenn  man  zunächst  innerhalb  einer  Fläche 
nod  dann  erst  auf  die  Normale  projicirt,  als  Product  der  entsprechenden 
Sinus  erhalten  werden,   so  dass,   da  coscc'=  sinca  sin b'c=  sine b  sin a'c': 

sinabc  =i  sin  ab  sinbc  sin  cd  =  sin  bc  sinca  sin  d  6'=  sin  c  a  sin  a  b  sin  b'c\ 

Projicirt  man  die  Kanten  endlich  auf  ein  System  orthogonaler  ^"^ 
xyz^  deren  Anfangspunkt  mit  der  Ausgangsecke   des  Rbomboi 
aammen fällt,  so  haben  die  Kanten  die  Coordinaten 
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COS  ax  I  cos  ay  \  cos  az^    cos  bx  \  cos  by  \  cos  bz^    cos  ex  \  cos  cy  \  coscz. 

Die  Projectionen  des  Rhombus  sin  ab  auf  die  Coordinatenebenen 
lassen  sich  aus  den  Coordinaten  der  Strecken  als  Determinanten  zusam- 
mensetzen : 

,       cosax    cosay 
stn a b  cos zc  = 

cosbx    cosby 


Hnab  cosxc  = 


sin  ab  cosyc  = 


cosay  cosaz 

cosby  cosbz 

cos  a  z  cos  a  x 

cosbz  cosbx 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  coszc,  cosxc^ 
cosyc  und  addirt,  so  ist,  da  die  Projection  einer  Strecke  gleich  der  Summe 
der  Projectionen  ihrer  Coordinaten ,  d.  h. 

cos  cc=^  cos x  c  cos a:  c'+  cosy  c  cos y  c'+  cos  z  c  cos  z  c: 

cos  a  X     cos  b  x     cos  c  x 


sinab ,  coscc=^  sin  abc  = 


cosay     cosby     coscy 
cosaz      cosbz     coscz 


sin  abc,sinfgh  = 


Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  entsprechenden  für  sinfgh^  so 

erhält  man 

sin  abc, sin  fgk-=z  {cosax  y  cosbx  ^  coscx){cosfx^  cosgx^  coshx) 

=  (cosax  cosfx  -^ cosbx  cosgx '\'  coscx coshx, ...,  . . .), 
und  da  wiederum 

cosaf  =  cosax  cos  fx  +  cosbx  cosgx  +  cosex  coshx: 

cosaf  cosbf  coscf 
cosag  cosbg  coscg 
cosah    cosbh    cosch 

Hier    kann  fgh    auch    als  schiefwinkliges   Coordinatensystem    aufgefasst 
werden  und  liefert  so  eine  Gleichung  für  sin  abc. sin xyz. 

Lässt  man  fgh  mit  a'b'c\  d.  h.  mit  dem  Polartetraeder  von  abc  zu- 
sammenfallen, so  reducirt  sich  die  Determinante  auf  die  Diagonale,  da 
cosab'^=cosbc  =  ...  =  0: 

sin  abc, sin a  b'c  =  cos a d ,  cos b b' .  cos c c. 

Fällt  fgh  mit  abc  zusammen,  so  erhält  man: 

cos  a  a     cos  b  a     cos  c  a 

sin*  abc  =    cosab      cosbb     coscb 

cosac     cosbc     coscc 

Es  sei  nun  xy'z'  die  Polarecke  der  schiefwinkligen  Coordinatenaxen 
xyz,  und  man  berücksichtige,  dass 


so  gebt 


,  ,  ,      cos  XX  cosyy  raszz 

sinxyz  = — -^ — 

^  sinxyz 
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sinab c . sin xy  z'  =  {cosax\  cosbx\  coszx') 


resp. 


sinabc  =  {cosax\  cosbx\  cos  ex') :  sinx'yz\ 

wenn  man  die  Divisoren  cosxx\  cosyy\  coszz   aaf  die  einzelnen  Zeilen 

vertheilt,  über  in: 

cos  a  X      cos  b  x'     cos  c  x 


sinabc  = 


cos  XX 
cosay 
cosyy' 
cosaz 


cos  XX 

cosby 
cosyy 
cos  h  z 


cos  XX 
coscy 
cosyy 
coscz' 


sinxyz. 


cos  z  z       cos  z  z       cos  z  z 
Mnltiplicirt  man  jetzt  beide  Seiten  mit  abc^  nnd  zwar  recbts  die  einzel- 

nen  Colonnen,  so  erhält  man,  da  — r   die  Coordinate  a,  von  a: 

cos  XX  * 


a.b.csinabc  == 


«1    ^1    ^1 

«8     f>2     ^8 
<»8     *8     ^3 


stnxyz 


den  bekannten  Ausdruck  für  das  Volnm  des  sechsfachen  Tetraeders  OABC. 
Hieraas  ergiebt  sich  durch  Translation  des  Systems  nach  ^x|^2l^3  ^^®' 
durch  Addition  der  vier  Tetraeder  mit  dem  Eckpunkte  0  im  neuen  System : 

1111 


%ABCD^ 


öl    ^1    c^    rfi 
flj    6,    c'g    rfg 

«8     ^3     ^8     ^8 


Sin  xyz. 


Den  umgekehrten  Weg  vom  Volum  des  Parallelepipeds  zum  sinxyz 
nimmt  Baltzer,  Anal.  Geom.  §  46,  10  u.  12,  woselbst  sich  ausser  der 
Literatur  mannigfache  Anwendungen  des  sinxyz  finden. 

Eine  derselben  sei  hier  erwähnt,  weil  sie  unmittelbar  aus  der  Deter- 
minante 

/cosax'      cosbx' 
stnabc=^[ ?»    ? 

\C0SXX        cos  XX        cbsxx 

folgt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

sinayz       sinyz  cosax 


cosc 


^Asinxy 
X  / 


cosax 


T  — 


80  ist 


stnxyz      smyzcosxx       cosxx 


sin  abc,  sin^x  yz^= 


stnayz  smxaz  sinxya 
sinbyz  sinxbz  sinxyb 
sincyz     sinxcz     sinxyc 


Berlin,  Februar  1883. 


A.  Thaer. 
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XXL  Heber  das  Doppelyerhältiiiss  von  vier  Punktpaaren  einer  inyoln- 

torisohen  Pnnktreihe  enter  Ordnung. 

1.  Sind  Aj^^y  BB^y  CC^j  DD^  vier  Paare  einander  zugeordneter Pnnkte 
einer  involutorischen  Pnnktreibe  erster  Ordnung,  ^,  B\  C\  />' vier  Punkte, 
welche  von  einem  Punkte  P  der  Geraden  durch  die  vier  Punktpaare 
bannoniscb  getrennt  sind,  so  ist  der  Werth  des  Doppelverbältnissea 
{^ÄB Cd')  von  der  Wahl  des  Punktes  P  unabhängig.*  Man  nennt  ihn 
daher  auch  das  Doppel  verbal  tniss  der  vier  Punktpaare  der  involutorischen 
Reihe.  Da  er  mit  den  vier  Punktpaaren  gegeben  ist,  so  muss  auch  fUr 
ihn  ein  Ausdruck  existiren,  der  ausschliesslich  aus  Entfernungen  der 
Punkte  der  vier  Punktpaare  von  einander  zusammengesetzt  ist. 

Der  Ausdruck  kann  auf  folgende  Weise  hergestellt  werden ,  wodurch 
zugleich  der  angefahrte  Satz  auf's  Neue  bewiesen  wird: 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist 

^-  =  —  4.-1.,    A.~J:-4.J_      A=J-4.-L,    A=:J_4.    ^ 


PÄ      PA^  PA^      PB'      PB^PB^      PC'      PC^PC\      PD'      PD^PD^ 

Daraus  folgt 

_2 2   _    7.A'C'   ^  1     .     1        M     .      1  \ 

PÄ    PC" PÄ.Pc'    pa'*'pa^    Kpc^pcJ       ' 

hieraus 

{PA  +  PA{)  PC.PC^  -  {PC+  PC\)  PA.PA^ 

n  (ÄR'rm^^  A^_iPC+Pt\)PB.PB,^{rB+PB,)PC.Pc\ 

i)   \ADi.iß)^  c'B"  DB'  "  (PA  +  PA^)  PD.PD^  -  {PD  +  PD^)  PA.FA^ 

\PD  +  PD{\PB.PB^  —  [PB  +  PB^)PD,PD^* 
Führt  man  hier  durch  die  Relation 

PO  +  OX=PX  für   Ä^A.Ai,  B,B^,C^C^,  D,D^ 
einen  Funkt  0  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 
2)  {ÄffCD) 

{ öef  oc^  -[0A^0A;\\P0*^-2iflCMx  -oa.oa^)PO'{-{oA'\-oa^)oc.oc^-'(oC'{-oqoj.o^ 

__  \0B'^0B~^C+Ö(\)\Pn^'\-2 (OB~,Öb\ - ÖC.OC^)  PO+{OC+OCj}  OBJfB^-(OB-\-OB^)  OC.Oi 

"  }Q/>4- 0/>, -(O^-f Q^J|PQ»-f 2 (OD.OD^-'OA,OAj)PO+(OA'hOA^) OD.OD^-{OD-hOD{) OA.OA 

'  \ÜB+0B^-{0D+0D^)\P0H2(0B,0B^''0Ü.0D^)  POi-(OD^-OD^) OB,OB^'-(OB+OB^) OD.OD 

Der  Ausdruck   rechts   wird  vom  Punkte  P  unabhängig,   wenn  man  setzt 
3)  OA.OAy  =OB.OB^  —  OC.OC^  =  OD.ODi  =  a. 

Denn  die  Glieder,  welche  PO  enthalten,  verschwinden;  ausserdem  tritt 
in  jedem  Zähler  und  Nenner  des  Doppelverbältnisses  der  Factor  PO*  —  a 
auf  und  hebt  sich  fort.  Man  bat  daher  unter  Voraussetzung  der  Gleich* 
ung  3) 


*  Cremona,  „Ebene  Curven",  S.  29.  —  Vergl.  auch  meine  Schrift:  „Theorie 
der  trilinear-Bymmetrischen  Elementargebilde*',  Marburg  1881,  S.  9. 


Kleinere  Hittheilnngen. 


261 


sin  ah  c,  sin  xy'z  =  (cos  a  x\  cos  b  x\  cos  z  x) 


resp. 


8inabc  =  {cosax\  C08hx\  cos  ex*) :  sinx'yz\ 

wenn  man  die  Divisoren  cosxx\  cosyy\  coszz'  aaf  die  einzelnen  Zeilen 

vertheilt,  über  in: 

cos  a  X      cos  b  x'     cos  c  x 


sinabe  = 


cos  XX 
cosay 
cosyy 
cosaz' 


cos  XX 

cosby 
cosyy 
cos  h  z 


cos  XX 

coscy 
cosyy 
cos  c  z 


sinxyt. 


cos  z  z       cos  z  z       cos  z  z 

Mnltiplicirt  man  jetzt  beide  Seiten  mit  abc^  nnd  zwar  recbts  die  einzel- 

a  cos  fi  X 
nen  Colonnen,  so  erbftlt  man,  da  — r   die  Coordinate  a.  von  a: 

cos  XX  * 


a,b,c.sinabc  = 


«1    *i    ^t 

«8     *2     ^8 
<»3     *8     ^8 


stnxyZj 


den  bekannten  Ansdrnck  für  das  Volnm  des  sechsfachen  Tetraeders  OA  B  C, 
Hierans  ergiebt  sich  dnrch  Translation  des  Systems  nach  d^\f^^\d^  oder 
durch  Addition  der  vier  Tetraeder  mit  dem  Eckpunkte  0  im  neuen  System: 

1111 


6ABCD  = 


a. 


h    ^1 

6a       Ca 


'2 


«8     ^3     ^8      ^8 


stn  xyz. 


Den  umgekehrten  Weg  vom  Volum  des  Parallelepipeds  zum  sinxyz 
nimmt  Baltzer,  Anal.  Geom.  §  46,  10  u.  12,  woselbst  sich  ausser  der 
Literatur  mannigfache  Anwendungen  des  sinxyz  finden. 

Eine  derselben  sei  hier  erwMhnt,  weil  sie  unmittelbar  aus  der  Deter- 
minante 

COS  b  x'     cos  c 


/cosax 

smabc=^  I 7» 

\cosxx 


cos  XX      cbsxx 
folgt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

sinayz       sinyz  cosax'       cosax 


^Asinxy 
X  / 


so  ist 


sinxyz      sinyz  cos xx       cosxx 


sin  abc,  sin^x  yz^= 


sinayz  smxaz  sinxya 
sinbyz  sinxbz  sinxyb 
sin  cyz     sinxcz     sin  xyc 


Berlin,  Februar  1883. 


A.  Thaer. 
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igpa       tgpa      tgpa^ 

JJl 1_\       „äW^     ^1^1  (    ^    -I       M  etc. 

\tgpu       tgpcj      sinpu.sinpc       igpa      tgpa^      \igpc      tgpc^/ 

und  hieraus  nnter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  5) 

/  'h'  V\ sinac'  sinadC 9inac-\'8ina^c^    sinad  + sina^d^ 

sin  cb' '  sin  Jb'      wi  c  6  +  sin  Cj  b^  '  sin  ab  +  sin  ä^  6j 

=  (001,  66i,  CTi,  rfrfi). 

Sind  nun  P^  Ä^  ff^  C^  ff  die  Punkte  der  Punktreihe  erster  Ordnung, 
die  durch  die  Strahlen  p\  a\  b\  c ,  (f  des  Büschels  S  projicirt  werden, 
so  sind  ÄB^C'W  von  P  durch  die  Punktepaare  AA^,  BB^,  CC^,  D D^ 
harmonisch  getrennt     Daher  ist 

{jf  BT C' D")  =^  {A  A^,  BB^,  CC^,  DD^), 
femer  ^ 

{a' b'c'a)  s=  (a «1 ,  66,,  cc^^  rf^'i) ; 
aber  auch  ,  , 

(ATB'C'D^^iab'ci), 

daher  endlich 

{AA^,  BB^^  CC^,  DD^)^{aai^  bb^,  cc^,  dd^). 

Diese  Belation  gilt  für  jede  Transversale  des  Büschels  S  und  für  jeden 
Büschel  5,  der  die  Punktreihe  ^  ^^ , . . .  projicirt,  sobald  die  Punkte  AA^^.,, 
in  den  Strahlen  aa|,...  liegen.     Hieraus  folgte 

In  zwei  projectiven  Orundgebilden  ist  das  Doppelverhftitnisa  von 
irgend  vier  Elementen  paaren  einer  in  dem  einen  Gebilde  enthaltenen 
involutorischen  Reihe  gleich  dem  Doppelverhftltnisse  der  vier  homologen 
Elementenpaare  des  zweiten  Gebildes. 

3.   Aus  der  Gleichung 

{A'B'ffD')  =  {AA^,  BBy,  CC^,  DD^), 

worin  die  Buchstaben  die  bisherige  Bedeutung  haben,  folgt  unmittelbar, 
dass  zwischen  den  Werthen  der  24  Doppelverhältnisse,  die  sich  ans  vier 
Punktepaaren  einer  involutorischen  Reihe  bilden  lassen,  dieselben  Be* 
Ziehungen  bestehen,  als  zwischen  den  24  Doppelverhältnissen,  die  sieb 
aus  den  vier  Punkten  A\  ff^  C,  D'  bilden  lassen.  So  gilt  u.  A.  die  Re- 
lation 

(AA^,  BB^,  CC^,  DD^)+{AA^,  CC^,  BB^,  DD^)t=l 
oder 

AC+AiC^     AD  +  A^pi    .    AB  +  A^B^     AD  +  A^D^  _ 
CB  +  C^B^'~DB+%B^  "*"  BC+B^Ci  '  DC+D^C^  ""    ' 

welche  Relation  sich  auch  in  der  Form  schreiben  lässt: 

(AB+A^BJ{CD+C,D,)  +  {AC+A^C,){DB+D,B,) 

+  {AD  +  A,D,)(BC+B,C^)'r.O, 

eine  Identität  also,  die  zwischen  den  zweimal  sechs  Abständen  beateht, 
welche  xoan   erhält,   wenn  man  vier  Punktepaare  einer  inyolutoriaehan 
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Beihe  in  zwei  Gruppen  theilt,  in  deren  jeder  je  ein  Punkt  eines  Punkte- 
paaree  vorkommt,  und  nun  die  AbBtände  der  Punkte  jeder  Gruppe  unter 
einander  bildet. 

In  der  That  kann  man  in  der  obigen  Gleichung  wieder  je  swei  zu. 
geordnete  Punkte  eines  Paares  vertauschen,  ohne  dass  die  Relation  zu 
bestehen  aufhört. 

Ebenso  erhält  man  für  die  Sinus  der  Winkel,  die  vier  Strahlenpaare 
eines  involutorischen  Büschels  bilden,  die  Identität: 

{sm  ab'\-sin  a^  b^  {sin  a  c  +  *«''  ^j  Cj)  +  {sin  ac  +  sin  «j  c,)  {sin  rf6  +  sin  d^  6j) 

+  {sin ad-\-  sin a^ d^ (sin bc  +  sin 6,  c^)  =  0. 

Diese  Identitäten  sind  analog  denjenigen,  die  zwischen  den  Abständen 
von  vier  Punkten  einer  Geraden  und  den  Sinus  der  Winkel  von  vier 
Geraden  eines  Büschels  bestehen. 

Marburg,  Juli  1882.  B.  Klein. 


XZn  Eneugimg  der  abwickelbaren  Flächen  zweiter  Ordnung 

durch  Punkte. 

I.  Wenn  n  — 1  Ebenen  ||,  Ig,  ...  |n— i  eines  n -Flachs  sich  umn  — 1 
feste  Gerade  a^,  a^^  ...  On—i  drehen,  die  in  einer  Ebene  o  mit  einem 
festen  Punkte  a  liegen,  durch  welchen  die  letzte  Ebene  £  des  n- Flachs 
gebt,  und  wenn  die  Kanten  a^j,  x^^  ...  x^^i,  in  welchen  die  Ebene  | 
von  £|,  ^,  ...  £«-1  geschnitten  wird,  auf  n  — 1  festen  Geraden  6^,  6,, 
...  bn^t  gleiten,  von  denen  keine  zwei  einander  treffen,   so  beschreibt 

jede   der    -^ — r"^Q Ecken    des  n- Flachs   ein  einschaliges  Hyper- 

boloid. 

II.  Von  den  in  der  Ebene'  |  befindlichen ^-^ Ecken  des 

II -Flachs  wollen  wir  eine,  z.  B.  die  von  den  Ebenen  $|,  ^  gebildete 
herausgreifen.  Das  von  derselben  beschriebene  Hyperboloid  hat  6^,  b^ 
zu  Geraden  einer  und  derselben  Schaar.  Bezeichnet  man  die  Punkte, 
in  welchen  6^,  b^  die  Ebene  o  durchbohren,  durch  6|,  6^,  den  Schnitt- 
punkt von  Oj,  a^  durch  aiji  und  die  Punkte,  in  welchen  a^,  a^  von  abg» 
ab|  getroffen  werden,  durch  a^,  a^,  so  sind  die  Schnittlinien  der  Ebenen- 
paare, welche  durch  b^,  b^  und  je  durch  einen  der  Punkte  o^,  o^,  ttij 
gehen,  drei  Gerade  der  anderen  Schaar  des  Hyperboloids. 

m.  Eine  der  nicht  in  der  Ebene  £  befindlichen  Ecken  des  n -Flachs 
sei  z.  B.  der  Schnittpunkt  (£|  1^  £3).  Das  von  demselben  beschriebene 
Hyperboloid  geht  durch  die  Ecken  a,2>  Ois,  o^s  des  Dreiseits  ^1^2  03. 
Bezeichnen  wir  die  Punkte,  in  welchen  die  Ebene  [ab^]  von  b^j  b^  durch- 
bohrt wird,  durch  bjS  V'  ^^  schneiden  sich  die  Ebenen  [^2^]  und  [o^h^^] 
in  einer  Geraden  des  Hyperboloids,  welche  durcb  a%^  %e\i\.. 
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Schneiden  die  Ebenen  [ab^]  nnd  \[ab^]  einander  in  einer  Geraden 
^831  welche  b^  nnd  b^  in  bg^  nnd  B,^  trifft,  so  schneiden  die  Ebenen 
[a^^s^]  ^^^  [^8^8*^]  ein&nder  in  der  zweiten  Geraden  des  Hyperboloids, 
welche  dnrch  o^s  geht. 

Dnrch  Vertanschnng  der  Indices  erhält  man  die  Geraden  des  Hyper- 
boloids, welche  von  a^^  nnd  a^^  ansgehen.  — 

Die  besonderen  Fälle,  in  welchen  statt  eines  einschaligen  Hyperbo« 
loids  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  ein  Kegel  entsteht,  sind  leicht 
anzngeben. 

Greifswald.  H.  E.  M.  O.  Zhhibriiamm,  Stad.phil. 
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Hotis  über  Fnsspnnktenrven. 

Fällt  man  von  einem  Punkte  P  auf  sämmtliche  Tangenten  einer 
Cnrye  die  Lothe  PF,  so  wird  bekanntlich  der  Ort  des  Pnnktes  F  eine 
Fnsspnnktcnrve  genannt.  Legt  man  nnn  von  P  nach  allen  Tangenten 
gerade  Linien  PX  derart,  dass  L  PXF=m  ein  nnd  dieselbe  Grösse  hat, 
so  ist  es  nicht  schwer,  den  Ort  des  Pnnktes  Ä  zn  bestimmen.  Wird 
nämlich  PF  über^hinans  verlängert  nnd  auf  ihr  PX'^sPX  abgetragen, 
so  ist  wegen  PF\  PÄ'=ssmm  der  Ort  des  Pnnktes  X'  eine  Cnrve,  welche 
der  Fnsspnnktlinie  des  Pnnktes  F  ähnlich  ist  nnd  in  Beziehung  anf  P 
als  Aehnlichkeitspnnkt  ähnlich  liegt.  Dnrch  eine  Drehung  dieser  Cnrve 
um  P  um  Z.(90^  — fi))  fällt  dieselbe  mit  der  gesuchten  Ortscnrve  des 
Pnnktes  X  zusammen.  Letztere  ist  daher  der  Fnsspnnktlinie  für  F  ähn- 
lich, und  es  hat  P  für  sie  dieselbe  Bedeutung,  wie  für  die  Cnrve  doreh 
F.  Durch  eine  solche  Verallgemeinerung  ergiebt  sich  i.  B.  der  Sats: 
Bewegt  sich  ein  beliebiger  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse  so,  daas 
sein  Scheitel  einen  Kreis  durchläuft,  während  sich  der  eine  Schenkel 
um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  hüllt  der  andere  einen  Kegelschnitt 
ein,  welcher  den  festen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat. 

Leipzig,  1882.  Wcimmbistbr  I. 


Bemerkung.   Seite  212  Z.  5  v.  u.  lies  Fig.  1  statt  14, 

„      216  „  11  v.o.     „      „     2      „      15, 
„     24r.  lies  statt  Fig.  17  Fig.  4  UDd  statt  Fig.  18  Fig.  ft. 


XV. 

Ctoometrisohe  Untersuohungen  über  den  Verlauf  der 
elliptischen  Transcendenten  im  complexen  Gebiete. 

Von 

OsKAB  Herrmajstn  in  Leipzig. 

(SchluBB.) 

(Siehe  4.  Heft  Tafel  IT  Flg.  1—13.) 


m.  Die  elliptlsehen  Funetlonen. 

Dass  sich  unsere  Biemann'sche  Fläche  über  der  je; -Ebene  conform 
eindeutig  auf  ein  Parallelogramm  mit  Hilfe  des  Integrals  erster  (Gattung  w 
abbilden  Iftsst,  rührt  yon  den  Periodioitätsmoduln  2o>,  2u/  dieses  In- 
tegrals her.  Ebenso  besitzt  bekanntlich  das  Integral  zweiter  Gattung  Z^, 
das  wir  ebenfalls  in  der  tr> Ebene  betrachtet  haben,  zwei  Periodicitfttsmoduln 
2 17,  2i}'.    Die  Function 

die  an  einer  Stelle  einfach  algebraisch  unendlich  wird,  besitzt  also  die  Pe- 
riodicitfttsmoduln 

2a«o.2o)  +  C|.2i7,     2a'=o.2a)'+C|.2iy'. 

Es  liegt  nun  nahe,  zu  untersuchen,  ob  die  Constanten  c  und  C|  yielleicht 
80  bestimmt  werden  können,  dass  a  und  a  yerschwinden ,  dass  also  JF  ge- 
radezu eine  doppeltperiodische  Function  yon  w  mit  den  Perioden 
2 CO,  2o)'  wird.  Man  sieht  nun,  dass  noch  ein  zweites  Integral  zweiter 
Gattung  hinzugefügt  werden  muss,  da  nach  der  Legen dre 'sehen  Belation 

—,  nicht  gleich  -7  sein  kann.     Es  können  also  die  Consianten  c,  q,  c^  so 

CD  tl 

gewfthlt  werden,  dass  die  Function 

doppeltperiodisch  in  Bezug  auf  w  ist.  Dies  stimmt  überein  mit  dem  be- 
kannten Liouyille'schen  Satze,  dass  eine  doppeltperiodische  Function  den 
Werth  CO  innerhalb  eines  Periodenparallelogramms  mindestens  zweimal 
annimmt. 

Wir  können  dies  auch  rein  physikalisch  ausdrücken.     Dabei  wa 
unter  einem  reellen,  resp.  imaginären  (auf  dem  Ringe)  geschlosseiMi 

ZiHMhrifl  f.  MatbtnaUk  a.  Fhjtik  XXVm,  5.  IT 
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einen  solchen  Weg  im  Sinne  der  positiven  u-  beziehungsweise  t;-Axe  ver- 
stehen,  welcher  zwei  entsprechende  Pnnkte  benachbarter  Rechtecke  mit  ein- 
ander yerbindet*  Wir  yerstehen  nnn  nach  dem  Vorgange  englischer  Physiker 
unter  der  Circulation  längs  einer  geschlossenen  Curve  die  Resultante  der 
Componenten  der  Strömung  in  den  Elementen  der  betreffenden  Curve ,  also 

/•O  TT 
-r— d5,  das  Integral  über  die  geschlossene  Curve  genommen. 
CS 

Dieser  Ausdruck  bedeutet  offenbar  den  Zuwachs,  welchen  die  Function  U 
während  eines  Umlaufs  auf  der  Curve  erhält.  Der  Zuwachs,  welchen  die 
Function  V  bei  einem  geschlossenen  Wege  erhält,   wird  durch  die  Grösse 

—  d5  gemessen  f  ist  also   die  Circulation  in  Bezug  auf  die  conjugirte, 

d.h.  diejenige  Strömung,  welche  entsteht,  wenn  wir  die  Curven  U^^eonst. 
als  Strömungslinien  widilen.  Die  Summe  der  beiden  Circulationen ,  die 
zweite  mit  i  multiplicirt,  ist  folglich  der  Zuwachs,  welchen  die  Function 
W=U+%y  während  eines  Umlaufs  auf  einer  geschlossenen  Curve  erhält. 
Dieser  Zuwachs  ist  identisch  mit  dem  Periodicitätsmodul,  den  die 
Function  W  infolge  der  Durchlaufung  des  betreffenden  geschlossenen  (Inte- 
grations-)  Weges  erföhrt. 

Der  Periodicitätsmodul  in  Bezug  auf  eine  geschlossene  Curve ,  die  sich, 
ohne  dass  ein  logarithmischer  Unendlichkeitspunkt  überschritten  wird  (Ver- 
zweigungspunkte lassen  wir  aus  dem  Spiele),  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen lässt,  ist  gleich  Null.  Auf  unsei*er  Ringfläche  giebt  es  aber  noch 
andere  geschlossene  Wege^),  und  zwar  können  dieselben  sämmüioh  ans 
reellen  und  imaginären  geschlossenen  Wegen  (nach  der  oben  festgesetsten 
Bezeichnungsweise)  zusammengesetzt  werden.  Betrachten  wir  z.  B.  die 
Strömung  zweiter  Gattung  (5) ,  so  bemerken  wir,  dass  die  Circulation  längs 
eines  imaginären  geschlossenen  Weges  verschwindet,  dass  dagegen  die  .Cir- 
culation längs  eines  reellen  geschlossenen  Weges  einen  bestimmten  Wertb 
hat.  (Man  sieht  diese  Verhältnisse  unmittelbar  ein ,  wenn  man  bestimmte 
geschlossene  imaginäre  resp.  reelle  Wege  verfolgt,  bei  unserem  Beispiele 
am  besten  diejenigen ,  welche  das  Rechteck  genau  halbiren.)  Diese  letztere 
Circulation  wird  nun  ebenfalls  gleich  Null  werden,  wenn  wir  zur  vorigen 
Strömung  eine  Strömung  erster  Gattung  hinzufügen,  ftir  welche  die  Circa* 
lation  längs  eines  imaginären  geschlossenen  Weges  gleich  Null,  längs  eines 
reellen  geschlossenen  Weges  aber  dem  Werthe  der  entsprechenden  Circula- 
tion von  (5),  negativ  genommen,  gleich  ist.  Für  die  so  construirte  Strö- 
mung ist  U  eine  eindeutige  Function  auf  der  Ringfläche.  Nicht  aber  F. 
Diese  Function  wird,  wie  man  sieht,  wenn  man  sich  die  eben  postnlirte 
Strömung  vorstellt,  in  Bezug  auf  einen  reellen  geschlossenen  Weg  die  Cir- 
culation Null,  in  Bezug  auf  einen  imaginären  jedoch  eine  bestimmte  end- 


1)  Vergl  hierzu  Kirohhoff ,  Yotle&ung^n  iSX^t  mathem.  Physik,  8. 17a 


lehe  Circnlation  besitzen.     Die  StrSmung  wird  sich  nicht,  so  abändern  laasen, 
mit  U  zugleich    F  eindeutig  auf  der  BingflSche    ist.      Eb   giebt   eben 

Ewne  eindeutige  Function  auf  der  Ringflüche,  welche  nur  in  einem  Punkte 
einfach  algebraisch  unendlich  wird. 

Anders  ist  es,  wenn  wir  ein  zweites  Integral  zweiter  Gattung  mit 
den  PeriodicitütsmodulD  2?;^,  2?;'^  zu  Hilfe  nehmen.  Durch  die  Gleichungen 
co>  +  c,)j,  +  c,»i^  =  0,  CDj'+Cjij'j +  f^i)'g==0  werden  eben  die  c  gerade  bis 
auf  eine  gemeinsame  moltipUcative  Constante  vollsländig  bestimmt. 

Wir  haben  uns  im  Torh  ergeh  enden  bemllht,  Functionen  zn  constniiren, 
welche  in  Bezug  anf  w  doppeltperiodiseh  sind.  Solche  Functionen  sind  aber 
in  der  Analysis  wohl  bekannt,  ea  sind  die  von  Jacobi')  mit  dem  Namen 
der  elliptischen  Functionen  bezeichneten  Functionen.  Diese  müssen 
snt«r  den  soeben  postulirten  elliptischen.  Integralen  zweiter  Gattung,  als 
Functionen  des  Integrals  erster  Gattung  aufgefasst,  ihre  Stolle  finden*). 
Eine  systematische  Untersuchung  der  Strömungen  für  diese  Functionen  von 
dem  eben  entwickelten  Standpunkt«  aus  setzt,  wie  wir  sehen,  eine  all- 
gemeine Discussion  des  Verlaufs  der  Integrale  zweiter  Gattung  mit  mehr 
als  einem  algebraischen  ünend lieh keitsp linkte  voraus.  Da  wir  unsere  Be- 
trachtungen im  vorigen  Abschnitte  jedoch  auf  einen  Ünendlichkeitapunkt 
beschrSnkt  haben,  so  wenden  wir  uns  gleich  zu  den  üblichen  NormaUbrmen 
der  elliptischen  Functionen,  und  von  diesen  wollen  wir  beispielsweise  be- 
trachten I.  die  in  der  Weierstrasa'schen  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen fundamentale  Fnuction  W=p(ui),  %  die  Function  W^sinamw. 
In  den  zugehörigen  Figuren  haben  wir,  um  zugleich  anzudeuten,  welche 
Partien  des  Perioden  Parallelogramms  den  einzelnen  Quadranten  der  TF- Ebene 
entsprechen,  ausser  den  Strömungscurven  noch  die  der  Geiiiden  XI ^^Q  ent- 
eprechenden  Curven    nnd    die  Nullpunkte    der  Function    besonders    markirt. 


Dabei  setzen 


1.    Die  Function  W=p{w)  habe  die  Perioden  'Im,  2cb 
irir   fest ,   damit   das   Periodenparallelogramm   ein  Rechteck    sei,    dass    m 
beeil,  »'  rein  imaginSr  sei.     Es  ist  nun 

p(w)  reell  fllr    «  =  0,  m,  2oj,  ... 

und  für  »f!  =  0,  m',  Ssj',  ... 

hjfenier  ist  p{tö)   unendlich   gross    von    der   zweiten   Ordnung    fUr 

V~0  (fflod2n,  2u'),  sonst  nirgends  unendlich.     Daraus  geht  unter  Ande- 

i  hervor,  dass  p'{te)  für  w  ~  0  unendlich  gross  von  der  dritten  Ordnung 

tt,  ^'(111)3=0    also    drei    Wurzeln    und  p{w)    folglich    drei    Kreuzungs- 

Pnnkte  besitzt,  und  zwar  sind  diese,  wie  man  aus  der  ersten  Bemerkung 

~BMit,  v!  =  o>,  ca',  v  +  bj'.     um  schliesslich  die  Nullpunkte  der  Function 


1]  Fnndatnenta,  §  IT. 

8)  Dieter  Ideeugaug  allgemein  fSr  Abel'gche  Fonctioaeu  iQhA  1 
mann  her  (Gesammelte  mathem.  Werke  S  100;  Klein  ^s..O.%.U>V    I 
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zu  markiren,  bedenken  wir,  dass  l?(a))  =  «i»  l?(w  +  »')  =  «s»  1^(**>')  =  ^  ^ 
und  zwar  besteht  die  Relation  e^+^+^^O.  Wir  wollen  nun  annehmen 
«1  >  «2  >  0  ^  ßg ,  so  dass  der  eine  Nullpunkt  zwischen  m  +  ct/  und  m\  der 
andere  zwischen  o>  +  to   und  2  o>  +  oo'  zu  suchen  ist. 

Diese  Angaben   genügen,    um    die  zugehörige   Strömung  angeben  zu 
können  (Fig.  6). 

2.    Die  Function  W=$inamw  habe  die  Perioden  4o>,  2».    Es  ist 

dann 

sinamio  reell  für  if;  =  0,    o»',  2a»',  .  . 

und  für    u  =  a»,  3»),  ..., 

rein  imaginär  für    u  =  0,  2o),  4a»,  ... 

Femer  wird  sinamto  einfach  unendlich  für  fo^(o\  m  +  im,  ...,  3»\ 
3  m'+  2  0) ,  ...  Dabei  haben  sich  die  Kreuzungspunkte  von  selbst  eingestellt 
(Fig.  7). 

IT.  Die  Welerstrass'sehen  J^-FunetloneiL 

Die  gewöhnliche  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen,  wie  sie 
Yon  L  i  0  u  V  i  U  e  und  H  e  r  m  i  t  e  aufgestellt  worden  ist  ^) ,  betrachtet  nur  solche 
Functionen  yon  w,  die  im  Periodenparallelogramm  keinerlei  wesentlich 
singulare  Punkte  besitzen.  Dabei  verstehen  wir  mit  Weierstrass^ 
unter  einem  wesentlich  singulären  Punkte  einen  solchen,  in  welchem  die 
Function  jedem  beliebigen  Werthe  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann. 
Weierstrass  hat  sich  aber  (in  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Func- 
tionen) veranlasst  gesehen,  gerade  auch  doppeltperiodische  Functionen  mit 
solchen  Punkten  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  sind  dies  dieJE^-Functionen 
(Primfunctionen),  welche  im  Periodenparallelogramm  einen  wesentlich 
singulären  Punkt  besitzen,  und  von  denen  zwei  niemals,  die  dritte  nur 
einmal  Null  wird.  Dieselben  lauten  in  der  Weierstrass 'sehen  Bezeich- 
nungsweise (2o),  2o>',  beziehungsweise  2i},  2f}'  sind  die  Periodicitätsmoduln 
des  Normalintegrals  erster  resp.  zweiter  Gattung): 


•'('») 


Wir  wollen  im  Folgenden  die  conformen  Abbildungen  für  diese 
Functionen  aufsuchen.  Zu  dem  Ende  wählen  wir  den  einfachsten  Fall ,  den 
der  sogenannten  lemniscatischen  Functionen,  nämlich 


1)  Vergl.  Borchardt  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  88,  S.  277;   Briot- 
ßoaqaet,  Thäorie  des  fonctions  elliptiques. 

S)  AbbODdltiDgen  der  Berliner  Akademie,  V^l^. 


^^0  (»>,»•) 


Von  0.  Herrmakn.  261 

2(0  =  1,     2cD'=t,     2ri  =  n^     2iy'=  — iw,     ^^o^'i*)» 
80   dass   wir  im  Folgenden  als  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat  be- 
trachten.    Hierdurch  ergeben  sich,  wenn  wir  überdies  noch  die  tf- Function 
durch  die  ^q- Function  ersetzen,  die  drei  Functionen 

wobei  wir  für  die  Function  JB^o(^)  ^^^^  ^  unsere  Zwecke  unwesentlichen 
positiven  Factor  /|.  unterdrückt  haben.  Infolge  der  Relation  ^o(^^)  ^0 
=  t.e*"*.^o(«;, i)  (S.  267)  ist  nun,  wie  man  leicht  ausrechnet, 

so  dass  wir  im  Folgenden  nur  die  beiden  Functionen  E{fff)  und  Eq{w)  zu 
betrachten  haben. 

L   Die  Fnnotion  W=E(w)  (Fig.  9). 

Die  schon  in  der  Einleitung  erwähnte  Eintheilung  der  TT- Ebene  in 
die  yier  Quadranten  (Fig.  8)  zu  Grunde  legend,  fragen  wir:  welche  Cur- 
yen  in  der  tr-Ebene  entsprechen  den  geraden  Linien  {7=0, 
F=0  der  TT- Ebene?  Dabei  wollen  wir  uns  gestatten,  jene  Curven 
auch  in  der  «i;- Ebene  Curven  27  =  0  resp.  F=0  zu  nennen. 

Die  Function  wird  ausser  an  der  Stelle  ti7  =  0  nirgends  Null  oder  un- 
endlich. Für  ein  reelles  w  erhalten  wir  auch  ein  reelles  TT,  daher  sind  die 
Ckraden  t;=0  und,  da  unsere  Function  die  Periode  i  hat,  v  =  l  Curven 
F=0.     Dasselbe  gilt  von  der  Geraden  t;=  4*     ^s  ist  nämlich,  wenn  wir 


und  dieser  Ausdruck  ist  reell  für  ein  reelles  w, 

^xiB  dem  Umstände,  dass  die  Function  auch  um  1  periodisch  ist  und 
dass  die  Gerade  v  =  ^  nur  reelle  Functionswerthe  aufzuweisen  hat,  ersehen 
wir  unmittelbar,  dass  auf  dieser  Geraden  im  Quadrat  mindestens  zwei  Kreu- 
znngspunkte  liegen,  denn  sonst  könnte  man,  wenn  man  den  jener  Ge- 
raden entsprechenden  Weg  auf  der  Geraden  F=  0  zurücklegt,  nicht  wieder 


1)  Es  sei  hervorgehoben,  dass  wir  hier  und  auch  im  folgenden  Abscfaniüe 
eine  noch  grossere  Beschränkung  einführen,  als  wir  dies  für  die  Integrals  «^ 
haben ,  wo  «*  nur  reell  zu  sein  brauchte.    Wegen  der  benutzten  Eigemoh 
Beseichnnngen  der  9'-  und  0- Functionen  vergleiche  man  fSAnigieia  ^^Mdk 
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dieselbe  Stelle  in  demselben  Sinne  passiren.  Die  Krenznngsponkte  haben 
ja  die  Eigenschaft,  dass  in  ihnen  die  Winkel  der  entsprechenden  (Yerzwei- 
gongs-)  Punkte  der  TT- Ebene  halbirt  erscheinen.  Passiren  wir  also  einen 
ein^Etchen  Ereuznngspunkt  der  tr- Ebene  unter  einem  Winkel  Yon  180^,  so 
müssen  wir,  um  den  entsprechenden  Weg  in  der  TT- Ebene  zu  machen,  im 
Yerzweigungspnnkte  yollst&ndig  umkehren.  Wir  behaupten  nun,  dass  auf 
jener  Geraden  genau  zwei  Ereuzungspunkte  liegen  und  dass  es  im  Quadrat 
überhaupt  keinen  weiteren  Ejreuzungspunkt  giebt*    Denn  diese  Punkte  sind 

dW  ^* 

definirt  durch  -= —  =  0,  d.  h.  durch  j-mlog^Q(t€)f=0  oder,  nach  einer  be- 
kannten Formel,  durch 

*.     V<^,/ 'VC«)" 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  selbst  eine  doppeltperiodische 
Function  mit  den  Perioden  1  und  i,  und  zwar  wird  dieselbe  nur  an  der 
Stelle  w  =  0  unendlich  und  zwar  doppelt ,  d.  h.  sie  nimmt  jeden  Werth, 
insbesondere  auch  die  Null,  im  Periodenquadrat  nur  zweimal  an. 

Man  sieht  leicht ,  wo  ungef&hr  diese  Ejreuzungspunkte  liegen.  Nimmt 
man  n&mlich  nur  die  ersten.  Glieder  der  sehr  rasch  conyergirenden  ^-Reihen, 
80  erhält  man  . 

also  liegen  die  Ereuzungspunkte  ungef&hr  bei  u  =  ^  und  u«=  f. 

Um  die  Gestalt,  welche  die  Abbildung  in  der  Nähe  des  wesent- 
ich    singulären  Punktes   w=sO   besitzt,    zu  untersuchen,    bemerken 

wir  zunächst,  dass  sich  die  Function  dort  wie  e^  yerhält.  Die  eben  auf- 
geworfene Frage  über  das  Verhalten  der  Function  für  ir=0  ist  daher  nur 

noch  für  die  einflEu^here  Function  W=  e^  zu  beantworten.  Statt  dieser  ziehen 
wir  zui^k^t  einmal  die  Function  Tr=  e*  in  Betracht  Für  diese  Function 
ist  aber  die  Abbildung  wohl  bekannt^).  Die  jet- Ebene  wird,  wenn  wir  bei 
unserer  Eintheilung  der  TT- Ebene  in  die  vier  Quadranten  bleiben,  in  nn- 

endlich  viele  der  a;-Axe  parallele  Streifen  yon  der  Breite  -^  eingetheilt, 

yon  denen  jeder  einem  der  yier  Quadranten  der  W- Ebene  entspricht «   so 

dass  abwechselnd,  in  der  Entfernung  -^  yon  einander,  Curyen  27=0  und 

F=0  parallel  der  a;-Axe  yerlaufen.     Hieraus  kann  man  nun  leicht  die 


1)  Holzmfiller  a.a.O.  8.237;  ferner  z.  B.  Thomae,  „Elementare  Theorie 
der  analytischen  Functionen  einer  complexen  VeHUiderlichen,  Halle  1880*',  8.  59. 

Die  Abbildung  für  «*  kennt  man  natürlich  auch,  doch  wollen  wir  hier  aasführ- 
lieh  Bein. 


Kbildong  für  e"  ableiten,  indem  man  die  Transformatääu  t 

reiche,  abgesehen  von  einer  Ümlegung  der  Winkel,  mit  der  Transforma- 
tion durch  reciproke  Kadien  übereinstimmt'].  Dann  gehen  die  parallelen 
geraden  Linien  sämmtücb  in  Kreise  über,  welche  die  Gerade  m=;0  im 
Punkte  u)=^0  berühren  und  immer  kleiner  und  kleiner  werden.  So  ent- 
steht in  der  Nähe  des  Punktes  w  =  0  ein  Bild,  ühoHch  dem,  wie  wir  es 
in  Fig.  9  angedeutet  haben  (nur  muas  man  sieb  alle  vier  an  den  Punkt 
w  =  0  heranreichende  Quadrate  geieiclinet  denken). 

Wir  sehen,  dass  in  der  N&he  des  n-esentlicfa  singutSren  Punktes  un- 
endlich viele  Gebiete  mit  zwei  Zipfeln  an  diesen  Punkt  hinanreichen.  Ks 
werden  nun  überhaupt  alle  Gebiete,  welche  durch  das  Ziehen  der  Curren 
(7=0,  7  =  0  in  der  ic- Ebene  entstehen,  an  den  Punkt  w^=0  fainan- 
reichen,  und  zwar  von  beiden  Seiten  her:  von  linke  mit  demjenigen  Zipfel, 
welcher  dem  Punkte  W=^  0  entspricht,  von  rechts  mit  demjenigen ,  welcher 
dem  Punkte  W=^  oo  entspricht.  Nun  kann  es  allerdings  auch  vorkom- 
men ,  dass  ein  Gebiet  mit  mehr  als  zwei  solchen  Zipfeln  an  den  singul&ren 
Punkt  hinanreicht,  nämlich  dann,  wenn  innerhalb  desselben  ein  Ereu- 
znngspunkt  esistirt.  In  diesem  Falle  entsprechen  ja,  wenn  der  Krenzungs- 
pnnkt  von  der  MultiplicitSt  1  ist,  dem  betreffenden  Gebiete  zwei  überein- 
anderliegende (in  dem  zugehörigen  Verzweigungspunkte  zusammenhängende) 
Quadranten  der  w-Ebene.  Dieses  Gebiet  würde  also  mit  vier  Zipfeln  an 
den  weaentlich  singulSren  Punkt  hmanroichen.  Von  solchen  Gebieten  ist 
aber  hier  von  vornherein  nicht  die  Reda,  weil  die  beiden  Überhaupt  vor- 
handenen Kreuzungsp unkte  auf  der  Begrenzung  von  Gebieten  der  w-Ebene 
liegen.  Jedes  Gebiet  der  w-Ebene  entspricht  einem  und  nur 
einem  Quadranten  der  W-Ebene  eindeutig  umkehrbar. 

Wenn  wir  schliesslich  noch  zeigen ,  daas  zwischen  u  ^  ^  und  <"  =  1-  4"a 

nur  eine  einzige  Gurve  17=0  veilSuft,  so  hat  es  keine  &chvrierigkeit  mehr, 
sich  eine  Vorstellung  von  dem  Curvensyatem  17^0,  T=0  im  Perioden- 
qaadrat  za  machen. 

IUm  die  eben  gemachte  Behauptung  zu  beweisen,  schreiben  wir 
^(1-1- ,>)  =  c»,{^-n-)  =  e-""", 
zur  Abkürzung 
e"'-«-"'  +  3e-'''.p"'"+... 
e«+e-.«  +  e-=».e»"-i-...   ~ 
tzt  ist.     Dieser  Ausdruck  Y  verschwindet  und  wächst  stetig  mit  v,  bis 
er  fttr  r  =  i  gleich  1   wird,  d.h.  für  r  =  0  und  «=i  ist  £(^-1- »o)  reeU. 
Dazwischen  aber  nimmt  Y  einmal  und  nur  einmal  den  Werth  ^  an,    d.  h. 

^K    1}Z.II.  Holzmäller  a.  a.  0,  S.  26;  Thamae  a.a..O.%.K\. 
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zwischen  f?  «=  4   ^^^  f  =  0  erhSlt  E{\  +  iv)  einmal  und  nur  einmal  einen 
rein  imaginftren  Werth. 

Da  femer  ans  E(u  +  iv)=iU+iV  die  Gleichung  ^(ii  —  it?)  =  D"— tF 
folgt,  so  gilt  die  eben  gemachte  Bemerkung  auch  f&r  die  Strecke  yon  w^=\ 

bis  ^^  =  1  — 'S"  ^^^1    ^^   infolge   der  Periodicität  dasselbe  ist,    ftlr  die 

Strecke  von  fr  =  ^  +  $  bis  «'  =  4  +  -s-' 

Endlich  kommt  es  noch  darauf  an,  anzugeben,  welchen  Quadrantoi 
der  TT- Ebene  die  einzelnen  Gebiete  der  ir- Ebene  entsprechen,  und  um  dies 
thun  zu  können,  brauchen  wir  dieses  Entsprechen  nur  von  einem  einsigen 
Gebiete  zu  kennen,  um  dann  continuirlich  aus  den  YerhSltnissen  der 
W- Ebene  auf  die  der  ir- Ebene  zu  schliessen.  Wir  haben  gesehen,  dass 
für  1«  =  ^  und  ein  kleines  positives  v  E  =  €r'^^  ist,  wo  6  eine  kleine  po- 
sitive Grösse  bedeutet;  also  entspricht  das  Gebiet,  in  welchem  diese  Werthe- 
combinationen  von  u  und  v  vorkommen,  d.  h.  die  unmittelbar  über  der 

Seite    Ol    liegende    Partie    des   Quadrates,    dem   vierten    Quadranten   der 
TT- Ebene. 

2.   Die  Fnnoiion   W^^Eq^w)  (Fig.  10). 

Da  diese  Function  von  der  vorhergehenden  nur  wenig  verschieden  ist, 
so  können  wir  uns  im  Folgenden  ziemlich  kurz  fassen.  Der  wesenüicbe 
Unterschied  beider  Functionen  ist  der,  dass  EQ{ui)  für  w  =  ^  einen  Null- 
punkt besitzt,  so  dass  es  jetzt  vier  aufeinander  folgende  Gebiete  geben  wird, 
welche  nur  mit  einem  Zipfel  an  den  singulären  Punkt  1^  =  0  hinanreichoo, 
wenn  nicht  durch  die  Ereuzungspunkte  Unregelm&ssigkeiten  hineingebracht 
werden,  was  jedoch  nicht  der  Fall  ist,  da  auch  für  diese  Function,  wie 
wir  sehen  werden,  dieselben  sämmtlich  auf  der  Begrenzung  der  Gebiete 
liegen. 

In  dem  wesentlich  singulftren  Punkte  f(;  =  0  verh&lt  sich  die  Function 

c     ± 
wie  —  •  e'*,  c  reell  und  >  0.    Wir  verfahren  nun  genau  wie  bei  der  Fnno- 

w 

tion  E{t€)f  indem  wir  ztmftchst  W=e,^  betrachten  und  dann  die  Trans- 

formation  z  =  —  anwenden.    Wir  bekommen  so  eine  Abbildung,  welche  in 

w 

grosser  N&he  des  Punktes  iv  =  0  übrigens  nicht  wesentlich  verschieden  ist 

von  der  für  die  Function  e*. 

Für  t;  =  0  und  v=^  ist  die  Function  reeU.     Ereuzungspunkte 

dW 
giebt  es  drei,  denn  die  Gleichung  -; — ==0  lautet 

aiv 


^oi^)  f  ^1 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  hat  die  Perioden  1  und  i  und  wird  im 
Punkte  w;  =  0  und  sonst  nirgends  unendHoh  und  zwar  dreifach,  d,  h.  sie 
wird  im  Periodenquadrate  auch  dreimal  Null.  Zwei  dieser  Kreuzungs punkte 
liegen  wieder  auf  der  Geraden  v  =  ^  (ungefähr  bei  ti^\  und  "  =  |},  der 
dritte  liegt  zwischen  io=:\  und  iv^l.  Denn  für  ein  kleines  positives  tc 
ist  Eg  sehr  gross  positiv,  für  w  =  J  ist  E^^^O,  wird  dann  negativ,  nShert 
sich  aber,   wenn  sich  w  dem  Werthe  1  nähert,    wieder  der  Null,   nKmlich 

dem  Werthe     e    *"     für   wi  =  +  0,    ohne  vorher  den  Werth  oo  an- 

lOmmen  zu  haben,  und  daraus  folgt  die  obige  Behauptung. 
Auf  der  Geraden  «  =  4  ^'''''  (^'^  Function,  ausser  wenn  sie  gleich 
tSuIl  wird ,  nirgends  rein  imaginßr,  d,  b.  diese  Gerade  kann  von  keiner  Curve 
tr=0  durcbkreunt  werden.  Das  brauchen  wir  nur  für's  Intervall  von  v  =  0 
bis  » ^  ^  nachzuweisen,  denn  es  ist  wieder,  wenn  wir  setzen  Bn{u  -\-  iv) 
U  +  iV,  £„{«  —  »>)=  P—iF.     um  diesen  Nachweis  zu  führen,    bemer- 

,  WO  F  die  oben  definirte  Grösse  bedeutet.  Da  nun  der  Factor  dieses 
■nsdnicks  rein  imaginftr  ist,  Y  aber  zwischen  v=^f)  und  v  =  \  nirgends 
1  Werth  einer  ganzen  geraden  Zaiil  annimmt,  so  wird  Ed^  +  iv)  zwi- 
t"=  0  und  V  —  ^  ausser  im  Punkte  te—^  nirgends  rein  imaginär, 
liese  Angaben  genügen,  um  ungefähr  die  Gebieleeintheilung  anzugeben, 
I  noch  zu  sagen,  welchen  Quadranten  die  einzelnen  so  erhaltenen  Gebiete 
teprechen,  bedenken  wir,  dass  von  w  =  0  bis  10  =  1  die  Function  positiv 
i  nnd  abnimmt  Diesem  Wege  entepriclit  also  in  der  W-  Ebene  ein  Durch- 
mfen  der  Geraden  F=0  von  -|-oo  bis  0.  Aof  diesem  Wege  lässt  man 
aber  den  vierten  Quadranten  der  W- Ebene  links  liegen,  und  so  muss  es, 
nach  einem  bekannten  Satze,  welcher  aussagt,  dass  die  Abbildung  mittelst 
einer  Fnnction  W^=f{'w)  eine  Abbildung  ohne  Umlegung  der  Winkel  ist, 
auch  in  der  to-Ebene  sein. 

»T.  Die  ©■-  und  a- Functionen. 
Die  im  Vorhergehenden  behandelten  Functionen  konnten  wir  ettaimtlich 
ttn  Perioden  Parallelogramm  betrachten,  da  die  einen  geradezu  doppeltperio- 
disch sind,  die  anderen  sich  in  den  vereehiedenen  Parallelogrammen  doch 
nnr  um  constante  Periodicitätsmoduln  nnterscheiden.  Anders  ist  es  dagegen 
mit  den  Jacobi'scben  9-  und  den  We i er strass 'sehen  n- Functionen,  die 
wir  jetzt  auch  bchnfs  ihrer  conformcn  Abbildung  untersuchen  wollen.  Da 
die  e-rsteren  einfach  periodisch  sind,  so  brauchen  wir  zu  ihrer  Betrachtung 
einen  unendlich  langen  Streifen  der  lo-Ebene;  zur  Betrachtung  der  letz- 
teren mllsflen  wir  die  ganze  to-Ebene  in  Anspruch  nehmen. 
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Yom  Punkte  W=  0  aus  nnd  wieder  in  dieselbe  hinein ,  ohne  dass  dabei  die 
Gerade  Cr=0  verlassen  nnd  der  Punkt  Tr=  oo  erreicht  wird.  Daraus  geht 
hervor,  dass  zwischen  ir  =  0  und  io==i  mindestens  ein  Ereuzungspunkt 
liegt.     Weiter  imten  werden  wir  sehen,  dass  auch  nur  ein  Ereuzungspunkt 

dazwischen  liegen  kann  imd  dass.  derselbe  zwischen  -^  und  i  liegt.  EbeoBO 

liegt  zwischen  t  und  2%  ein  Ereuzungspunkt  u.  s.  w. 

Dasselbe  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  Geraden  u  =  +  1. 
Für's  Folgende  benützen  wir  nun  die  Relationen^) 

wo  wir  unter  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstehen.  Diese  Relationen 
wenden  wir  nacheinander  für  n  =  0,l,2,...  an  und  setzen  t;  =  0.  Dann 
werden  die  rechtsstehenden  0- Functionen  reell,  und  es  ist  unmittelbar 
anzugeben,  in  welchen  Punkten  die  geraden  Linien  v  =  n  und 
v  =  n+4  von  den  Curven  D'=0  und  F=0  getroffen  werden. 
Durch  diese  Angaben  ist  aber  das  Curvensystem  U^=0^  F=0  seinem  nn- 
geflLhren  Verlaufe  nach  vollständig  bestimmt,  wie  wir  sogleich  noch  nSher 
ausfahren  werden.  Wir  wissen:  wenn  eine  Curve  17=0  durch  einen  E[rea- 
zungspunkt  geht,  so  geht  auch  noch  eine  zweite  Curve  17  =  0,  senkrecht 
dazu ,  durch  denselben  Punkt.  Das  ist  aber  für  die  eben  postulirten  Ereu- 
zungspunkte  der  Fall.  Ausserdem  kreuzen  sich  in  jedem  Nullpunkte  der 
Function  zwei  Curven  17=0,  F=0  rechtwinklig.  Setzen  wir  nun  z.B. 
n  =  1 ,  so  liefert  die  zweite  Formel 


^(u+^*)  =  ie-3n'-.B, 


wo  R  eine  reelle  Grösse  bedeutet.  D.  h.  fOr  t?  =  |  ist  W  reell,  wenn 
u=  +  ^,  +^,  +^,  ...;  rein  imaginär,  wenn  u  =  0,  +i,  +i»  ••• 
Nun  sieht  man  unmittelbar  ein:  diejenige  Curve  17=0,  welche  durch 
ir  =  ~-|^  +  i.f  gehen  muss,  ist  dieselbe  Curve  17=0,  die  von  dem  Kren- 
Zungspunkte  zwischen  tr  =  0  und  ic  =  i  ausläuft.  Femer:  die  Curve  t;c=0, 
welche  durch  fp  =  — ^  +  t.  J  geht,  ist  identisch  mit  derjenigen  Curve  F=0, 
welche  vom  Punkte  tr  =  i  ausläuft  Mehr  Curvenäste  sind  jedenfalls  nicht 
zu  gebrauchen,  zwischen  tr  =  0  und  i  wird  es  eben  nur  einen  Ereuzungs- 
punkt geben. 

Die  Fortsetzung  einer  solchen  Betrachtung  ergiebt  endlich  Fig.  11. 

Um  auf  die  Lage  der  Ereuzungspunkte  noch  etwas  näher  einzu- 
gehen, nehmen  wir  die  oben  abgeleitete  Relation 

Oo(ifr)  =  ».c«'''.OoM 
zu  Hilfe.     Daraus  folgt,  dass  ^'o(^*^)  =  0  ist,  wenn 


1)  Königsberger,  EUipt.  Functionen  1,  S.  371. 
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X  -    *-   -  . 


*■•"(•"•  ri)="0«''y'i)' 


d.  h. ,  wenn  wir  dies  auf  die  erste  Definition  übertragen, 

Setzen  wir  hierin  {w  +  l)  statt  tr,  so  erhalten  wir  durch  Yergleiohung  bei- 

der  Relationen  17  =  -^*     Zugleich  haben  wir  dadurch  die  für  uns  wichtige 

Relation 

Oo(»«',«)  =  «.«""'.<^o(«'.»)*) 
gewonnen.    Ans  derselben  folgt 

<^o(««'+|)=».e'-+*^'-.»o(«  +  ^) 
oder  infolge  bekannter  ^-Relationen 

d.h. 

80  dass  uns  zur  Betrachtung  nur  noch  die  Functionen  <j(tr),  Ci{fff)  und  (is(tr) 
übrig  bleiben,  von  denen  wieder  nur  die  Function  0(1^)  ausführlich  be- 
sprochen werden  soll. 

L   Die  Fnnotion   Tr=Oo(w,*)  (Fig.  U). 
Die  Function 

hat  zxinSchst  die  Eigenschaften  ^o(*^  +  ^)  =  "~  ^o(*^)i  ^o(*^  +  2)  =  ^q(«^). 
Es  genügt  also,  diese  Function  innerhalb  des  Intervalles  von  u  =  — 1  bis 
tt  =  +  l  zu  untersuchen,  und  zwar  brauchen  wir,  da  aus  ^Q{u  +  iv)=sU+iY 
die  Oleichung  &q{u  —  iv)  =  U  —  iV  folgt,  den  Streifen  von  der  Breite  2  nur 
in  der  einen  Halbebene  zu  betrachten.  Die  W-Ebene  theilen  wir  wieder  in 
die  vier  Quadranten  ein  (Fig.  8).  Es  wird  dann  die  tr-Ebene  in  unendlich 
▼iele  Ckbiete  eingetheilt  werden,  von  denen  jedes  sich  ins  Unendliche  er- 
strecken moss,  weil  ^o(*^)  ^  ®^  endliches  ir  niemals  den  Werth  00  er- 
reicht. 

Die  Function  ist  reell  auf  den  Geraden  t;  =  0  und  u  =  +  ^,  rein  ima- 
ginftr  auf  den  Geraden  u  =  0  und  u=  +  l.  Die  Nullpunkte  der  Function 
sind  enthalten  in  der  Form  tr  =  m-{-nt,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  be- 
deuten. Wenn  wir  daher  yom  Punkte  fo=:0  geradlinig  nach  dem  Punkte 
t£^e=3t  vorwärts  gehen,  so  entspricht  diesem  Wege  ein  Weg  in  der  TT- Ebene 


1)  Formeln,  welche  diese  Relation  als  speciellen  Fall  enthalten,  •.  Eisen- 
stein, Mathem.  Abhandl,  Berlin  1847,  8.809;  Enneper,  Ellipt.  Fonei,  &< 
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*i^ 


e^  etwas  ändern,  aber  der  ünagin&re  Theil  wird  gegen  den  reellen  un- 
endlich klein  sein.  Das  heisst  aber:  der  Zuwachs  des  reellen  Theiles  der 
Function  W  ist  bei  einem  Wachsen  von  w  um  i6  unendlich  klein  gegen 
den  Zuwachs  des  rein  imaginSren  Theiles;  die  Curye  17=0  läuft  in 
jedem  Nullpunkte  parallel  der  t7-Axe. 

Femer  ist,  gerade  wie  bei  ^0(^)9  ^^®  Function  auf  der  Geraden  m=sO 
imaginär,  auf  der  Geraden  t;=0  reell,  da  die  Exponentialfunction  auf  diesen 
Geraden  immer  reell  ist.  Daraus  erkennen  wir  wieder  die  Existenz  gewisser 
Kreuzungspunkte:  zwischen  ir  =  0  undir=l,  tcr  =  1  und  tr  =  2  u. s.  w., 
und  zwischen  tr  =3  0  und  iv^=ij  w^=^i  und  ir  =3  2 1  u.  s.  w.  werden  wir  je 
einen  Kreuzungspunkt  zu  yerzeichnen  haben.  Und  zwar  gilt  über  die  Lage 
derselben  etwas  Analoges,  wie  bei  Oq  für  die  Ereuzungspunkte  auf  der 
Geraden  u  =  0.     Es  ist  nämlich  o'(ir)s=:0,  wenn 

Die  Ereuzungspunkte  werden  wieder  zwischen  1^  =  ^  und  w  =  l  u.  s.  w. 
liegen ,  und  zwar :  je  weiter  wir  gehen ,  desto  näher  werden  sie  an  die  Null- 
punkte heranrücken.  Doch  werden,  wenn  wir  beide  Functionen  vergleichen, 
die  Ejreuzungspunkte  in  demselben  IntervaUe  bei  der  O^- Function  näher  .am 
NuUpunkte  liegen,  als  bei  der  <t- Function,  da  wir  im  ersten  Falle  noch 
den  Factor  2  auf  der  rechten  Seite  haben. 

Endlich  benutzen  wir  noch  die  Eigenschaft,  dass  für  u  =  n  unsere 
Function  den  Werth 

c'5"*''"*""\(it;  +  n)  =  e«^~'^'***'^.c'«^"*(-l)«^oM 

annimmt.  Nun  ist  ^o(^^)  ^^^  imaginär,  und  es  wird  nur  die  Grösse  ^*^"^ 
zu  untersuchen  sein,  wenn  wir  wissen  wollen,  in  welchen  Punkten  die  Ge- 
rade u^n  von  Curven  F=rO,  und  in  welchen  sie  von  Curven  U=0  ge- 
troffen wird.  Die  analoge  Aufgabe  ist  dann  zugleich  für  die  Geraden  v=n 
gelöst,  da  aus  der  Gleichung  i.c{iü)  =  c{iw)  die  Symmetrie  unserer  Figur 
in  Bezug  auf  die  Gerade  u  =  v  folgt,  und  nun  lassen  sich,  wenn  wir  in 
der  obigen  Gleichung  successive  n  =  l,  2,  ...  setzen  und  ähnliche  Betrach- 
tungen, wie  oben  für  die  ^-Function,  anstellen,  die  Curven  17=0,  F=0 
leicht  eintragen.     So  entsteht  Fig.  12. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  W  gleichzeitig  mit  w  von  Null 
an  wächst,  dass  also  das  an  den  Punkt  io  =  0  heranreichende  Gebiet  im 
ersten  Quadranten  der  te;- Ebene  das  Bild  des  ersten  Quadranten  der  W-Ebene 
ist.  Damit  ist  überhaupt  für  jedes  Ckbiet  der  tr- Ebene  bestimmt,  welchem 
Quadranten  es  entspricht. 


■        YI.   B 
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VI,   Benierkungen  über  die  behandelten  Fiiiictionen  auf 
Grund  ihrer  Abhilduneren. 

Nachdem  wir  uns  im  Vorhergehenden  von  einer  Reihe  von  Functionen 
die  conformen  Abbüdungen  veracbafft  haben,  wird  es  leicht  sein,  verachie- 
r  dene  Gigenschaften   dieser  Functionen,   welche  wir  nnn  gewisaermasaen  an- 
■  ÄcliftuUch  vor  ims  haben,  anzugeben. 

W         W{t8  die  ^-Functionen  betrifft,  bo  sei  zunüchst  bemerkt,  dasa  die- 
selben  in   der  Weierstrass'Bchen  Theorie  der  elliptischen  Functionen  so 
mr  Verwendung  kommen,   daaa   mit  Hilfe    ihrer  Logiirithmon  die  ellip- 
tischen Normal  integrale   dargest-eUt   werden.     Einem  Wege    von   u'^j-    bis 
W=i  +  »    entspricht  nun    für  die  Function    W~E{v>)   ein  Umkreiaen  des 
Nullpunktes  der  TV- Ebene,  wie  wir  aus  unserer  Figur  ohne  Weiteres  aehcn^ 
Der  LogarithmuB    von  E  erhSlt  also  auf  diesem  Wege  einen  Zuwachs  von 
[  —  Sni.     Das  Entsprechende   ist   von    den  anderen  J?-Functionen  za  sagen, 
l-lind    80    sehen  wir  unmittelbar    aus  der  Figur,   wie  die  Periodicitätsmoduln 
Fder  Integrale  bei  dieser  Darstellung  zu  Stande  kommen. 

Femer  sei  es  gestattet,  noch  einmal  auf  die  Kreuzungspunkte  der 
Function  Of,  zurückzukommen.  Aus  unserer  Figur  ergiebt  sich  unmittel- 
barT,  dass  die  markirten  Kreozungspunkte  (d.h.  die  in  unserer  Figur  her- 
vortretenden,  indem  sich  in  ihnen  zwei  Cui^ven  (7  =  ü  oder  V— 0  über- 
krenzen)  zugleich  sämmtlicbe  Kreuzungspunkte  der  Function  sind.  Wir 
beliaiipten  also  den  Satz:  Die  Wurzeln  der  Gleichung  9\{ii;i)^0 
Ijlind  entweder  in  der  Form  w=  +  n  +  ^  oder  in  der  Form  w  = 
Kjj4-»>  +  ifw+ff)  enthalten,  wo  m  und  «  ganze  positive  Zahlen 
^ind  nnd  q  einen  echten  Bruch  bedeutet,  der  grösser  als  |  ist 
«nd  aich  mit  wachsendem  n  der  I  nähert;  und  zwar  gehört  zu 
jedem  n  resp.  {tw,«)  auch  wirklich  eine  und  nur  eine  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung.  Um  dies  nachzuweisen,  nehmen  wir  an, 
es  gebe  ausser  den  genannten  noch  einen  weiteren  Kreuzungapunkt  uf^. 
Dann  könnten  wir  von  dem  entsprechenden  Versweigungspunkte  W^,  der 
IV-Ebene  aus  auf  beiden  in  diesem  Punkte  zusammenhängenden  Blättern 
nach  dem  Punkte  W=  0  Curven  ziehen ,  welche  ganz  in  dem  Quadranten 
verlftufen,  in  welchem  Wg  liegt.  Wir  müsaten  also,  um  dies  auf  die 
«-Ebene  zu  übertragen,  Aeo  Punkt  Wp  mit  zwei  verschiedenen  Null- 
punkten verbinden  können ,  ohne  dass  diese  Verbindungslinien  aus  dem 
Oebiet«,  auf  welchem  w^  liegt,  heraustreten.  Ein  solches  Gebiet  existirt 
aber  in  unserer  Figur  nicht'). 

In   der  Figur  fttr  die  o-Function  tritt  uns  in  den  meisten  Gebieten 
der  Fall  entgegen,  daaa  wir  von  einem  Punkte  innerhalb  dea  Gebietes  aua 

I)  Einen  analytiecheu  Beweis  s.  Uermite,  Annall  di  mat^n.,  Bcne  11  11  X 
a.  137. 
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nach  verschiedenen  Nullpunkten  Curven  ziehen  können,  ohne  eine  Curve 
17=0  oder  F=0  zu  überschreiten,  ein  Zeichen,  dass  in  diesem  Gebiete 
ein  oder  mehrere  Ereuzungspunkte  liegen.  Wir  wollen  das  hier  nicht  weiter 
ausführen ,  sondern  nur  die  Yermuthung  aussprechen ,  dass  immer  dicht  Yor 
einem  Nullpunkte,  vom  Punkte  ir  =  0  aus  gesehen,  ein  Ereuzungspunkt 
liegen  wird. 

Sei  zum  Schlüsse  noch  Einiges  über  die  wesentlich  singulSren 
Punkte  gesagt,  auf  welche  wir  bei  unseren  Functionen  geführt  werden. 
Nach  Picard^)  kann  man  die  wesentlich  singul&ren  Punkte  eindeutiger 
Functionen  in  drei  Arten  eintheilen:  1.  die  Function  nimmt  in  derNShe 
des  singulftren  Punktes  jeden  Werth  unendlich  oft  an,  2.  jeden  Werth  un- 
endlich oft  mit  Ausnahme  eines  einzigen  Werthes,  3.  mit  Ausnahme  von 
zwei  Werthen.  Wenn  wir  nun  unsere  Functionen  in  Bezug  hierauf  betrach- 
ten, so  haben  wir  für  die  Kategorie  3  die  Punkte  tr  =  0  für  die  JS- Func- 
tionen (0  und  00  werden  nur  in  dem  wesentlich  singul&ren  Punkte  selbst 
angenommen),  ffSoc  die  Kategorie  2  haben  wir  den  Punkt  fr  =  Qo  für  die 
9 '  Function  (der  Werth  oo  wird  erst  im  Punkte  to  =  cx>  selbst  angenommen), 
und  für  die  Kategorie  1  den  Punkt  tr  =  oo  für  die  doppeltperiodischen 
Functionen  (für  die  ^-Functionen  noch  singulftrer  als  ftb:  die  elliptiachen 
Functionen). 

Die  Figur  für  die  Oo-Function  haben  wir  nur  bis  t7  =  3  ausgefÜhri 
Man  übersieht  aber  sofort,  wie  das  Curvensystem  gesetzmSssig  weiter  ver- 
läuft. Die  Streifen,  von  denen  jeder  einem  Quadranten  der  TT- Ebene  ent- 
spricht, werden,  je  weiter  sie  sich  von  der  Geraden  v  =  0  entfernen,  immer 
enger  und  enger,  bis  sie  schliesslich  für  t;  =  cx>  unendlich  schmal  werden. 
Man  kann  dies  auch  in  folgender  Weise  aussprechen:  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Gurve  zu  ziehen,  deren  Abscisse  u  ist  und  deren  Ordinaten 
den  reellen  Theil  von  O^  für  v=iC  darstellen.  Dies  ist  eine  Wellenlinie, 
und  zwar  schneidet  dieselbe  für  c  =  3  z.  B.,  wie  wir  ans  unserer  Figur 
sehen,  die  Abscissenaxe  zwischen  u  =  0  und  u  =  l  sechsmaL  Setzen  wir 
aber  z.  B.  c  =  10,  so  schneidet  die  Curve  die  Abscissenaxe  in  jenem  Inter- 
valle zwanzigmal.  Aber  es  sind  nicht  nur  die  Nullpunkte  der  Curve  diditer 
aneinander  gerückt,  sondern  —  und  deshalb  construiren  wir  eben  eine 
Curve  —  die  Ordinaten  sind  auch  im  Durchschnitt  viel  grösser  geworden. 
Für  !?  =  #•  schwankt  die  Function  ungefllhr  zwischen  c^*  und  — c^*,  also 
für  t?  =:  10  ungefähr  zwischen  c^^*  und  —  e^^*.  Daraus  sieht  man,  dass 
man  mit  wachsendem  c  die  Curve  bald  nicht  mehr  wird  zeichnen  können 
und  dass  dieselbe  immer  mehr  den  Charakter  einer  unstetigen  Cnrve  an- 
nimmt, den  sie  allerdings  erst  für  c  =  qo  erreicht'). 

1)  OomptBB  renduB  89,  S.  662  und  74&. 

t)  Eine  noch  lebendigere  VorBtellung  dieser  Vorkommniflse  vrürde  das  Modell 
(«id  unter)  der  ir- Ebene  vermitteln,  deren  Ordinaten  den  reelkn  (oder  andi 
imagin&ren)  Theil  Ton  ^o(*''^  darstellen. 
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Sehlussbemerkang. 

Durch  die  neuesten  Arbeiten  des  Herrn  Prof.  El  ein  ^)  kennt  man  eine 
wichtige  Yerallgemeinerung  des  Integrals  erster  Oattung  auf  der  Bingfl&che. 
,iAuf  jeder  Biemann'schen  Flftche  existirt  eine  Function  ij, 
welche  diese  Fläche  durchgängig  conform  auf  ein  einfach  be- 
randetes  Stück  der  Ebene  derart  abbildet,  dass  die  Gesammt- 
heit  der  Beproductionen,  welche  sich  durch  analytische  Fort- 
setzung ergeben,  das  Innere  eines  Kreises  einfach  und  lücken- 
los überdeckt  Dieser  Satz  erhält  für  ^csl  den  Charakter  eines  Ghrenz- 
fcdles.  Es  überdeckt  ja  die  Gesammtheit  der  Rechtecke,  welche  wir  im 
zweiten  Abschnitte  als  die  Bilder  der  zweiblättrigen  Biemann*schen  Fläche 
ÜELnden,  die  ganze  t^- Ebene  einfach  und  lückenlos,  indem  sich  jener  Kreis 
in  diesem  Falle  auf  den  unendlich  fernen  Punkt  zusammenzieht.  In  einer 
solchen  17  -  Ebene  finden  nun  die  analogen  Betrachtungen  für  ein  höheres  p 
statt ,  wie  wir  sie  in  vorliegender  Arbeit  für  j9  =  1  angestellt  haben.  In 
diesem  Sinne  ist  Fig.  13  zu  verstehen,  welche  wir  ohne  weitere  Begrün- 
dung mittheilen.  Dieselbe  stellt  die  Strömung,  welche  einem  überall 
endlichen  AbeTschen  Integrale  j9  =  2  entspricht,  in  der  zuge- 
hörigen Klein' sehen  Figur  dar.  Hierzu  ist,  da  es  bei  der  Strömung 
auf  constante  Periodicitäismoduln  nicht  ankommt,  nur  ein  einziges  Bild  der 
Bie  man  naschen  Fläche  nöthig.  Wie  bei  dem  als  Ringfläche  gedachten 
Bechtecke  die  gegenüberstehenden  Seiten  als  identisch  zu  betrachten  sind, 
80  sind  auch  bei  dieser  Figur,  wenn  man  sie  als  Bie  mann 'sehe  Fläche 
auffasst,  je  zwei  Seiten  des  Polygons  als  vollständig  zusammenhängend  an- 
zusehen. Diese  Zusammengehörigkeit  der  Ränder  ist  durch  die  beigefügten 
Buchstaben  angedeutet. 

1)  Mathem.  Annalen  XX,  S.  49;  ausführlicher  XXI,  S.  141. 


/««ttMlifift  t  JUthmafttik  n.  Physik  XXVIII,  &. 
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Der  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  Erzeagenden  des  Hyperboloids  2) 
ist   daher  ein  Punkt  der  gesuchten  Strictionslinie. 
Dieser  Schnittpunkt  hat  die  Coordinaten: 

^ 2m(l  +  m»)ftS«g»  +  y^) 

^  ""  (1  -  m«)«  ß'y^  +  4  m^a^y*  +  (1  +  w«)*  ««/?«' 
..  .      , {l-fn^)ß^{a^+f) 

(i  -  m«)«  /3V*  +  4//i*a*y«  +  (1  +  m^Y  a»/J« ' 

Eliminirt  man  aus  je  zweien  dieser  drei  Gleichungen  das  veränderliche 
m,  so  erhält  man  die  Projectionsgleichungen  der  Strictionslinie.  Nimmt 
man  z.  B.  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  8),  so  erhält  man 

*=  (l-«»)y»(a»-^»)'      •     •  y»(„«_^)ar+«»(/J«+y«)j 

und 


l  +  w«^ 


und 

1  —  m*  = 


Substituirt  mau  diese  Werthe  in  die  erste  der  drei  Gleichungen  und  setst 
der  Kürze  wegen  a*  — /3*  =  /'*  (wobei  a>/5  vorausgesetzt  ist)  und  /5*+y* 
=  g^^  so  erhält  man  als  Projection  der  Strictionslinie  auf  die  Ebene  xzz 

Die  Discussion  dieser  Gleichung  zeigt ,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte 
Curve  symmetrisch  gegen  die  Coordinatenaxen  liegt,  den  Ursprung  cum 
Mittelpunkt  hat  und  durch  den  Ursprung  geht.  Die  rr-Axe  schneidet 
die  Curve  zweimal  im  Ursprung  und  in  den  Punkten  x  =  cc  und  0?  =  —  a; 
die  z-Axe  schneidet  die  Curve  nur  im  Ursprung  und  zwar  doppelt.    Die 

/•2y3 

Tangente  im  Ursprung  heisst :   z  =  +  -^  x.     Der  Ursprung  ist  Doppel- 

%f 

punkt  und  Wendepunkt  zugleich. 

Löst  man   die  Gleichung   nach   x  auf,   so    erkennt  man,   dass   eine 

Gerade  parallel   der  a;-Axe   die  Curve  stets  in  vier  Punkten  schneidet, 

so    lange    ihr  Abstand    von    der    rr-Axe   absolut  genommen   kleiner  als 

/"V 
;  ist:   hat   die  Gerade  diesen  Abstand  von  der  rc-Axe,  so 

berührt  sie  die  Curve  in  zwei  Punkten;  in  noch  grösseren  Abständen 
schneidet  sie  dieselbe  nicht  mehr. 

Ebenso  zeigt  die  Auflösung  der  Gleichung  nach  z,  dass  eine  Gerade 

parallel   der   z-Axe   die  Curve   stets  nur  in  zwei  Punkten  schneidet,   so 

lange  ihr  Abstand   von   der  t-Axe  absolut  genommen  kleiner  als  o  ist. 

Ißt  dießer  Abstand   =a,   so   berVLlkxl  d\ft  0^t«^d^  dv^  Curve  in  x  =  ^« 
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(1  —  w«)  «y  +  2m/Ja:  —  (1  +  m«)  aß  (m-^m)  (1  +  mm)ß 

-^—^^^—^-^^-^—  ^  — '  _  ■  ^— ^-_^_^__ . 

(1  — m*)a2  —  (1  +  m*)  yap +  2may  (iw*— m'*)y 

Nimmt  man  nun  m'  anendlich  wenig  verschieden  von  m  an,  so  wird 
an   der  Grenze  tn=m  nnd   hiermit  der  Ansdrack  rechts  in  der  vorigen 

Gleichung  = —  •  —  •     Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  man  durch 

Im       y 

die   erste  Erzeugende   parallel   der  ihr  benachbarten  Erzeugenden  legen 

kann,  wird  daher  nach  gehöriger  Reduction: 

4)  (1  -  m*)  ßyx  -  2m  «yi^  —  (1  +m«)  aßz  =  0. 

Diese  Ebene  geht  somit  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  und 
berührt  den  asymptotischen  Kegel,  weil  die  beiden  Geraden,  welche  man 
durch  den  Mittelpunkt  parallel  mit  den  zwei  gegebenen  Erzeugenden 
ziehen  kann,  benachbarte  Erzeugende  des  asymptotischen  Kegels  sind, 
welche  in  dieser  Ebene  liegen.  Diese  Ebene  ist  somit  eine  asymptotische 
Ebene  des  Hyperboloids.  —  Nun  steht  die  Linie  des  kürzesten  Abstan- 
des  zweier  Geraden  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  man  durch  die  eine 
Gerade  parallel  mit  der  andern  legen  kann;  daher  hat  die  Gerade, 
welche  man  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  parallel  der  Linie  des 
kürzesten  Abstandes  unserer  zwei  benachbarten  Erzeugenden  ziehen  kann, 
die  Gleichungen: 

(\-m*)y 

Eliminirt  man  m  aus  diesen  zwei  Gleichungen,  so  hat  man  den  geo- 
metrischen Ort  aller  fraglichen  Parallelen;  man  findet: 

6)  a«a:«  +  i3V-y^2*  =  0, 

also  einen  elliptischen  Kegel,  dessen  Spitze  im  Ursprung  liegt. 

Dieser  Kegel  und  der  asymptotische  Kegel  des  Hyperboloids: 

stehen  in  der  Beziehung  zu  einander,  dass  die  Erzeugenden  des  einen 
Kegels  senkrecht  stehen  auf  den  Berührungsebenen  des  andern. 

Die  Linie  des  kürzesten  Abstands  der  zwei  benachbarten  Erzeugen- 
den des  Hyperboloids  selbst,  welche  parallel  dem  Durchmesser  5)  ist, 
muss  als  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahen  Punkte  des  Hyper- 
boloids zugleich  Tangente  des  Hyperboloids  sein,  und  zwar  liegt  der 
Berührungspunkt  auf  der  dem  Durchmesser  5)  conjugirten  Diametralebene, 
deren  Gleichung  ist: 

7\  X__2ma__     y       (l  +  w»)g    J_  _  ^ 

^  a^      (l-iw^;/^'/J'*"^(l-m*)y'y^ 
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ß^  =   a  .  ft  « »   berühren    die  Geraden  x=  +  a  die  Carve  in  der  dritten 

Ordnung. 

Im  Falle   /P  <  ^     '     ^    bat    die   Curve    die  ans   Fig.  3   ersichtlicbe 

AT  -f-  2y 

Gestalt,   andernfalls  ist   sie   ein   die  Keblellipse   in    ihren   vier  Scheiteln 

berührendes  Oval  ohne  Einbiegung. 

Endlich  im  Fall  des  Drehnngshyperboloids,  wo  /3  =  a  und  g^^ß^+y^ 
=  «*  +  /*»  reducirt  sich  die  Gleichung  B)  auf  x^'\'y*==a\  d.  h.  die  Stric- 
tionslinie  fUllt  mit  dem  Kehlkreis  zusammen.  — 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  Projection  der  Strictious- 
linie  auf  die  Ebene  yz^     Man  erhält: 

Die  Discussion  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  durch  sie  dargestellte 
Curve  stets  die  Gestalt  der  Fig.  2  hat,  wobei  der  Ursprung  Doppel-  und 
Wendepunkt  zugleich  ist. 

Für  das  Drehungshyperboloid,  wo  /5=a,  ist  /**=0,  und  die  Gleich- 
ung C)  reducirt  sieb  daher  auf  c^  =  0 ,  d.h.  die  Strictionslinie  HllU  mit 
dem  Kehlkreis  zusammen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  zu  zeigen,  wie  die  Strictionslinie  selbst  auf 
dem  Hyperboloid  liegt. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Gleichungen  einer  Erzeugenden  der  einen 
Schaar  des  Hyperboloids: 

wo  m  ein  beliebiger  Zahlencoefficient  zwischen  +  ^  und  —  od  ist.  Die 
Coefficienten  von  x  in  den  vorstehenden  Gleichungen  sind  nun  die  tri- 
gonometrischen Tangenten  der  Winkel  fp  und  i^,  welche  die  Projectionen 
der  Erzeugenden  auf  xy  und  .r:  mit  der  positiven  Kichtnng  der  x-Axe 
bilden.  Nimmt  man  nun  zunächst  m  zwischen  0  und  + 1 «  so  sieht  man, 
dass  iangfp  negativ  und  tang^  positiv  ist,  dass  also  die  filrzeugende  MH 
in  der  Projection  auf  xy  die  Kehlellipse  im  ersten  Quadranten  berührt. 
(Siehe  Fig.  4.)  Die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  MN  von  der 
Strictionslinie  getroffen  wird,  sind  aber  in  diesem  Falle,  wie  die  Gleich* 
ungen  8)  zeigen,  sämmtlich  positiv.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  erkennt 
man  aber,  dass ,  wenn  m  zwischen  +  l  und  +  ^  li^g^  i  di^  Projection 
der  Geraden  auf  xy  die  Kehlellipse  in  dem  Quadranten  +^9  — V  berührt 
und  die  2-Coordinate  des  Schnittpunktes  mit  der  Strictionslinie  negaÜT 
ist.  Liegt  m  zwischen  — oc  und  — 1,  so  findet  die  Berührung  der  Kehl* 
ellipse  in  dem  Quadranten  —x^—y  statt  und  die  z  -  Coordinate  des  frag* 
lieben  Punktes  ist  positiv.     EndUch  füt  Wettbe  von  m  zwischen  —  1  mid 


Von  Dr.  M.  Bahr.  279 

0  wird  die  Kehlellipse  in  dem  Qaadranten  —x^  -{-^  berührt  und  die 
Punkte  der  Strictionslinie  haben  ein  negatives  z.  Die  Strictionslinie  liegt 
also  so  auf  dem  Hyperboloid,  wie  in  den  Figuren  1  —  3  durch  verschieden- 
artiges Aussieben  der  sichtbaren  und  verdeckten  Theile  angedeutet  ist, 
und  hat  mit  der  Kehlellipse  die  vier  Scheitelpunkte  gemein. 

n.    Es  sei  gegeben  das  hyperbolische  Paraboloid: 

Die  Ebene  yz  schneidet  das  Paraboloid  nach  den  zwei  Geraden: 

(     x=     0, 

Jede  Ebene,  welche  der  durch  die  x-Axe  und  eine  der  Geraden  2) 
gelegten  Ebene  parallel  ist,  schneidet  das  Paraboloid  nach  einer  Geraden, 
aod  so  ergeben  sich  die  zwei  Schaaren  von  Erzeugenden  auf  dem  Para- 

y 
boloid,  die  Geraden  der  einen  Schaar  sind  parallel  der  Ebene  ts=:-~«y, 

die  der  andern  Schaar  parallel  der  Ebene  s  =  —  '^*^*  ^^®  Linie  des 
kürzesten  Abstandes  je  zweier  benachbarten  Erzeugenden  der  ersten 
Schaar  steht  somit  senkrecht  auf  der  Ebene  s  =  —  't/  und  die  Gesammt- 

y 

heit  aller  dieser  Linien  bildet  somit  eine  Cylinderfläche,  welche  dem 
Paraboloid  berührend  umschrieben  ist,  weil  jede  solche  Linie  als  Ver- 
bindungslinie zweier  unendlich  nahen  Punkte  des  Paraboloids  zugleich 
eine  Tangente  desselben  ist. 

Irgend  eine  Gerade  senkrecht  zu  der  Ebene  ^^=^~^'y  li^t  die  Gleich- 
ung: 

und  berührt  das  Paraboloid,  wenn  die  zwei  Wurzelwerthe  der  Gleichung: 

^  __  JL .  ^  ^^^yy  ^  p 

ß*      y*  y*  a 

einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn: 

4)  ay*9*  +  (y*-/?')p  =  0. 

Eliminirt  man  aus  den  zwei  Gleichungen  3)  und  der  Gleichung  4)  die 
VerXnderlichen  p  und  g,   so  hat  man  den  ge  der  Linien 

des  kürzesten  Abstandes  der  benaehbarten  '^i'^ida 

oder  die  Gleichung  der  vorhin  genaim 
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6)  (^y  +  yZ)l=((J«_y«)^ 


Eliminirt  man  m  ans  5)  und  1)«  so  erhXlt  man  die  Projection  der  Corre, 
nach  welcher  die  CjlinderflXche  das  Paraboloid  berührt ,  anf  die  Ebene 
y  z,  d.  h.  die  Projection  der  Strictionslinie  auf  die  Ebene  yz.    Man  erh&lt: 


(/»,  +  yr)»  =  (/J*-/)(^*-^) 


oder: 

6)  ^=-fy- 

Die  Strictionslinie  der  Erzeagenden  der  ersten  Schaar  projicirt  sich  also 
auf  die  Ebene  yz  als  Gerade. 

Eliminirt  man  z  ans  6)  nnd  1),  so   erhält  man  die  Projection  der 
Strictionslinie  anf  xyi 

r  "~y     a 
somit   eine  Parabel,  deren  Axe  die  positive  oder  negative  Richtung  der 
jp*Axe  hat,  je  nachdem  ß^y. 

Ganz  anf  dieselbe  Weise  hätte  man  als  Gleichungen  der  Strictions- 
linie der  Erzeugenden  der  zweiten  Schaar  gefunden: 

.3 


ß' 


^=i«y' 


Die  Strictionslinien  der  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  sind  aoait 
Parabeln,  deren  gemeinsame  Axe  mit  der  jp- Axe  zusammenfällt  und  deren 
Ebenen  gleiche  Winkel  mit  der  Ebene  xy  bilden. 

Für  den  besondem  Fall   des  gleichseitigen  Paraboloids,   wo   ß  =  y^ 
werden  die  Gleichungen  der  Strictionslinien  beider  Schaaren: 

jr=      0. 

Die  Strictionslinien  fallen  abo  hier  zusammen  mit  den  beiden  in  yz  lie- 
genden  Erzeugenden  des  Paraboloids. 


XVIL 

Der  einem  Dreieck  musoliriebene  Eegelsohmtt 

kleinsten  Inhalts. 

Von 

Max  Greineb, 

B«allehx«r  in  Beganaburg. 


JBierzu  Taf.  VI  Fig.  6  u.  6. 


Sind  die  Seiten  eines  Dreiecks  darch  die  Gleichungen: 

ÄiEiX  cos  «1  +  y  sin  fj  — -  dj  =  0 , 
B=:X  cos «2  +  y  sin g^  —  d^,  s=a  0, 
C^=x  cos  i^  +  y  sin  «3  —  ^3  =  0 

gegeben,  so  wird  durch  die  Gleichung: 

aBC  +  ßAC+yAB  =  0 

ein  beliebiger  dem  Dreieck  umschriebener  Kegelschnitt  dargestellt. 

Denkt  man   sich  diese  Gleichung  durch  Einftihrung  der  Ausdrücke 
für  A^  B  und  C  auf  die  Form  gebracht: 

«00***  +  «11  y*  +  2aoi^y  +  2öo2^  +  2fl,sjy  +  «w  =  o 
und  setzt  man: 


«001    «Oi 
«10»   «n 


=  ^, 


«00 »  «Ol  >  «0« 
«10 '  «11  >  «18 
«W »     ««1 »     «»2 


-^, 


0  0 


■o  hat  man   für  die  Längen  %  und  99  der  Halbaxen  des  Kegelschnittes 
die  Beziehungen: 

1) 

Nun  sind  aber: 

a^jQ  =  «  cos  «j  cos  «3  +  15  cos  fj  cos  f 3  +  y  co*  t ^  co5  b^  , 
a^i  =  o  *f/i  «a  *wi  fj  4-  /?  sin  9^  sin  «3  +  y  ^•'^  *i  sin  b^  , 
«w  =  «  *2*3  +  /^  ^1  ^8  +  y  ^1^2» 


*  Die  Ableitungen  dieser  Formeln  finden  sich  in  6runert*a  Axdbv^  1;^ 
a.  Pbjsik  67.  Theü,  XXH,  „Per  Transformationsfaciot^^ 
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•  -     -•»-.*._ 


2 ÖQj  =      a {cos f j  sin b^  +  cos s^  sin «,)  +  ß {cos i^sini^+  cos « j  sin « j) 

+  y {ros f j  5tn Cj  +  cos e,  sini^)^ 
2  «^j,  =  —  a{^3  co#f j  +  6^  cosB^  —  /J(^,  cos  f,  +  ^,  ro5 1^)  —  y  {^,  co5  f,  +  ^,  <^'ti)« 
2flr,j  =  —  a(d3  ««fj  +  d^sim^)  —  /5(^3  5f«fj  +  d;  «wfs)  — yf^^ «« «,  +  d, fiii f ,). 

Setzt  man  der  Kurse  halber: 


ß  cos  ^5  +  y  cos  fj  =  Wj ,     /J  «II  «3  +  y  sin  f ^  =  r^ , 
y  ro5 f,  +  a  cos  $^  =  u^^     ysint^'\'asint^  =  v^^ 

a  sin «2  +  /?  sin  e^  =  pj, 


dann  hat  man: 

2  ÖQQ  =  Mj CO«  £|  +  Mj  cos  §2  +  t<3  ^ÖS  «3=  2^11  CüS  t  , 
2  /l,j  =  Tj  «l/l  f ,  +  Tj  5WI  «2  +  ''s  **''  ^S  ^^  ^^  *'''  *  » 

Daher  ist  nun: 

^''oo»    2oo^,    2/1^2 
8zi=   2rtj^,    2«i„,   2/1,2 

2^»    2^21»    2r»22 


y^t  +  «^,  =  "',, 


oder 


2/1^1  =  2m sin t  =  ^r  cost^ 
2a^  =  —  Zu d  =  ^  I.W  cos f, 
2a,2  =  —  -^P^  =—  Zw  sin «. 


^tico5£,    Zocosif    —Zw cos t 
=    Zu  sin  i^    Zv  sim^    -^Zwsim 
1  — Zwd,     —ZvÖy         Zwo 


8^  = 


cos  f , ,   cos  £2 «   cos  £3 
sr/i  C| ,    sm  f2 «    ^'"  's 

Weil  aber  die  Determinante: 


u 


I» 

'1. 


«'j* 


t/. 


'2» 


—  Wj,   —  w, 


«»  -«': 


II 


i» 


u. 


i» 


m 


w. 


1 »   '•'X » 


IT, 


0.    y.  P 

y,    0,  a 
ß,  a,    0 


=  2o/5y 


cos  f|,    COSfji     C0Sf3 

^2»     »3    =    siwfj,    sin  «2«    ^'''«s 

^1»  ^2>  ^3 

cos  C| ,     cos  £2  I     C-'OS  £3 

Sf n  f I ,    Stil  f 2  >    sin  f 3 

^1»  ^2»  ^3 

80  erhält  man,  wenn  die  letzte  Determinante  mit  D  bezeichnet  wird: 

2)  J==\aßyDK 

Ferner  ist: 

4  d  =  4  /?QQ«,,  —  4  a^^^  =  4  (a  cos  fg  cos  f,  +  ß  coss^  cos  f 3  +  y  cos  f,  cos  f,) 

X  (a  si>i  fg  Sf«  »3  +  |5  sifi  f ^  51«  f 3  +  y  sin  f  j  sm  fg) 
-  (o  sin  (f 2  +  fs)  +  /^  *'"  (f i  +  ^3)  +  y  *'"  (^1  +  h))\ 
4  a  =  —  a*  sm-  («2  —  «3)  —  /^  *'w*(f2  —  «1)  —  y*  ***'»*  (^i  —  ^«) 

+  2ßy  Sfii(f3  — fj)  Ww(f4  — «2)  +  2«y  «>»(f2  — ^s)  ^(n  — *«) 
+  2 a /J  sm  (f2  —  €3)  sm  («3  —  «,). 

Bezeichnet  man  mit  0,,  »21  <<>.i  die  den  Seiten   A^  B^  C  gegenüber- 
Jiegeaden  Winkel,   mit  S|,  S2,  S3  die  Lftngon  der  Seiten  nnd  mit  J  den 
Inhalt  des  Fuodamentaldreiecka^  so  ist  «l\i^Vv\ 
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5  =  -J- ( —  a'  51«* »i  —  /P sin^ OD,  —  y*  sin* ©3  +  2  jS y  sin m^  sin a^  +  2ay  sin  ooj  sin  w, 

'{•2aß  sin o^  sin  w^) 
oder: 

3)  ^  =  rrr¥T2(--«V--ftV-y'V  +  2/?y*,^3  +  2«y*,5,  +  2«/55,5,). 


*1    *2    *S 


Wären  ^|>  S^j;  ^2«  2^2  ^°^  ^s»  Vs  ^'®  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Eckpunkte  des  Fandamentaldreiecks,  so  hätte  man  für  den  Inhalt  /  dea- 
selben : 


J==i 


Ans  den  Gleichungen  A  =  0^    ^  =  0,   C=0   erhält  man  aber: 


^1  = 


62  COS  f 3  —  ^J^  cos  f  j 
ond  daher  ist: 


Ct/a  — 


^  dj  5fn  *3  —  ^3  sin  «I 

5l«(f3-«J 

d,  cos  f ,  —  d,  CO*  f, 


a?3  = 


ys 


_  dg  5m  fj  —  d,  5i>f «,  , 

51«  («,—«,) 

d j  C05  f  j  —  dj  cos  f  j 

5m(fj-5,)        ' 


2  J  sin  (fg  —  f3)  51«  («3  -  f  1^)  51«  (fj  —  fg) 
dg  5f«  f 2  —  dj  5f»  fg ,      dg  C05  fj  —  63  C05  «j ,     51«  (f j  —  fg) 
dj  51«  £3  —  dg  51«  6,  ,     63  C05  €j  —  d j  C05  £3 ,     51«  (fg  —  f , ) 
dg  5f «  f  j  —  dj  51«  fg ,     dj  C05  «2  —  dg  COS  «j  ,     51«  (fi  —  fg) 

Die  Elemente  dieser  Determinante  sind  aber  gerade  die  Unterdeterminan- 
ten der  entsprechenden  Elemente  der  Determinante  £>,  weshalb: 

2  J  sin  co^  5f « (Og  5t«  0O3  =  />* 
und  hieraus: 

4)  z>  =  -l:i-. 


*1  *2  *3 


Aus  2)  und  3)  ergeben  sich  daher  mit  Rücksicht  auf  1)  für  die 
Halbaxen  9  und  S  eines  beliebigen  dem  Dreieck  umschriebenen  Kegel- 
schnittes die  Beziehungen: 


5) 


«*«*  = 


«*+a3«= 


(4ya/?y5i5g53)« 

(-«'V-/PV~y2V  +  2^y^2*8  +  2«y*,.^3  +  2«/?*i^,)^' 
4  « /3  y  5|*  5g^  53*  (cf  cos  »1  -f  /3  cos  Wg  +  y  cos  ooj) 

(-«*V-^*V~y'V  +  2^y.^2*3  +  2«y*.^3  +  2c«/35^52)*' 


Der  durch  %^n  ausgedrückte  Inhalt  des  Kegelschnittes  wird  aber 
ein  Minimum  f  wenn  man  die  als  variabel  zu  betrachtenden  Grössen  o, 
ß  und  y  so  bestimmt,  dass  der  Ausdruck  für  91' S«  den  kleinsten  Werth 
erhält.  Bezeichnet  man  diesen  von  den  constanten  Factoren  befreiten 
Ausdruck  mit  üy  so  hat  man: 

(7(-a«5,«-|!P5g«-yV  +  2l5y5g53+2«y5,53  +  2a/5  5j5g)»=««/Py« 

oder  der  Kfirze  halber: 
Hieraus  folgt: 
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du    du    du    ^  .,..,_.  ^    «Py 

Da  nun  5— =  7r-ä=;r-  =  0  zu  setzen  sind,  so  folgt,  wenn  man  für  ^— -.^ 

da      dp      oy  oOßf^ 

die  Grösse  il  setzt: 

/Svil  ayX  aßk 

—  aJj  +  /3^,+  y53=  -— >     a*i  — /?5,  +  y5s  =  -— I     as^  + ßs^  —  yS^^  — — 

*i  *t  *s 

_  ^M   V^fl    VA  VA 

Addirt  man  je  zwei  dieser  Gleichungen  und  setzt  —         =  fi>,  so  erh&lt 
man: 

und  hieraus: 

"  =  27,'  '»  =  27;   ''  =  27,- 

Die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnittes  wird  daher: 
6)  ir~  BCs^s^+  ACs^s^+  .4  3  8^8^  =  0. 

Die  gefundenen  Werthe  für  o,  ß  und  y  können  den  Ausdruck  0 
und  somit  auch  den  Inhalt  des  Kegelschnittes  nur  zu  einem  Minimum 
machen,  da  der  Inhalt  des  grössten  Kegelschnittes,  der  dem  Dreieck 
umschrieben  werden  kann,  offenbar  selbst  unendlich  gross  ist. 

Der  Schwerpunkt  S  des  Fundamentaldreiecks   hat   die  Coordinaten 

und  die  ihm  entsprechende  Dreieckspolare  oder  Harmonikale 


—  f  —  >   — 

^1      ^a      ^3 


des  Dreiecks  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  und  hat  die  Gleichung: 

Der  Pol  dieser  Geraden  bezüglich  des  Kegelschnittes  IC  ist  der  Mittel- 
punkt desselben,  für  dessen  Coordinaten  ^q,  Bq^  Cq  man  aus  den  Gleich- 
ungen: 

die  Beziehung: 

^0  •  ^0  •  ^0  —  «   '      •  « 

*l     *2     *3 

erhält,  woraus  man  erkennt,  dass  der  Mittelpunkt  von  AT  mit  dem  Schwer- 
punkte  S  des  Dreiecks  zusammenfällt.  Die  im  Eckpunkte  (^,  C)  des 
Dreiecks  an  AT  gezogene  Tangente  hat  die  Gleichung  Bs^  +  Cs^  =  0  und 
ist  daher  bezüglich  der  Seiten  B  und  C  harmonisch  conjngirt  zu  der  Ver- 
bindungslinie der  Ecke  (^,  C)  mit  dem  Schwerpunkte  S,  deren  Gleichung 
^s^  —  Csg  =  0  ist ,  woraus  hervorgeht ,  dass  die  genannte  Tangente  mur 
Seite  A  den  Dreiecks  parallel  ist. 
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Betrachtet  man  ferner  das  Dreieck  als  eine  specielle  Cnrve  dritter 
Ordnung  (A,B.C=^0)^  so  stellt  K=0  die  Oleichnng  der  dem  Schwer- 
punkt entsprechenden  konischen  Polare  derselben  vor;  es  ergiebt  sich 
daher : 

7)  Der  einem  Dreieck  umschriebene  Kegelschnitt /if  klein- 
sten Inhalts  ist  die  dem  Dreieckschwerpnnkte  entspre- 
chende konische  Polare  bezüglich  des  Dreiecks;  die 
Tangenten  dieses  Kegelschnittes  in  den  Eckpunkten 
des  Dreiecks  sind  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten 
parallel  und  der  Mittelpunkt  dieses  Dreiecks  fällt  mit 
dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  zusammen. 

Durch  Umkehrung  dieses  Satzes  folgt: 

8)  Das  grösste  einer  Ellipse  einbeschriebene  Dreieck  ist 
so  beschaffen,  dass  die  Tangenten  der  Ellipse  in  den 
Ecken  des  Dreiecks  parallel  zu  den  Gegenseiten  sind 
und  dass  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  mit  dem  Mit- 
telpunkte der  Ellipse  zusammenfällt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  5)  «r  ==  5^ 53 ,  ß  =  s^s^y  yz^s^s^^  so 
erhält  man  für  die  Längen  der  Halbaxen  %  und  93  des  Kegelschnittes  K 
die  Beziehungen:  aj 

9)  Ä* ^-  SB*  =  ^  (^2  *3  ^^*  '^^l  +  *1  *3  ^^*  ^8  +  *i  h  ^^^  ^s)  =  i (*1^  +  *2^  +  V)' 

Denkt  man  sich  das  gegebene  Dreieck  in  ein  inhaltsgleiches  gleichseitiges 
Dreieck    verwandelt,    dessen   Umkreisradius    q    sei,    so    ist  sein   Inhalt: 

J=z^Q*j/S  und  daher  der  Inhalt  des  Kegelschnittes  A": 
d.  h.:  91S8«  =  9*«, 

10)   Der  Inhalt  des  einem  Dreieck  umschriebenen  kleinsten 
Kegelschnittes   ist   gleich  der  Fläche  des  Kreises,   der 
demjenigen    gleichseitigen  Dreieck   umschrieben  wer- 
den   kann,    das    mit    dem  gegebenen   Dreieck   gleichen 
Inhalt  hat. 
Eine    andere    bemerkeuswerthe    Eigenschaft    des    Kegelschnittes    ÜT, 
welche  sich  auf  die  Krümmungskreise  desselben  in  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks  bezieht,  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtung. 

Da  der  Umkreis  des  Dreiecks  und  die  unendlich  ferne  Gerade  die 
Gleichungen : 

BCs^  +  ACs^  +  A ßs^z=0  und   As^  + Bs^+ Cs^^^O 

besitzen,  so  kann  jeder  beliebige  Kreis  durch  die  Gleichung: 

BCs^+ACs^  +  ABsj^  +  (^s^  +  Bs^  +  Cs^)  (Al^  +  BX^  +  CX^)  =  0, 

in  welcher  noch  die  willkürlichen  Grössen  A^,  A,,  A3  enthalten  sind,  ( 
gettellt  werden.     Soll  dieser  Kreis  den  Kegelschmll  K  vu  ^«t^StfSiu^  % 
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13)  Die    Krümmungsradien    des    Kegelschnittes  K  für    die 

Punkte    a,  h  und   c   verhalten    sich  wie  die  Kuben  der 

entsprechenden  Dreiecksseiten. 

Errichtet  man  über  den  Seiten  he^ac^ah  des  Dreiecks  nach  Aussen 

gleichseitige  Dreiecke  und  bezeichnet  die  Mittelpunkte  derselben  mit  Oq, 

^0*  ^0)   ^^   schneiden  sich  die  von  diesen  Punkten  Aq,  b^  und  c^  auf  die 

Seiten    6c,  ac  und   ah   errichteten   Lothe  im  Mittelpunkte   M  des  dem 

Dreieck  umschriebenen  Kreises,  welcher  von  den  Seiten  des  Dreiecks  ahe 

die  Abstände: 

p^  =  r  cos (0, ,    P2  =  r  cos oo^ >     Ps  =  '^  cosm^ 

besitzt,  wobei  r  den  Radius  des  Umkreises  bedeutet. 

Aus  dem  Dreieck  ÖqCqM  (Fig.  6)  ergiebt  sich  sodann: 

0QCQ^^bQM*  +  CQM*  +  2bQM,CQM  cosfOij 
daher:  ^o^  =  K/3+p„     c^^  =  i5,/3+P3, 

+  (Ps*  +P8*  +  2p,  Ps  COS  «,)  , 

^0  ^0*  =  tV  (2*2*  +  2*5*  —  *i*)  +  ^y 3  [5,  Pj  +  Sj  P3  +  r  COS  0),  (*g  C05  ©s  +  «5  CO«  10^)] 

+  b'c'\ 

W  =  i*y(2V+2V-V)  +  i^^KP2  +  *8P3  +  ^iPi]  +  K*. 

Sestzt  man  s^*  +  5j^  +  s^^  =  2^,  so  ist : 


'0^0  =  ^ 


i:+4yj/3 


6 

Derselbe  Ausdruck   ergiebt  sich  auch  für  die  Seiten  a^c^  und  a^b^^  und 
man  erkennt  daher,  dass  das  Dreieck  a^b^c^  gleichseitig  ist. 
Aus  dem  Dreieck  Sa^a   folgt: 

^"  Oq^  =  5a'*  +  Oq  a*  +  2  6>'  a' .  öq  a' .  cos  {SaM  ). 

Der  Winkel  SaM  ist  aber  gleich  dem  Winkel  zwischen  aa'  und  der  U5he 

Äj  des  Dreiecks;   daher  ist  cos{SaM)s=z—^^i  und  ferner  ist: 

aa 

Sa'=^\aa^  «0«  =i^i^,     ^'»  =  i(25,«+2V-«,«),^ 

somit   folgt   für:    ^H*  =  ^V  (2^+ 2^  -  O +  tW+ l*i^  ^3  = -,^-2 

Auf  ähnliche  Weise  würde  man  finden: 

S6o=5co  =  |^22:+8y^3. 
Errichtet  man  über  den  Seiten  6c,  ac  und  a6  die  gleichseitigen  Dreiecke 
nach  innen   und   bezeichnet   ihre   Mittelpunkte   mit   a\y   b\  und  c'^,   so 
erhält  man  auf  gleiche  Weise: 
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Die  Dreieckspolare  dieses  Pnoktes  p,  welche  die  Gleichung: 


^«lO'^«*- V)  +  ^*2(V-0  +  ^*3(V- V)  =  0  oder 


»l. 

»». 

*8 

1 

1 

1 

h 

«« 

»» 

=  0 


hat,  ist,  wie  hieraus  ersichtlich ,  die  Verbindungslinie  des  Schwerpunktes 

5  =  — I   — I   —  mit  dem   Grebe'schen   Punkte  ®=5j,  s^y  s^^  weshalb 

*i      **«      *8 
der  Punkt  p  der  vierte  Schnittpunkt  der  konischen  Polaren  beider  Punkte 

S  und  @  bezüglich   des  Dreiecks,   d.  h.  der  vierte  Schnittpunkt  von  IC 
mit  dem  Umkreise  des  Dreiecks  ist;  daher  hat  man: 

11)  Die    drei    Krümmungskreise    des    Kegelschnittes   IC   in 
den  Eckpunkten  des  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem 
und   demselben  Punkte  p,   welcher  der  vierte  Schnitt- 
punkt des  Kegelschnittes  IC  mit  dem  Umkreise  des  Drei- 
ecks ist. 
Bestimmt   man   daher   den   vierten   Schnittpunkt  p  von  IC  mit  dem 
Umkreise  des  Dreiecks  und  construirt  denjenigen  Krei|,  der  durch  p  und 
die  Ecke  a  geht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  durch  a  gehenden  Höhe 
des  Dreiecks  liegt,  so  ist  dies  der  gesuchte  Krümmungskreis  im  Punkte  a. 
Der  Radius   q^   dieses  Kreises  wird  bekanntlich  auf  folgende  Weise 
erbalten. 

Die  Polare  gn  (Fig.  5)  des  Punktes  a  bezüglich  des  dem  Kegel- 
schnitte /C  zukommenden  orthoptischen  Kreises  schneidet  auf  der  KegeU 
schnittsnormale  des  Punktes  a,  die  in  diesem  Falle  mit  der  Höhe  af^^h^ 
des  Dreiecks  zusammenfällt,  eine  Strecke  ae  =  Q^  aus;  nun  verhält  sich: 

nn  :  Q^  =  af^:am^. 
Der  Radius  B  des  orthoptischen  Kreises  für  den  Kegelschnitt  ff'  ist  aber: 

fi  =  j/a«  +  83»  =  i  ^2  («,« +  V  +  V) 
nod  da  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Sdn 

B*=  Sa{Sa'\'an)=»^am^(^am^'{'an), 


/?*  =  ^amj*  +  ^^jAj    oder   ^i*  +  «2*  +  53*  =  2  niii,*+ 3(),Äj; 
weil  aber  2  a  m,*  =  s^* + ^s*  ""  i  *i*t  so  ist : 

Sind  also  /tj,  A^,  h^  die  den  Seiten  s^y  f^,  .^3  entsprechenden  Höhen  des 
Dreiecks,  so  folgt: 

Die  Radien  der  Krümmungskreise  des  Kegelschnittes  IC  in  den  Ecken 
üy  by  c  des  Dreiecks  haben  die  Längen: 

12)  p.  =  ;-^.     Q,  =  ^^-    P3  =  |(- 

Hieraas  folgt  noch: 
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wozu  noch  die  Beziehung  o'-f-Z^+z'^O  zu  nehmen  ist,  um  hieraus  die 
Unbekannten  a\  ß\  /und  x  berechnen  zu  können.     Man  erhält  sodann: 


a  =tf; . 


0,       «-y,    1 


Ä 


2 
2  » 


V,  «-/?,     0,      1 
0,       1,  1,       0 


=  -t^. 


5,^    2Y-2ß,    1 


a  —  ß, 


1 
1 


«'=-t»;[V(-2«  +  i3  +  y)  +  V(«  +  /?~2y)  +  S3»(a-2/3  +  y)]. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  o  +  /3+y  =  0  folgt  nun: 

und  ebenso 

15)  Es  werden  daher  durch  die  Gleichungen: 

As^a  +  B  s^ß  +  Cs^Y  ==0  y 

^s,{s,^a  +  Vy  +  V^)  +  ^^2(*2*^  +  Vy  +  V«) 

zwei  gl  eich  lange  Durchmesser  des  Kegelschnitt  es  if  dar- 
gestellt,  sobald  die  Bedingungsgleichung  o  +  /3  +  y  =  0 
erfüllt  ist. 

Unter  den  Paaren  gleichlanger  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
befinden  sich  aber  zwei,  die  miteinander  zusammenfallen,  und  dies  sind 
die  Hauptaxen  des  Kegelschnittes.  Man  findet  daher  die  Gleichung  des 
Hauptaxenpaares  für  den  Kegelschnitt  JiT,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
15)  die  Grössen  o,  /?,  y  eliminirt,  wodurch  man  erhält: 

1,  1,  1. 

oder: 

+  (V-V)(^V+2^^*i*,)  =  0. 

Um  für  das  Hauptaxenpaar  ein  einfaches  Constructionsverfahren  zu 

erhalten,   kehren   wir  wieder  zur  Betrachtung  der  über  den  Seiten  des 

gegebenen  Dreiecks    nach    aussen    und  innen  errichteten    gleichseitigen 
Dreiecke  zurück. 

Der  Mittelpunkt  Oq  des  über  b  c  nach  aussen  errichteten  gleichseitigen 
Dreiecks  hat  von  den  Seiten  des  breiecks  abc  die  Abstände: 

und  somit  hat  a^  die  Coordinaten: 

«0  ^  1  >     {sin  Wj  j/3  +  cos  «3) ,     {sin  ©3  j/S  —  cos  »,). 
BerückBicbtigt  man,  dass: 


=  0 


16) 
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2/       •  .  27 

stn  «j  =s I      sm  «3  = 


Sj  *3  *j  ^2 


80  erhalten  die  Verbindnngslinien  der  Punkte  Qq  und  a^  mit  dem  Schwer- 
punkte S  des  Dreiecks  die  Gleichungen: 

5^0  =  ^«1«  +  ^«8/5+  r^jy  =  0,     Sa'o=  ^5ia'+  ^5j/r+  ^53/'=  0, 

wobei  jedoch: 

«'=25,«-253«,   /5  =  3V-V  +  V-4//3,    /=-.35i«-5,«+V  +  4V3^ 

Betrachtet  man  J8ia'+Bs^ß^''\'Cs^y'=^0  als  die  Gleichung  desjeni- 
gen Durchmessers  von  üf,  der  mit  dem  Durchmesser  Sa^  gleiche  Länge 
hat,  so  folgt  nach  15): 

=  -x(2V-253«)(i:+47^)  =  -xa'(2:+47/3), 

2/r'=«(25,^^  +  2Vy  +  2V«)   _ 

=  -x(3V-V  +  V~4y/3)(-S+4y/3)  =  -Ki3'(2:+4y/3), 

2y"=x(253*y  +  2V«  +  2V/5) 

=  -x(-35i»-v+V-4y/3)(2:+4//3)  =  -x/(2:+4y/3). 

E^  verhält  sich  also: 

ff       t^f  f9  I       fff  f 

a  :  p  :  Y  =  a  ip  :y  , 

Daher  stimmt   die  Gleichung  des  gesuchten  Durchmessers,   der  mit  Sa^ 
gleiche  Länge  hat,   mit  der  Gleichung  von  Sa^  überein.     Ebenso  findet 
man,  dass  die  Durchmesserpaare  Sb^  und  Sö'q^  SCq  und  Scq  des  Kegel- 
schnittes IC  gleiche  Längen  haben;  da  aber  die  Hanptaxen  eines  Kegel- 
schnittes  die  Winkel   gleichlanger  Durchmesserpaare  halbiren,  so   folgt: 
17)  Errichtet    man    über    den   Seiten    eines  Dreiecks    nach 
aussen    und  innen   gleichseitige   Dreiecke,    so   werden 
die  Winkel   eines  jeden  Paares  von  Strahlen,   die  von 
dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunk- 
ten je  zweier  über  derselben  Seite  errichteten  gleich- 
seitigen Dreiecke  gezogen  werden,  durch  ein  und  das- 
selbe Geradenpaar  halbirt,  welches  das  Hauptaxenpaar 
des  dem  Dreieck  umschriebenen  kleinsten  Kegelschnit- 
tes ist. 

Eine  durch  den   beliebigen   Punkt  p^Aq^  Bq^  Cq  zur  Seite  A   des 
Dreiecks  gezogene  Parallele,  deren  Gleichung: 

-A{Bq8^  +  C^8^)+  BA^s^  +  CAoB^» 

ist,   wird   von   der  Schwerpunktstransversale  aS,  ^ 
B8^^C8^=^0  hat,  in  dem  Pnnkte: 
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getroffen,  welcher  das  zwischen  den  Seiten  B  und  C  liegende  Stfick  der 
Parallelen  halbirt.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  ebenfalls  die  Parallelen 
zu  den  Seiten  B  und  C  des  Dreiecks,  so  haben  die  Halbirungspunkte  m^ 
und  m,  der  zwischen  den  Beitenpaaren  i^,  C  und  i^,  D  liegenden  Stficke 
dieser  Parallelen  die  Coordinaten: 

Da  nun  der  Inhalt  F  eines  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  durch  die  tri- 
metrischen  Coordinaten  o^^  ß^^  y^]  ^ti /^i»  T^s»  '"^^  ßs^  Ys  gegeben  sind, 
ausgedrückt  werden  kann  durch  die  Formel: 

«1.   ßi^   Yi 

(«1«!  +  ßiSf  +  Yl  h)  («2^1  +  ft^g  +  y258)(a85,  +  ß^s^  +  Y^s^i  * 
wobei  7,  ^it  ^gi  ^3  den  Inhalt  und  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks 
bedeuten,  so  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  des  von  den  Funkten  m^^  wa^ 
und  m^  gebildeten  Dreiecks,  wenn  man  der  Kürze  halber: 

setzt,  die  Beziehung: 

Gehört  aber  der  Punkt  p  =  Aq^Bq^  C^  dem  Kegelschnitte  AT  an,   so  ist 
F  =  0  und  sodann 

daher  folgt: 

18)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  dem  Drei- 
eck umschriebenen  kleinsten  Kegelschnittes  IC  paral- 
lele Gerade  zu  den  Dreiecksseiten  und  halbirt  die  so 
erhaltenen,  zwischen  je  zwei  Dreiecksseiten  liegenden 
Abschnitte  dieser  Parallelen,  so  bilden  die  drei  Hal- 
birungspunkte ein  Dreieck,  dessen  Fl&cheninhalt  eon- 
stant  und  gleich  dem  vierten  Theile  vom  Inhalte  des 
gegebenen  Dreiecks  ist. 
Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  p  =  ^o«  ^o>  ^0  ^^^  ^®°  E^ken 

a,  6,  c   des  Dreiecks   und   bezeichnet  die  oberen  Abschnitte  ap,  bp^  cp 

dieser  Ecktransversalen  mit  f^,  e^^  e,,  die  unteren  Abschnitte  derselben 

™i^  A«  /t*  /s9  ^^  ^^*g^  ^  '^^^-  ^^^  welche  Punkte  ist 
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nun  ftlr  jeden  beliebigen  Punkt  p^A^,  ^ot  '-'o  ^'^  Beziebnngen  be- 
tehen: 

I  htt  man  die  BedingQDgBglpichnng 

Heue  Gleichung   zerrslit   aber  in  diejenige  dee  KegeUchnittes  i"  and  in 
aia  Gleicbnng  der  unendlich  fernen  Ger&den;  daher  folgt: 

19)  Die    Bfimmtlichen  Punkte  das  einem  Dreieck  nmacfarie- 
benen    kleinsten    Kegelschnittes    besitzen    die    Eigen- 

tBcbaft,    daiifl    das  Frodnct   der    oberen  Abschnitte  ihrer 
EckfranBversalen  gleich  ist  dem  Prodncte  der  unteren 
Abschnitte  derselben. 
Die  Ecktransversnlen    eines  Punktes    bestimmen   aber  auf  den  Drei- 
iksseiien  seebs  Abschnitte  derart,  daes  das  Product  von  drei  nicht  an- 
nanderliegenden  Abschnitteo  11,  i',  a'  gleich  ist  dem  Prodncte  der  drei 
anderen  Abschnitte  u',  v,  tu';  ferner  besteht  aber  noch  die  bekannte  Be- 
ziehung: ei,e^eg:f,fjfj  =  ss^s  :  «pw  =  s  SjS,  :  uVw', 
1^»  ftber  ftir  »lle  Pnnkte  des  Kegelschnittes  ff 
fc.M  folgt:  ^,  «•«'>,  =  /;A/s 
fsO)  Die   Verbindungslinien    eines   belit 
'            Kegelschnittes  K  mit    de 
men  auf  dessen  Seiten  Abschnitte  derart, 
dnct  je    dreier  nicht  an  einanderstossende 
gleich  dem  Prnduct  der  Dreiecksseiten  ist. 
Zieht  man  in  den  Eckpunkten  <i,  b,  c  des  Dreiecke  die  Tangeuten 
D  den  Kegelschnitt  A',  welche,  wie  gezeigt  wurde,  den  Seiten  des  Drei- 
ecks   parallel    sind,    so    erkennt    man,    dass    der  Kegelschnitt  Ä"  zugleich 
auch  die  grösste  Ellipse  ist,  welche  dem  Dreieck  der  Tangenten  ein- 
^beschrieben  werden  kann,  und  dass  sich  daher  die  Eigenschaften  des 
HKtgel Schnittes    A    unmittelbar    anf  den    «inem    Dreieck    einbeschriebenen 
^^Bigelschnitt  vom  grtissten  Inhalt  übertragen  lassen.     Dieser  Kegelschnitt 
BfefUhi 


ebige 


ktes  de 
I  bestim 


chnitte 


MUhit   nümlic 
dnrcb    die  Ecken 
ceDtriach,  fthnlicb 


t  Seiten  des  Dreiecke  in  ihren  Mitten,  ist  mit  { 
Dreiecks  gehenden  kleinsten  Eegelschnitte  /f  cou- 
id  Sbniich  liegend,  hat  also  ebenfalls  den  Schwer- 
znm  Mittelpunkte;  seine  Axen  sind  halb  so  lang, 
I  diejenigen  des  Kegelschnittes  k'  nnd  sein  Inhalt  ist  der  vierte  Tbeil 
I  Inhalt  des  Kegelschnittes  ff. 
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XXIV.  lieber  confocale  K^elsohnitte. 

Während  der  Satz ,  dass  sich  zwei  confocale  Kegelschnitle  rechtwink- 
lig  schneiden,  in  vielen  synthetischen  Darstellungen  der  Kegelschnitts- 
theorie sich  findet,*  scheint  der  Beweis  der  Umkehrnng  dieses  Saties: 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kegelschnitte  haben 
gemeinsame  Brennpunkte  —  nirgends  versucht  worden  zu  sein.  EiS 
ist  dies  der  Grund  für  mich  gewesen,  die  folgende  Note  zu  veröffent- 
lichen, welche  einen  synthetischen  Beweis  des  fraglichen  Satzes  in  der 
Form  enthält,  wie  ich  ihn  im  mathematischen  Seminar  zu  Jena  auf  An- 
regung des  Herrn  Prof.  Thomae  im  Winter  1882/83  vorgetragen  habe. 

Es  mögen  in  einer  Ebene  vier  Strahlenpaare  gig\%  gt9\%  9^9%%  9a9a 
mit  den  resp.  Scheiteln  1,  2,  3  und  4  gegeben  sein:  es  soll  die  Anzahl 
derjenigen  Punkte  der  Ebene  bestimmt  werden ,  welche  in  Bezug  auf  alle 
vier  Strahlenpaare  einen  conjugirten  Punkt  besitzen,  d.  h.  es  wird  ge- 
fragt: wieviel  Punkte  giebt  es  in  der  Ebene  von  der  Beschaffenheit,  dass, 
wenn  man  von  einem  Punkte  X  derselben  aus  nach  den  vier  Scheitel- 
punkten 1,  2,  3  und  4  die  Strahlen  x^,  o?,,  x,,  x^  zieht , und  die  diesen 
in  Bezug  auf  die  vier  Strahlenpaare  9i9\^  9%9\  etc.  resp.  harmonischen 
Strahlen  x\^  x\^  x\^  x\  construirt  —  dass  letztere  sich  dann  sftmmtlieh 
wieder  in  einem  Punkte  scheiden? 

Wir  wollen,  um  eine  kürzere  Ausdrucksweise  zu  erhalten,  die  Strahlen 
x\^  x\^  x\^  x\  die  Polaren  des  Punktes  X  in  Bezug  auf  1,  2  etc. 
nennen. 

In  Bezug  auf  nur  zwei  Strahlenpaare,  z.  B.  1  und  2,  hat  jeder 
Punkt  X  einen  und  im  Allgemeinen  nur  einen  conjugirten  Punkt 
X'\  es  ist  dies  der  Schnittpunkt  der  Polaren  x\  und  x\\  die  einander 
conjugirten  Punkte  bilden  also  eine  doppelt  •  unendliche  Mannichfaltigkeit. 
In  Bezug  auf  drei  Strahlenpaare,  z.  B.  1,  2  und  3,  hat  nicht  jeder 
Punkt  der  Ebene  einen  conjugirten  Punkt,  weil  sich  die  entsprechenden 
Polaren  x\^  x\^  x\  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Punkte  treffen  wer- 
den;  die  Punkte  mit  dieser  Eigenschaft  werden   vielmehr  eine  einfach- 


*  Z.  B.  in  Geiser,   Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung, 
5  22  S.  148;  —  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestfitzt  auf  projectiviBche 
EigeDEchaften,  IIL  Abschn.  §  52  S.852. 
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unendliche  Manniclifnltigkeit  bilden,  d.  h.  sie  werden  anf  einer  Cnrre 
liegen.  Dm  diea  zu  domoosttiren  und  angleich  die  Ordnung  dieser  Cnrve 
festinstellen ,  lassen  wir  einen  Punkt  A'  eine  beliehige  Gerade  g,  welche 
nicht  dnrch  einen  der  vier  Scbeitelpnnkte  hindurchgeht,  durchlauTen;  ee 
beBchreiben  dann  die  Strahlen  ^i,Xj,x^  in  perBpectiviacher  Lage  befind- 
liche, also  projectivisch  verwandte  Strahl büsc hei.  Da  aber  jeder  Strahl 
r, ,  T^,  Tj  iuTulnteriBch  liegt  an  seiner  Polaren  x\,3:^,x\,  so  besclirel- 
ben  letzlere  ebenfalls  drei  prnjectivische  Slrahlbüscbel  mit  den  reep.  Cen- 
tren 1,  2,  3,  erzeugen  mitbin  zu  zweien  drei,  im  Allgemeinen  nicht 
aetfallendo  Kegelschnitte  x,g,  «jg,  x^^,  welche  drei  Punkte  ä\,  .1"),  X  ^ 
gemeineam  haben.  In  diesen  drei  Punkten  treffen  sich  je  drei  entspre- 
chende Polaren,  deren  Pole  X^,  X^,  X^  anf  der  Geraden  g  liegen.  Wir 
sieben  hieraus  den  SchlusR,  dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  die  drei  Strahlenpaare  1,  2,  3  conjugirte 
Punkte  besitzen,  auf  einer  Curvn  dritter  Ordnung  C„3  lie- 
gen, die  insbesondere  durch  die  drei  Scheitelpunkte  I,  2  und  3  hin- 
dnrchgeht,  weil  jeder  dieser  drei  Punkte  einen  conjngirten  besitzt,  näm- 
licb  den  Schnittpunkt  seiner  Polarea  in  Bezug  auf  die  übrigen  beiden 
Strahlen  paare. 

Durch  eine  analoge  Betrachtung  finden  wir,  daas  der  Ort  aller  Punkte, 
welche  in  Bezug  auf  die  drei  Strahlenpaare  I,  2  und  4  conjngirte  Punkte 
besitzen,  eine  zvreile  Cnrve  dritter  Ordnung  C^^^  ist,  welche  durch  die 
Punkte  I,  2  und  4  hindurchgeht.  Da  nun  der  conjugirte  Punkt  X'  eines 
Punktes  X  schon  durch  zwei  Polaren,  z.  B.  durch  x\  und  x\  völlig  be- 
stimmt ist,  die  Polare  x\  also  dnrch  Ä"  hindurchgehen  muss,  wenn  A' 
«nf  C,„,  die  Polare  x\  aber  durch  A"  läuft,  wenn  X  auf  C,,,  liegt,  so 
werden  die  den  beiden  Curven  C,jg  und  C^^^  gemeinschaftlichen  Punkte 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Polaren  in  Bezog  anf  sümmtliche  vier 
Strthlenpaare  in  je  einem  Punkte  sich  schneiden,  d.  h.  es  sind  dies  die- 
jenigen Punkte  der  Ebene,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  con- 
jugirte Punkte  in  Bezug  auf  die  vier  gegebenen  Strahlen* 
paare  zu  besitzen. 

Von  den  neun  Schnittpunkten  der  beiden  Carven  dritter  Ordnung 
C^ff  und  Cff^  sind  jedoch  drei  Punkte  ansEnnehmen:  die  Punkte  1  und  2, 
und  der  Schnittpunkt  der  Polaren  der  Verbindungslinie  1  2  in  Bezug  anf 
1  und  anf  2.  Die  Schnittpunkte  der  Polarenpaare  dieser  offenbar  beiden 
Curven    gemeinsamen    drei  Punkte    in  Bezug  auf  1  und  2  erweisen  sieb 

ich  als  unbestimmt. 

Es   bleiben   demnach    nur   noch    sechs  Punkte  in  der  Ebene  übrig, 
liehe  der  geforderten  Bedingung  Genfige  leisten.     Dieselben  • 

gepKsrt;  denn  der  einem  Punkte  X  conjugirte  Punkt  A"  fa«| 
zum  coojugirten  Punkte  wiedernni  den  arspTQngVic>\i«Q  X, 
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Schliesst  im  BeBonderen  jedes  der  vier  gegebenen  Strahlenpaare  einen 
rechten  Winkel  ein,  so  modificirt  sich  nnser  gefandenes  Resultat 
dahin,  dass  eines  der  drei  Paare  conjugirter  Punkte  mit  den  imaginiren 
Kreispnnkten  im  Unendlichen  zusammen föllt. 

Bilden  endlich  die  vier  Scheitelpunkte  1,2,3  und  4  die  gemein- 
samen  Punkte  zweier  sich  rechtwinklig  durchschneidenden  Kegelschnitte 
Xj  und  Xj,  und  die  rechtwinklig  aufeinander  stehenden  vier  Strahlenpaare 
die  Tangenten  an  »j  und  x,  in  jenen  vier  Durchschnittspunkten,  so  sind 
es  ausser  den  imaginären  Kreispunkten  die  Brennpunkte  (und  swar 
die  reellen  und  imaginären)  eines  jeden  der  beiden  Kegelschnitte,  welche 
in  Bezug  auf  die  vier  Tangenten  paare  conjugirte  Punkte  besitaen.  Da 
es  jedoch  ausser  den  Kreispunkten  nur  noch  vier  solcher  Punkte  in  der 
Ebene  geben  kann,  die  vier  Brennpunkte  von  X]  also  allein  schon  die 
Zahl  erfüllen ,  so  müssen  die  vier  Brennpunkte  von  x,  mit  denen  Ton  X| 
völlig  coincidiren,  und  zwar  muss  das  reelle  Paar  mit  dem  reellen,  das 
imaginäre  mit  dem  imaginären  Paare  zusammenfallen,  oder: 

Zwei  rechtwinklig  sich  durchschneidende  Kegelschnitte 
sind  confocal. 

Jena,  den  20.  Februar  1883.  Dr.  Carl  Hosspbld. 


XXY.   lieber  TTnicursalouryen  vierter  Ordnung. 

(ffierzu  Taf.  VI  Fig.  7.) 

So  willkürlich  eine  Erzeugungsweise  einer  Curve  oder  Fläche  vom 
Standpunkte  allgemeiner  Theorie  aus  oft  erscheinen  mag,  so  fruchtbar 
kann  sie  zur  Auffindung  neuer  Thatsachen  werden. 

Im  Folgenden  sollen  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten, oder  von  Cayley  sogenannte  ünicursalcurven,  auf  eine 
neue  Art  erzeugt  und  die  nächstliegenden  Eigenschaften  aus  ihr  her- 
geleitet werden. 

Ein,  wie  mir  scheint,  noch  nicht  bemerkter  interessanter  Sata  ei^ebt 
sich  unmittelbar  aus  dieser  Erzeugungsart;  derselbe  lautet: 

Zieht  man  aus  einem  der  drei  Doppelpunkte  Strahlen, 
von  denen  jeder  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen 
Doppelpunkte  in  einem  Punkte  AT^,  die  Curve  vierter  Ord- 
nung selbst  noch  in  zwei  Punkten  Ä^  und  Ä^  treffen  mOge, 
So  liegt  derjenige  Punkt  X^^  welcher  durch  X^  und  Ä^  har* 
monisch  von  Z^  getrennt  wird,  auf  einem  durch  die  drei  Dop* 
pelpunkte  hindurchgehenden  Kegelschnitte. 

Wir  wenden  uns  zunächst  zur  Erzeugung  der  Curve  vierter  Ordnung 
and  deüniren  dieselbe  als 


Ort  der  Schnittpnakte  eatsprechendet  Strahlen  eines 
StrahlbDscheU  erster  Ordnung  and  einer  zu  diesem  projec- 
tiviechen  Strahlenin volutlon  zweiter  Ordnung. 

Hierbei    int   unter   S t rahleninvoln tion   ewoiter   Ordnung    die 
GesAmnitheit    der  Tnngentenpaare  verslanden,    welche  von  den   Punkten 
einer   geraden  Linie   ans  sn  eine  Curve  zweiter  Ordnung  gelegt  werden 
kSnnen;   sie    wird  anf  ein  Gebilde  von  einfacher  Unendlichkeit  projecli- 
visch  bezeigen,  indem  die  Schniltpankte  conjngirter  Strahlen  auT  die  ein- 
zelnen Elemente  diesea  Gebildes  projectivisch  bezogen  werden. 
W^       Eh    sei  C  (Fig.  7)   der  Mittelpunkt    emea  SlrahlbUscbeis    erster  Ord- 
Bping,   g    der  Ort  der  Schnittpunkte  conjngirter  Strahlen  einer  Strahlen- 
"iBTolntion    zweiter   Ordnung   und    x    der    Kegelschnitt,    welchen    die  Ge- 
sammthcit    der  Strahlenpaare    der  Involution   umhüllt.     Die  Strahlen  des 
Bdschels  C  seien  projecti visch  auf  die  Punkte  der  Geraden  g,  also  auch 
■auf  die  Strahleuinvolution  bezogen. 

^K  Auf  einer  beliebigen  Geraden  C  in  der  Ebene  dieser  Gebilde  fixirt 
H&B  S tra hl b fisch el  C  eine  zn  derjenigen  auf  g  pro jecti visch e  Punktreihe, 
"welche  mit  jeuer  eine  Curve  zweiter  Classe  «'  erzeugt,  die  mit  k  im 
Allgemeinen  vier  Tangenten  gemeinschaftlich  hat;  diese  vier 
Tangenten  bestimmen  auf  p  die  Schnittpunkte  der  erzeugten  Curve, 
welche  also  von  der  vierten  Ordnung  ist. 

Diese  Curve  vierter  Ordnung  &''*^  hat  drei  Doppelpunkte,  und 
zwar  sind  dies  die  folgenden; 

Der    Mittelpunkt    C    des    StcabIbäBcbßls    und    diejenigen 
nd    C"   auf    g,    welche    auf    den    entsprechenden 


Punkte 
Strahle 


D  des  BäBcbel 
beiden    Punkte   C 
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brauchen  nicht  reell  zu  sein  und 
Hannen  insbesondere  in  einem  einzigen  Punkte  zusammenfallen. 
m.  Znoächst  wollen  wir  nachweisen,  dasa,  wenn  eine  auf  die  oben  an- 
gegebene Art  erzeugte  Curve  vierter  Ordnung  vollständig  gezeichnet  vor- 
liegt, dieselbe  in  nnendlich-vielfacher  Wei^e  durch  ein  Strahlbüsuhel 
erster  Ordnung  und  eine  zu  diesem  projectivische  Strahleninvolution 
zweiter  Ordnung  erzeugt  gedacht  werden  kann.  Man  kann  das  Strahl- 
hQschel  in  C  in  ganz  beliebiger  Weise  projectivisch  auf  die  Punkt- 
reihe  g  beziehen,  so  jedoch,  dass  C  und  C"  auf  den  entsprecheoden 
Stntlilen  des  Büschels  C  liegen;  verbindet  man  dann  die  Schnittpunkte 
j,  und  5^  der  Curve  f  *'  und  eines  Strahles  i  in  C  mit  dem  dem  Strahle 
X  entsprechenden  Punkte  X  auf  g,  so  nmhflllen  sämmtlicbe  auf  diese 
Weise  cuostruirten  Paare  von  Verbindungslinien  eine  Cnrve  zweiter 
Classe,  bilden  also  eine  8trahleninvolution  zweiter  Ordnung.  Ba  bestim- 
nKmlich  fünf  Gerade: 


K 


AS,,  X3, 


*  I' 


unrrt 


eine  Cnrre  zweit»  Ordnnng  nnd  Bomit  eine  Strahlen  in  vnlntion  Bweiter 
Ordanng,  welobe  in  bestimmter  WcIbp  projectiviach  anf  das  Strahlböscbel 
in  C  bezogen  iet,  mit  diesem  also  eine  Cnrve  vierter  Ordnnng  A"*"  er- 
zeugt, welche  mit  A'*'  die  drei  Doppelpunkte  C.  C  und  C",  nnd  weiter 
die  fünf  Pankte  ä,.  S^,  j",,  Z\,  ä",,  im  Ganzen  also  17  Pnnkte  gemein- 
sam bat,  mitbin  vollstfindig  mit  ihr  zasammenfällt. 

Ordnen  wir  einem  festen  Strahle  y  von  C  sncceseive  säinmllicb^ 
PnnklB  von  g  mit  Änenabme  »on  C,  C"  nnd  {yg)  an,  und  treffen  die 
Bestiromnng,  dase  der  Pnnkt  C  stete  dem  Strahle  CC',  der  Punkt  C 
dem  Strahle  CC"  zngeonlnet  sei,  so  erhalten  wir  anf  einfach-nnendlich 
viele  Arten  dieselbe  Cnrve  f ', 

Kb  möge  im  Folgenden  eine  zur  Erzeugung  von  A***'  bentttzte  Cnrrt 
Bweiter  Ordnung  x  die  Leitcnrve  von  A'*''  heissen, 

Suchen  wir  den  Pol  n  der  Geraden  3  in  Bezug  auf  eine  Leitt 
X,  und  verbinden  eXmmlliche  Ponkle  der  Geraden  g  mit  ihm  durch 
StiahlbUscbel,  so  ist  dieses  projectivisch  auf  das  Strablbüscbel  in  C  be- 
zogen, erzengt  also  mit  diesem  einen  Kegelschnitt  i"',  welcher  durch  die 
drei  Doppelpunkte  C,  C  nnd  C"  hindurchgeht  und  die  Eigenschaft  hat, 
im  Verein  mit  der  Geraden  g  je  zwei  Punkte  der  Cnrve  X'*', 
welche  mit  C  in  einer  geraden  Linie  liegen,  harmoDiscb  sn 
trennen. 

In  welcher  Weise  wir  nun  die  Cnrve  Ä'"'  durch  ein  Strahlbflsehel 
nnd  eine  entsprechende  Strahleninyolution  erzeugen  mögen,  die  Cnrve  l'^ 
bleibt  ofl'enbar  dieselbe. 

Dieselbe  SchlnssweiBe  können  wir  aber  anf  den  Pnnkt  C'  und  end- 
lich anf  f"  anwenden,  falls  diese  Punkte  reell  sind.  Wir  erhallen  dem- 
entsprechend drei  Kegelschnitte  i''',  i'"',  i<''",  welche  EÄmmtlicb  durch 
die  drei  Doppelpunkte  der  Curve  A"!^'  hindurchgehen. 

Wir  wollen  hier  noch  knrz  anf  einige  Folgerungen  aus  unser«»  all- 
gemeinen Darlegungen  hinweisen. 

Rückt  die  Verbindungslinie  zweier  (reellen  oder  imaginären)  Doppel- 
pnnkte  ins  Unendliche,  so  halbirt  der  Kegelschnitt  k''^'',  welcber  jeut 
der  einzige  reelle  im  Endlichen  ist,  sHmmtliche  Strecken,  welche  durch 
zwei,  mit  C  in  einer  geraden  Linie  liegende  Punkte  der  Curve  A"'«  be- 
grenet  werden,  1'^'  wird  insbesondere  ein  Kreis,  wenn  die  beiden  nn> 
endlich  fernen  Doppelpunkte  identisch  sind  mit  den  imaginSren  Kreis- 
punkten;  wird  eine  Parabel,  wenn  jene  Doppelpunkte  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  zusammenfallen. 

Der  Kall,  in  welchem  zwei  Doppelpunkte  ins  Unendliche  falten,  die 
conjngitten  Paare  der  Strahleninvnintion,  d.  h.  die  Tangenten  paare  der 
Cnrve  x,  parallele  Sirahlenpaare  werden,  führt  uns  auf 'die  Brxengang 
der  Fttaxpunktcnrven  der  Kegelschnitte-  Fällt  man  nSmlich  ans  d«n 
Punkte  C  maf  BämmtUche   Pultb  p&T&Wän  Tv.-a^Qateu    der   Leilcorve  * 
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Lotfae,  BD  ist  die  Gesanimtheit  deraelbpn  projectivisch  bnsogen  anf  die 
Pankte  äei  anendlich  fernen  Ger&den ,  ea  zwar,  dass  jedem  beliebigen 
Strahle  aus  C  die  Riclitnng  des  zu  ibm  senkrecbten  Tangentenpaareg  von 
X  entspricbt.  Die  FusBpunktcnrveii  der  Kegelecbnitte  sind  mitbin  als 
specielle  Fälle  unter  unserer  allgemeineren  Cnrve  vierter  Ordnung  be- 
griffen.     Zugleich    erkennen    wir  ohne  Milbe,    dass  die  sogenannte  Pae- 

^bl'Bcfae  Schnecke,  die  Lemniscat(t  etc.  die  imaginären  Ereia- 

^Bkinkte  imUnendlicben  als  Doppelpunkte  enthalten  mfiesen. 

^F       Wir  geben  dazu  über,  die  C'lasse  unserer  Cnrve,  die  Zahl  ihrer 
Doppel tangcnten  nnd    Wendepunkte  zu  beatimnien. 

Die  Keatstellung  dieerr  Charaktere  zeigt  eine  »uf  den  ersten  Blick 
Uberraachende  Uebereinsttmmung  mit  Sätzen  aus  der  Kegelacbnittstheoric. 
Man  setze  an  Stelle  der  Cnrve  vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt, 
aa  Stelle  der  einfachen  Unendlichkeit  eines  Strahlbtiscbels  die  einfache 
Unendlichkeit  einer  KegelschnittBchaar,  endlich  an  Stelle  der  zweifachen 
Unendlicbkeit  aller  Strahlen  der  Ebene  die  zweifache  Unendlichkeit  einer 
Schaarschaar  von  Kegelschnitten,  d-  b.  aller  Kegelschnitte,  welche  drei 
Gerade  berühren  —  and  man  wird  gewisse  Beziehungen,  welche  zwischen 
einem  festen  Kegelschnitte  einerseits,  einer  Kegel schniltach aar  und  einer 
KegeJBchnittBchaarBcbaar  andererseits  bestehen,  ohne  Weiteres  bezw.  auf 

^|ie  Cnrve  vierler  Ordnung,    ein  Strahlbüscbel   und  das  Strahlenfeld  der 

^Bbene  ausdehnen  können. 

^H|      Ich    will    mich    näher    erklären.      Man    bestimmt   die   C lasse    einet 

^Rnrve,  indem  man  die  Zahl  der  Strahlen  eines  Strahlbüscbel«  erster  Ord- 
nung ermittelt,  welche  die  Cnrve  in  2wei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden.  Diese  Zahl  ergiebt  sieb  in  unserem  Falle  als  gleich 
mit  der  Zahl  der  Kegelschnitte  einer  Schaar,  welche  einen 
festen  Kegelschnitt  einTacb  und  im  ersten  Grade  berühren. 
Es  ergiebt  sich  ferner: 

die  Zahl  der  Geraden  in  der  Ebene,  welche  die  CuTre 
vierter  Ordnung  doppelt  berühren,  als  gleich  mit  der  Zahl 
der  Kegelschnitte  einer  Schaarschaar,  welche  einen  festen 
Kegelacbnitt  doppelt  berühren,  und  endliche 

die  Zahl  der  Geraden  in  der  Ebene,  welche  die  Cnrve 
vierter  Ordnung  in  drei  zub am men fallenden  Punkten  achnei- 
den, als  gleich  mit  der  Zahl  der  K  egelschnitte  einerSohaar- 
■  cfaaar,  welche  einen  festen  Kegelschnitt  im  sweiten  Orside 
bertthren. 

^Die   GUtigkeit   dieser   interessanten    Beziehungen    ist   leicht   nachzu- 
eil. 
Wir  fanden  oben,  das»  die  Schnittpunkte  der  Cnrve  vierter  Ordnung 
Bit   einer  Geraden  p    identisch    seien    mit  dar  mklen    der   vv^r 

g«ii)«iinaflbaftlichen  Tangenten  der  Leitcnrre  ■ 
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projectivisehen  Pnnktreiben   auf  g  und  p  enengten  Corre  sweiter  Ord- 
nung %\ 

Drehen  wir  p  um  einen  festen  Punkt  P,  so  beschreibt  die  Corre  m 
eine  Kegelscbnittschaar  mit  den  Grundstrahlen  g^  CC\  CC^  und  der  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  P  mit  dem  der  Geraden  CP  auf  g  entsprechen« 
den  Punkte  Q.  Unter  den  Curven  dieser  Scbaar  giebt  es  nun  im  All- 
gemeinen sechs,  welche  den  Kegelschnitt  %  einfach  berühren.  Fftr  diese 
sechs  Kegelschnitte  fallen  auf  dem  entsprechenden  p  je  awei  Schnitt- 
punkte der  Curve  A"^^^  mit  p  zusammen,  oder: 

Die  Curve  vierter  Ordnung  K^^^  ist  von  der  sechttan 
Olasse. 

Bewegen  wir  p  beliebig  als  Tangente  an  üf^^'  herum,  so  kommt  die 
entsprechende  Curve  x  unter  den  Kegelschnitten  einer  Schaarsehaar  vor, 
welche  die  Geraden  ^,  CC\  CC"  zu  Grundstrahlen  hat;  ausserdem  berfihit 
aber  %'  die  Leitcurve  immer  in  einem  Punkte  einfach,  hat  also  fiberdies 
noch  je  zwei  im  Allgemeinen  von  einander  verschiedene  Tangenten  mit 
ihr  gemeinsam. 

Viermal  im  Allgemeinen  nun  kommt  es  vor,  dass  auch  das  aweite 
gemeinschaftliche  Tangentenpaar  zusammenfällt,  woraus  der  Sats  ent- 
springt, dass  die  Curve  vierter  Ordnung  £^^^  im  Allgemeinen 
vier  Doppeltangenten  besitzt.  Aus  der  Lage  von  g^CC\  CC  in 
Bezug  auf  die  Leitcurve  x  lässt  sich  in  besonders  einfacher  Weise  fiber 
die  Bealität  der  Doppeltangenten  einer  auf  die  angegebene  Weise  eneng- 
ten Curve  vierter  Ordnung  entscheiden. 

Es  würde  überflüssig  sein,  des  Nfiberen  auseinanderzusetsen,  in  wd- 
eher  Weise  man  constatirt,  dass  die  Curve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Doppelpunkten  im  Allgemeinen  sechs  Inflexionstangen- 
ten  besitzt.  — 

Es  sei  mir  zum  Schluss  die  Bemerkung  verstattet,  dass  diese  ESrseu* 
gungsart  der  Curven  vierter  Ordnung,  auf  Gebilde  zweiter  *8tufe 
übertragen,  eine  Perspective  in  die  Formen  von  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  Knotenpunkt  und   Doppelkegelschnitt  eröffnet. 

Jena,  am  Sylvester  1882.  Dr.  Carl  Hosspbld. 


XXVL  lieber  eine  Eigenschaft  der  Ellipse. 

(Hierzu  Taf.  VI  Fig.  8.) 


a?*  .   .V* 


Die  Gleichung  derselben  sei     s+rf^^l)   0  der  Mittelpjinkt,  M  ^n 

Punkt  auf  dem  Umfange,  dessen  Normale  die  grosse  Axe  in  C,  die  kleine 
In  S Bcbneidet^  ausserdem  bestimme  maxi  a:ui  *d«c  Normale  und  ihrer  Veiw 


IXngeratig  die  Punkte  D  und  D',  so  dass  M D-=  M J/^  dem  ccnjagirten 
Halbmesser  von  OM  iat;  dano  liegen  dieee  Punkte  auf  den  von  0  mit 
den  Halbmeasern  a  —  b  nnd  ü-\-b  beachriebenen  Kreisen. 

»Non   ist,   wenn   e  die   nnnierieche  Exceotricität,   MD  =  ^a*  —  t?x*, 
=  ~MD   und  ME=^MD,    also    MC:M D-.  MExM D' =b'*:ab:a':a!>, 
a  b 

mithin  bilden  diese  fünf  Punkte  auf  der  Normale,  wenn  nich  IV  anf  dem 
Umfange  der  Ellipse  bewegt,  ein  affin  veränderliches  SyHtem,  nnd  da 
die  Tangenten  der  vun  den  einzelnen  Punkten  einer  Geraden  des  Systems 
beschriebenen  Hahncurven  in  jedem  Moment  der  Bewegung  eine  Parabel 
umLUllen,  welche  auch  die  Systemgerade  berührt,  so  nind  die  beiden 
Äxen.  die  Tangente  und  Normale  der  Ellipse  in  M,  die  in  ß  nnd  1/ 
anf  den  Halbmessern  OD  nnd  OD  errichteten  Lothe  sechs  Tangenten 
einer  Parabel,  deren  Directrii  OJH  ist.  Wenn  G  der  Durchschnittspunkt 
dieser  Lothe  ist,  so  sind  die  auf  Gß  und  G D'  in  den  Schnittpunkten 
mit  der  IJirectris  errichteten  Lothe  zwei  weitere  Parabellangenten.  Die 
Tangente  von  M  schneidet  die  verlängerte  grosse  Axe  in  B,  also  ist  der 
Durchscbnittspunkt  der  beiden  um  die  Dreiecke  Of£  und  A/C//  beschrie- 
benen Dreiecke,  welchen  wir  mit  F  bezeichnen,  der  Brennpunkt  der 
Parabel.  W  ist  der  Mittelpunkt  und  D,  D'  sind  die  Brennpunkte  einer 
zweiten  Ellipse,  welche  die  y-Axe  in  0  berührt,  also  ist  die  x-Aie  ihre 
Nonnale  nnd  die  Brennpunkte  f  und  f'  der  ersten  Ellipse  entsprechen 
den  Punkten  D  und  ff  der  zweiten,  d.  h.  Of=Of  ist  gleich  dem  con- 
jngirten  Halbmesser  von  MO  in  der  »weiten  Ellipse,  Denkt  man  sich 
letztere  fest  und  den  Punkt  0  auf  ihrem  Umfang  beweglich,  so  bildet 
die  Normale  von  0  mit  den  fünf  Punkten  f,  0,  C,  f,  B  ein  zweites  affin- 
veränderlich  ea  System;  die  Punkte  /"  nnd  {  bewegen  sich  auf  zwei  Krei- 
sen, deren  Halbmesser  Mf  gleich  der  Summe,  Mf  gleich  der  Differenz 
der  Ualbazen  der  zweiten  Ellipse  sind;  0  bewegt  sich  auf  dem  Umfang 
derselben,  C  und  E  anf  den  Axen,  also  umhllUen  die  Tangenten  dieser 
fünf  Bahnen  auch  eine  Parabel,  welche  ofl'enbar  mit  der  ersteu  identisch 
ist.  Zu  den  obigen  acht  Tangenten  kommen  noch  vier  weitere  hinzu: 
die  beiden  in  den  Brennpunkten  f  und  /'  auf  den  Brennatrahlen  Mf 
und  Mf  der  ersteu  Ellipse  errichteten  Lothe  C'/und  G'f  und  die  beiden 
in  den  Schnittpunkten  dieser  Lothe  nnd  der  Directrix  OM  mit  den  Brenn- 
atrahlen gezogenes  Parallelen. 

Ffillt  man  nun  vom  Brennpunkte  F  der  Parabel  auf  die  genannten 
swölf  Tangenten  Lothe,  so  liegen  ihre  Fusspnnkte  auf  einer  Geraden, 
der  Scheitettangente;  aomit  sind  es  im  Ganzen  13  Tangenlen,  welche 
mit  einander  286  verschiedene  Dreiecke  bilden,  am  welche  sich  ebenso- 
viele  Kreise  beschreiben  laaaen,  die  sämmtlich  dnrob^  gehen  und  deren 

Kbendtirchachnilte  auf  der  Directrix,    nftmlie  Halbmeaaer  CH 

[en.     Hieraus  folgt  der  Sats; 
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getroffen,  welcher  das  zwischen  den  Seiten  B  und  C  liegende  Stück  der 
Parallelen  halbirt.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  ebenfalls  die  Parallelen 
zu  den  Seiten  B  und  C  des  Dreiecks,  so  haben  die  Halbirungspunkte  m, 
und  m,  der  zwischen  den  Beitenpaaren  i^,  C  und  i^,  B  liegenden  Stücke 
dieser  Parallelen  die  Coordinaten: 

m^  =  8^(j4^8t  +  CQS^),       25o«l«8»      «l(^0«i  +  ^0«!l)l 

m,  =  5,  (i^o  «I  +  Bq8^)  ,     5,  (^o«i  +  ^0««)  1     2  ^0*1  «8  • 
Da  nun   der  Inhalt  F  eines  Dreiecks,   dessen  Eckpunkte   durch  die  tri- 
metrischen   Coordinaten    Oii/'iiT'i;    ^2J  ßt^  y%j    ^^^  ßs^  Yz    gegeben    sind, 
ausgedrückt  werden  kann  durch  die  Formel: 

«1»   ßi^   Yi 

wobei  7,  5|,  5^,  8^  den  Inhalt  und  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks 
bedeuten,  so  ergiebt  sich  ftir  den  Inhalt  des  von  den  Punkten  fitj,  si, 
und  m,  gebildeten  Dreiecks,  wenn  man  der  Kürze  halber: 

-^0^1  +  ^0^2  +  ^0*8  =  **» 

setzt,  die  Beziehung: 

$iSi8^J.2siS^s^u{3v  —  u^Jv 

Gehört  aber  der  Punkt  p  =  ^4^,  Bq^Cq  dem  Kegelschnitte  AT  an,   so  ist 
F=0  und  sodann 

daher  folgt: 

18)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  dem  Drei- 
eck umschriebenen  kleinsten  Kegelschnittes  IC  paral- 
lele Gerade  zu  den  Dreiecksseiten  und  halbirt  die  so 
erhaltenen,  zwischen  je  zwei  Dreiecksseiten  liegenden 
Abschnitte  dieser  Parallelen,  so  bilden  die  drei  Hal- 
birungspunkte ein  Dreieck,  dessen  Fl&cheninhalt  eon- 
stant  und  gleich  dem  vierten  Theile  vom  Inhalte  des 
gegebenen  Dreiecks  ist. 
Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  p=^  ^q,  Bq^C^  mit  den  Ecken 

a,  6,  c   des  Dreiecks   und   bezeichnet  die  oberen  Abschnitte  ap,  bp^  cp 

dieser  Ecktransversalen  mit  e^^  e^,  ^,,  die  unteren  Abschnitte  derselben 

™i^  A«  /t*  /s9  ^^  ^^^S^  ^  sich:  für  welche  Punkte  ist 

^«l«8  =  AA/8? 


I 

I 


Da  Diin  ntr  jeden  beliebigen  Punkt  p^A^,  ^oi  ^o  ^>c  Besiehungen  be- 
slebeo : 

M  b&t  man  die  Bedingangsgleicbnng 

oder 

Diese  Gleichung   zerrällt  aber  in  diejenige  des  RegelEchnittea  K  und  in 
die  Gleichang  der  unendlich  fernen  Geraden;  daher  folgt; 

19)  Die  B&mmtlichen  Punkte  des  einem  Dreieck  nmechrie- 
benen  kleinsten  Kegelsclmittes  besitsen  die  Eigen- 
schaft, dass  das  Prodnct  der  oberen  Abschnitte  ihtet 
Ecktransverealen  gleich  ist  dem  Prodncte  der  anteien 


Abschnitt. 


elbe 


Die  Eck  transversalen  eines  Punktes  bestimmen  aber  auf  den  Drei- 
ecksseiten  sechs  Abschnitte  derart,  dass  das  Product  von  drei  nicht  an- 
einanderliegenden Abschnitten  u,  v,  m  gleich  ist  dem  Prodncte  der  drei 
anderen  Abschnitte  u\  v,  m';  ferner  besteht  aber  noch  die  bekannte  Bo- 
aiehung:  ^^^^^^  .  fjj^^s^s^g.^  :«««.  =  s.s^s^  :  uVV. 

Da  aber  fttr  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  A' 
ist.  so  folgt:  "i^ih'^fifafs 


20)   Die   Verl 
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len  Eckpunkten  a,  J),  c  des  Dreiecks  die  Tangenten 
«n  den  Kegelschnitt  A',  welche,  wie  gezeigt  wurde,  den  Seiten  des  Drei- 
ecks parallel  sind,  so  erkennt  man,  daes  der  Kegelschnitt  K  zugleich 
aoch  die  grösste  Ellipse  ist,  welche  dem  Dreieck  der  Tangenten  ein- 
beacbrieben  werden  kann,  und  dass  sich  daher  die  Eigenschaften  de« 
Kegelschnittes  A'  UDOiittelbar  auf  den  einem  Dreieck  einbeschriebenen 
Kegelschnitt  vom  gröseten  Inhalt  Uberlragc.D  lassen.  Dieser  Kegelschnitt 
berührt  niimlich  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Mitten,  ist  mit  dem 
dnreh  die  Ecken  des  Dreiecks  gehenden  kleinsten  Kegelschnitte  A'  con- 
eentrtseh,  Ähnlich  und  Ähnlich  lieg.>nd,  hat  also  ebenfalls  den  Schwer-  - 
pankt  dea  Dreiecks  znm  Mittelpunkte^  seine  Axen  sind  halb  so  lang, 
ftls  diejenigen  des  Kegelschnittes  K  und  sein  Inhalt  ist  der  vierte  Theil 
vom  Inhalt  des  Kegelschnittes  K. 
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XXIV.  lieber  oonfocale  K^elsohnitte. 

Während  der  Satz ,  dass  sich  zwei  confocale  Kegelschnitle  reehtwisk- 
lig  schneiden,  in  vielen  synthetischen  Darstellungen  der  Kegelschnitts- 
theorie  sich  findet,*  scheint  der  Beweis  der  Umkehmng  dieses  Satses: 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kegelschnitte  haben 
gemeinsame  Brennpunkte  —  nirgends  versucht  worden  zu  sein.  EiS 
ist  dies  der  Grund  für  mich  gewesen,  die  folgende  Note  zu  veröffent- 
lichen, welche  einen  synthetischen  Beweis  des  fraglichen  Satzes  in  der 
Form  enthält,  wie  ich  ihn  im  mathematischen  Seminar  zu  Jena  auf  An- 
regung des  Herrn  Prof.  Thomae  im  Winter  1882/83  vorgetragen  habe. 
Es  mögen  in  einer  Ebene  vier  Strahlenpaare  QiQ'i^  9f9\i  9^9%%  9a9\ 
mit  den  resp.  Scheiteln  1,  2,  3  und  4  gegeben  sein:  es  soll  die  Anzahl 
derjenigen  Punkte  der  Ebene  bestimmt  werden ,  welche  in  Bezug  auf  alle 
vier  Strahlenpaare  einen  conjugirten  Punkt  besitzen,  d.  h.  es  wird  ge- 
fragt: wieviel  Punkte  giebt  es  in  der  Ebene  von  der  Beschaffenheit,  dass, 
wenn  man  von  einem  Punkte  X  derselben  aus  nach  den  vier  Scheitel- 
punkten 1,  2,  3  und  4  die  Strahlen  x^,  o?,,  o?,,  x^  zieht , und  die  diesen 
in  Bezug  auf  die  vier  Strahlenpaare  9x9\^  9%9t  etc.  resp.  harmonisehen 
Strahlen  x\^  x\^  x\^  x\  construirt  —  dass  letztere  sich  dann  sftmmtlieh 
wieder  in  einem  Punkte  scheiden? 

Wir  wollen,  um  eine  kürzere  Ausdrucksweise  zu  erhalten,  die  Strahlen 
x\^  x\y  x\^  x\  die  Polaren  des  Punktes  X  in  Bezug  auf  1,  2  etc. 
nennen. 

In  Bezug  auf  nur  zwei  Strahlenpaare,  z.  B.  1  und  2,  hat  jeder 
Punkt  X  einen  und  im  Allgemeinen  nur  einen  conjugirten  Punkt 
X''^  es  ist  dies  der  Schnittpunkt  der  Polaren  x\  und  x\\  die  einander 
conjugirten  Punkte  bilden  also  eine  doppelt  -  unendliche  Mannichfaltigkeit. 
In  Bezug  auf  drei  Strahlenpaare,  z.  B.  1,  2  und  3,  hat  nicht  jeder 
Punkt  der  Ebene  einen  conjugirten  Punkt,  weil  sich  die  entsprechenden 
Polaren  x\^  x\y  x\  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Punkte  treffen  wer- 
den;  die  Punkte  mit  dieser  Eigenschaft  werden   vielmehr  eine  einfach- 


*  Z.  B.  in  Geiser,   Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung, 
S  2S  S.  148;  —  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestfitzt  auf  projectivische 
Eigenechaften,  IIL  Abschn.  §  52  8. 35%. 


unendliche  Mannich fftlligkeit  bilden,  d.  h.  sie  nerden  anf  einer  Corvo 
lifgun.  Um  diflB  zu  dpraouBtriren  und  sagleicb  die  Ordnung  dieser  Cnrve 
festzustellen,  lasaen  wir  einen  Pnnkt  X  eine  beliebige  Gerade  p,  welche 
nicht  durch  einen  der  vier  8cheitelpnnkte  hindurchgeht,  durchlaufen;  es 
beschreiben  dann  die  Strahlen  3",  ,ar,  ,a-g  in  perspeclivischer  Lage  befind- 
liche, also  projectiviscli  verwandte  Strablbüschel.  Da  aber  jeder  Strahl 
x^,  Tj,  ij  involnlorifich  liegt  zn  seiner  Polaren  x\y  x\,  x'^,  so  beschrei- 
ben letztere  ebenfalls  drei  prnjectivische  Strahl bilachel  mit  den  resp,  Cen- 
tren 1,  2,  3,  erzeugen  mithin  zn  zweien  drei,  im  Allgemeinen  nicht 
xerfftllende  Kegelschnitte  «,,,  Äjg,  Xg, ,  welche  drei  Punkte  X\,  X'^,  X\ 
geiaeiosam  babeu.  In  diesen  drei  Punkten  treffen  eich  je  drei  entspre- 
chende Polaren,  deren  Pole  .r,,  X,,  -i;  auf  der  Geraden  g  Hegen.  Wir 
ziehen  hieraus  den  Bchlusfl,  daaa  alle  Punkte  der  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  die  drei  Strahlenpaare  1,  2,  3  conjngirte 
Punkte  besitzen,  auf  einer  Curv«  dritter  Ordnung  C,,,  lie- 
gen, die  infibesondere  durch  die  drei  Scheitelpunkte  1,  2  und  3  hin- 
durchgeht, weil  jeder  dieser  drei  Punkte  einen  conjngirten  besitzt,  nÄin- 
lich  den  Schnittpunkt  seiner  Polaren  in  Bezug  auf  die  übrigen  beiden 
Strahl  eu  paare. 

Durch  eine  analoge  Betrachtung  finden  wir,  dass  der  Ort  aller  Punkte, 
welche  in  Bezng  auf  die  drei  Strahlenpaare  1,  2  und  4  coujngirte  Punkte 
besitzen,  eine  zweite  Curve  dritter  Ordnung  ?,„  ist,  welche  durch  die 
Punkte  1.  2  und  4  hindurchgeht.  Da  nun  der  conjugirte  Punkt  A"  eines 
Punktes  .V  schon  dnrch  zwei  Polaren,  z.  B.  durch  x^  und  *'^  völlig  be- 
stimmt ist,  die  Polare  x\  also  durch  X'  hindurchgehen  rouss,  wenn  X 
auf  C^„,  die  Polare  x\  aber  durch  .1"  läuft,  wenn  X  auf  C^^^  liegt,  so 
werden  die  den  beiden  Curven  C,j3  und  C^^^  gemeinschartlichen  Punkte 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  sHmnitlicfae  vier 
Strahlenpaare  in  je  einem  Punkte  sich  schneiden,  d.  h.  es  sind  dies  die- 
jenigen Punkte  der  Ebene,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  con- 
jagirte  Punkte  in  Bezng  auf  die  vier  gegebenen  Strablen- 
p»ate  zu  besitzen. 

Von  den  neun  Schnittpnnkteu  d 
C,„  und  C,„  sind  jedoch  drei  Punkte 
and  der  Schnittpunkt  der  Polaren  dei 
1  und  auf  2.  Die  Schnittpunkte  der 
Curven  gemeinsamen  drei  Punkte  in 
Dkmlich  als  unbeetimmt. 

Es  bleiben  demnach  nur  noch  i 
welche  der  geforderten  Bedingung  Genüge  leisten.  Dieselben  erscheinen 
gepaart;  denn  der  oinem  Punkte  X  conjngirte  Pnnkt  .V  hat  seineraeila 
zum  eonjngirieu  Punkte  wiedernro  den  araprftngVicWu  X, 


der  beiden  Cntven  dritter  Ordnung 

auszunehmen: 

die  Punkte  1  und  2, 

r  Verbindungslii 

lie  12  in  Bei 

5ug  anf 

Polaren  paare  di 

ieser  offenbar 

beiden 

i  Bezng  auf  1  t 

ind  2  erweis 

en  eich 

sechs  Punkte  i 

in  der  Ebene 

>  übrig. 

292     Der  einem  Dreieck  umschriebene  Kegelschnitt  kleinsten  Inhalts. 

Jiij  =  2  ^o%%>  ^»(^0^2  "f"  ^o^s)>  ^i( "o^«  "J"  Q^s) 
getroffen,  welcher  das  zwischen  den  Seiten  B  und  C  liegende  Stück  der 
Parallelen  halbirt.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  ebenfalls  die  Parallelen 
zu  den  Seiten  B  und  C  des  Dreiecks,  so  haben  die  Halbirungspunkte  m, 
und  m^  der  zwischen  den  Beitenpaaren  i^,  C  und  i^,  D  liegenden  Stücke 
dieser  Parallelen  die  Coordinaten: 

Da  nun   der  Inhalt  F  eines  Dreiecks,   dessen  Eckpunkte   durch  die  tri- 

metrischen   Coordinaten    f^i^  ßi^  Yi]    ^2^  ß%^  y%j    ^z^  ßs^  Yz    g^g^^oi^    sind, 
ausgedrückt  werden  kann  durch  die  Formel: 

«1»   ßiy   Yi 


F  = 


«11  ft»  y« 

«8?    ft»    Ys 


wobei  7,  ^d  ^«i  ^3  den  Inhalt  und  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecka 
bedeuten,  so  ergiebt  sich  ftir  den  Inhalt  des  von  den  Punkten  m^,  si, 
und  m^  gebildeten  Dreiecks,  wenn  man  der  Kürze  halber: 

Bq  t^Q^jÄg  +  jIq  CqSi  8^  +  Aq  Bq  Sj  5j  =  P 

setzt,  die  Beziehung: 

8i8^S^J.28i8^8^u(Sv  —  U*)Jv 

*  L        {^oSi  +  B^8^  +  c\8,y  y 

Gehört  aber  der  Punkt  p  =  j4^^Bq^Cq  dem  Kegelschnitte  AT  an,    so  ist 
F=0  und  sodann 

daher  folgt: 

18)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  dem  Drei- 
eck umschriebenen  kleinsten  Kegelschnittes  K  paral- 
lele Gerade  zu  den  Dreiecksseiten  und  halbirt  die  so 
erhaltenen,  zwischen  je  zwei  Dreiecksseiten  liegenden 
Abschnitte  dieser  Parallelen,  so  bilden  die  drei  Hal- 
birungspunkte ein  Dreieck,  dessen  Fl&cheninhalt  eon- 
stant  und  gleich  dem  vierten  Theile  vom  Inhalte  des 
gegebenen  Dreiecks  ist. 
Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  p  =  ^01  ^01  ^0  ^^^  ^®°  Ecken 

a,  6,  c   des  Dreiecks   und   bezeichnet  die  oberen  Abschnitte  ap,  bp^  cp 

dieser  Ecktransversalen  mit  e^^  «,,  ^,,  die  unteren  Abschnitte  derselben 

™^^  Af  /t*  /s9  ^^  ^^^S^  ®>  sich:  für  welche  Punkte  ist 


VOD    U.  6  BEI  NBR. 


I 


Da  DHU  fOr  jeden  beliebigen  Punkt  p^A^,  ^oi  ^o  '^'^  Beziehungen  be- 
stehen : 

f!.^_?oV+_^       '%  __  ^Si  +  CpSa        Tg  _  ^V+^o£» 
/i~        ^0»,         '      ~f~~        Bf,s^        '     /■,  ~        ^^^         ' 
aa  hftt  msn  die  BedingDngsgleichang 

oder 

Diese  Gleichung  zerfHlIt  aber  in  diejenige  des  EegeUchnittes  A'  nnd  in 
die  Gleichnng  der  nneodlicli  fernen  Geraden;  deher  folgt: 

19)  Die  eSmmtlichen  Punkte  des  einem  Dreieck  nmachrie- 
benen  kleinsten  Kegelacb  nittee  besitzen  die  Eigen- 
flchftft,  dnss  das  Prodnct  der  oberen  Abacbnitte  ihrer 
EeblransverGaleu  gleich  ist  dem  Prodncte  der  unteren 
Abschnitte   derselben. 

Die  Ecktraneversnlen  eines  Punktes  bestimmen  sber  anf  den  Drei- 
ecksseilOD  sechs  Abscbuitte  derart,  dass  das  Product  von  drei  nicht  an- 
einandertiegeuden  Abschnitten  v,  v,  n<  gleich  ist  dem  Prodncte  der  drei 
Anderen  Abaclmitte  u',  v,  n/;  ferner  besteht  aber  noch  die  bekannte  Be- 
»ebung:  ,,,,,,:/■,/■,/■,  =  ,,»,,,:„„  =  ,,,,,,:„•,■»■. 

Da  aber  für  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  K 
iat,  so  folgt;  <^i^t'i  =  fiftfa 

20)  Die  Verbindnngslinien  eine«  beliebigen  Punktes  des 
Kegelschnittes  K  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  bestim- 
men anf  dessen  Seiten  Abschnitte  derart,  daes  das  Pro- 
dnct je  dreier  nicht  an  einanderstossender  Abschnitte 
gleich  dem  Prnduct  der  Dreiecksseiten  ist. 

Zieht  man  in  den  Eckpunkten  a,  b,  c  des  Dreiecks  die  Tangenten 
ao  den  Kegelschnitt  A',  welche,  wie  gezeigt  worde,  den  Seiten  des  Drei- 
ecks parallel  sind,  so  erkennt  man,  dass  der  Kegelschnitt  Ü  zugleich 
auch  die  grösste  Ellipse  ist,  welche  di^m  Dreieck  der  Tangenten  ein- 
beachrieben  werden  kann,  und  dass  sich  daher  die  Eigenschaften  des 
Kegelschnittes  H  nnmittelbar  auf  den  einem  Dreieck  ein  beschriebe  neu 
Kegelschnitt  vom  grössten  Inhalt  Uhertragnn  lassen.  Dieser  Kegelschnitt 
berflbrt  ntfmlich  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Mitten,  tat  mit  dem 
darcb  die  Ecken  des  Dreiecks  gehenden  kleinsten  Kegelschnitte  K  con- 
G«Dtriach,  Xbnlicb  und  ähnlich  liegend,  hat  also  ebenfalls  den  Schwer-  - 
pnnkt  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkte;  seine  Axen  sind  halb  so  lang, 
■la  diejenigen  des  Kegelschnittes  K  und  sein  Inhalt  ist  der  vierte  Theil 
vom  lohalt  des  Kegelschnittes  K. 
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XXIT.  ITeber  oonfooale  Kegelschnitte. 

Wfthrend  der  Satz ,  dass  sich  zwei  confocale  Kegelschnitte  rechtwink- 
lig schneiden,  in  vielen  synthetischen  Darstellungen  der  Kegelschnitts- 
theorie sich  findet,*  scheint  der  Beweis  der  Umkehrnng  dieses  Saties: 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kegelschnitte  haben 
gemeinsame  Brennpunkte  —  nirgends  versucht  worden  la  sein.  EiS 
ist  dies  der  Grund  für  mich  gewesen,  die  folgende  Note  zu  veröffent- 
lichen, welche  einen  synthetischen  Beweis  des  fraglichen  Satzes  in  der 
Form  enthält,  wie  ich  ihn  im  mathematischen  Seminar  zu  Jena  auf  An- 
regung des  Herrn  Prof.  Thomae  im  Winter  1882/83  vorgetragen  habe. 

Es  mögen  in  einer  Ebene  vier  Strahlenpaare  gig\%  9%g%y  ffs9s^  9a9\ 
mit  den  resp.  Scheiteln  1,  2,  3  und  4  gegeben  sein:  es  soll  die  Anzahl 
derjenigen  Punkte  der  Ebene  bestimmt  werden ,  welche  in  Bezug  auf  aUe 
vier  Strahlenpaare  einen  conjugirten  Punkt  besitzen,  d.  h.  es  wird  ge- 
fragt: wieviel  Punkte  giebt  es  in  der  Ebene  von  der  Beschaffenheit,  dass, 
wenn  man  von  einem  Punkte  X  derselben  aus  nach  den  vier  Scheitel- 
punkten 1,  2,  3  und  4  die  Strahlen  x^,  x,,  x,,  x^  zieht, und  die  diesen 
in  Bezug  auf  die  vier  Strahlenpaare  g^Qi^  9%9%  etc.  resp.  harmonischen 
Strahlen  x\ ,  x\ ,  x\ ,  x\  construirt  —  dass  letztere  sich  dann  sämmtlich 
wieder  in  einem  Punkte  scheiden? 

Wir  wollen,  um  eine  kürzere  Ausdrucksweise  zu  erhalten,  die  Strahlen 
x\^  x\^  x\^  x\  die  Polaren  des  Punktes  X.  in  Bezug  auf  1,  2  etc. 
nennen. 

In  Bezug  auf  nur  zwei  Strahlenpaare,  z.  B.  1  und  2,  hat  jeder 
Punkt  X  einen  und  im  Allgemeinen  nur  einen  conjugirten  Punkt 
X'\  es  ist  dies  der  Schnittpunkt  der  Polaren  x\  und  x\\  die  einander 
conjugirten  Punkte  bilden  also  eine  doppelt  -  unendliche  Mannichfaltigkeit. 
In  Bezug  auf  drei  Strahlenpaare,  z.  B.  1,  2  und  3,  hat  nicht  jeder 
Punkt  der  Ebene  einen  conjugirten  Punkt,  weil  sich  die  entsprechenden 
Polaren  x\^  x\^  x^  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Punkte  treffen  wer- 
den;  die  Punkte  mit  dieser  Eigenschaft  werden   vielmehr  eine  einfach- 


*  Z.  B.  in  Geiser,   Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung, 
5  22  S.  148;  —  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projecüviache 
EjgeDscbaften,  lll.  Abschn.  §  62  8.  362. 


nnendltche  Mnnnicbffilligkeit  bilden,  ä,  h.  sie  werden  auf  einer  Cnrre 
liegen.  Cm  dipB  zu  demonstriren  nnd  sogleich  die  Ordnung  dieser  Cnrvn 
festznüteJlea,  lassen  wir  einen  Pnnkt  X"  eine  beliebige  Gerade  g,  welche 
nicht  darch  einen  der  vier  Scheitelpunkte  hindurchgeht,  dnrchlaufen;  es 
beschreiben  dann  die  Strahlen  .r,  ,x, ,  j~i,  in  perspectiviscber  Lage  befind- 
liche,  also  projectiviücb  verwandte  Strahlbüscbel.  Da  aber  jeder  Strahl 
«, ,  Jj,  x^  involnloriech  liegt  zn  seiner  Polaren  x\,x^,x\,  so  beschrei- 
ben letztere  ebenfalls  drei  projectivische  Strablbtiscbel  mit  den  resp.  Cen- 
tren 1,  2,  3,  erzeugen  mithin  xa  zweien  drei,  im  Allgemeinen  nicht 
zerfallende  Kegelschnitte  Kjj,  »j^,  Xg,,  welche  drei  Pankte  X\,  X'^,  X'^ 
gemeineam  haben.  In  diesen  drei  Punkten  treffen  sieb  je  drei  entspre- 
chende Polaren,  deren  Pole  .?,,  A",,  X^  anf  der  Geraden  p  liegen.  Wir 
ziehen    hiernns  den  Schlaes,    daes   alle  Punkte   der  Ebene,   welche 


nf    di. 


able 


1, 


rte 


Pankte 


,  anf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C,jg  lie- 
gen, die  insbesondere  durch  die  drei  Scheitelpunkte  1,  2  und  3  hin- 
darchgeht,  weil  jeder  dieser  drei  Punkte  einen  conjnglrten  besitzt,  näm- 
lich den  Schnittpunkt  seiner  Polaren  in  Bezug  auf  die  Übrigen  beiden 
Strahlen  paare. 

Durch  eine  analoge  Betrachtung  finden  wir,  dasa  der  Ort  aller  Pnnkle, 
welche  in  Bezug  auf  die  drei  Strahlenpnaro  1,  2  nnd  4  conjugirte  Punkte 
besitzen,  eine  zweite  Curve  dritter  Ordnung  C,j^  ist,  welche  durch  die 
Pnnkte  1,  2  nnd  4  hindurchgeht.     Da  nun  der  conjugirte  Punkt  X   eines 


■ei  Polai 


,   völlig 


Punktes  X  schon  durch  s 
stimmt  ist,  die  Polare  x\  also  durch  X'  hindurchgehen  muss,  wenn  X 
»nf  £",„,  die  Polare  x\  aber  durch  X'  läuft,  wenn  X  anf  C,„  liegt,  so 
werden  die  den  beiden  Curven  C,^  und  C,^  gemeinschaftlichen  Pnnkte 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ibre  Polaren  in  Bezug  auf  sfimmtliche  vier 
Strahlenpaare  in  je  einem  Punkte  sich  schneiden,  d.  b.  es  «ind  dies  die- 
jmigen  Pnnkte  der  Ebene,  welche  die  Bedingung  orf&llen,  con- 
jugirte Pnnkte  in  Bezug  anf  die  vier  gegebenen  Strahleu- 
paare  zu  besitz'en. 

Von  den  neun  Schnittpunkten  der  beiden  Curven  dritter  Ordnung 
C,„  nnd  (?,M  sind  jedoch  drei  Punkte  auszunehmen:  die  Punkte  1  und  2, 
nnd  der  Schnittpunkt  der  Polaren  der  Verbindungslinie  12  in  Bezug  anf 
1  and  auf  2.  Die  Schnittpunkte  der  Polarenpaare  dieser  offenbar  beiden 
Curven  gemeinsamen  drei  Pnnkte  in  Bezug  auf  1  nnd  2  erweisen  sich 
dich  als  an  bestimmt. 

Es  bleiben   demnach    nur   noch   sechs  Punkte  in  der  Ebene  Übrig, 
lieh«  der  geforderten  Bedingung  Geniige  leisten.     Dieselben  erscheinen 
epftnrt;  dann  der  einem  Punkte  X  conjugirte  Punkt  A'' bat  seinerseile 
xnm  eenjagirten  Punkte  wiederum  den  ursprUngVicWn   X. 
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zwei  Pftaie  ansAmmeDgehörigdr  partikularer  Integrale  der  simattAnen  I 
fereotialgleicbnngen  9)  nnd  11),  und  zwar  bedenten  hierin 


vier  Zahlen,    die 
ffir  jedes  einzelm 


in   angegebener  Weise  von   f,A  and  (i  abhängen,    also 
zweigliedrige  Pendel  bestimmte  Werthe  haben,  w&farend 


■i»,  «I. 


vier  beliebige  Conetanten  bedeuten. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ana  der  Theorie  der  DifTerentialgleich- 
UDgen  ist  ftber  die  Samme  partikulärer  Integrale  einer  Differentialgleic^ 
nng  eio  Integral  derselben  Gleicfanng.     Es  ist  also  auch 

17)  arj=   ^,    coj(j/p7'  +  ''i)+    -^j    <^<'*{/e^'  +  <^)i 

18)  X,  =  A',  A,  cö* {/^/  +  «,)  +  A-,  A^  cos{yf,l  +  «,). 
Und   zwar  stellen    diese  Gleichnngen   die  vollständigen  Integrale  von  9) 
und  11)  dar,  da  sie  beide  die  vier  willkürlichen  Constanten  ^[,  ^,,  a^^ 
a^   enthalten. 

Entsprechend  erhält  man  ans  10)  nnd  12) 

19)  y^=    J,    rosiy^t  +  ß,)+   B,   «s{^(  +  /S,), 

Die  acht  Constanten  A^,  A^,  ß,,  B^,  a,,  o^,  ^j,  ß^  bestimmen  sich  in 
jedem  einzelnen  Falle  eindeutig  aus  den  Anfangscoordinaten  der  beid« 
Pnnkte  .     „        .    . 

*i Vi  .  a^Vj 

und  den  entsprechenden  Anfangegeaehwindigkeiten 


ich- 
9) 

in 


Vor  Allem  zeigen  die  Gleichungen  17)  bis  20),  dass  die  tod  den  ' 
beiden  Pendelkörpern  beschriebeneo  Bahnen  gleicher  Natur  sind ,  nur 
mit  dem  unterschiede,  dass  die  Constanten  A^,  Wj,  B^,  B^  in  der  Gleich- 
nng  der  zweiten  Fendelbabn  durch  A',  ^,,  K^A,,  A'jf,,  K^B^  vertreten 
werden.  Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden  Bahnen  kSnute 
nur  dadurch  eintreten,  dass  eine  der  Grössen  K  gleich  Null  wSre,  va« 
aber  nicht  eintreten  kann,  so  lange  weder  1  noch  ft  gleich  Null  ist. 

Ferner  zeigen  die  Gleichaugen  17)  bis  20),  dass  die  Pendelbahnen 
dieselben  Curven  sind,  die  man  an  Melde's  Universalkaleidophon  dareli 
Einleitung  zweier  elliptischen  Bewegungen  erhalten  kann,  oder  dieselben 
Curven,  die  man  nach  der  Art  der  Lissajeus'schea  Figuren  erhSit, 
wenn  mau  einen  Lichtstrahl  nacheinander  von  vier  schwingenden  Stimm- 
g»be}a  reßecthen  lässt,  von  denen  je  zwei  gleiche  Schwingnngsdauer  haben. 
Diese  Cjtrrea  atnd  bekanntlich  im  A\\%«TDW"cien \TMisa%Ti4«'ö.t.  und  man  kann. 
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wie  auch  aus  Oleich.  17)  bis  20)  zu  ersehen,  i  ans  den  Curvengleichnngen 
nicht  eliminiren ,   also  dieselben  nicht  auf  die  Form  f{x^  y)  =  0  bringen. 

Dies  tritt  nnr  dann  ein,  wenn  das  Yerhältniss  ^^i^^^s  ein  rationales 
ist.     Setzt  man 

wo  m  and  n  die  kleinsten  ganzen  SSahlen  bedeuten  mögen,  in  welchen 

rieb  dM  Yerhältniss  Yf^ :  Yo^  ausdrücken  litost  und  m  der  Bedeutung  von 
fj  und  fi  entsprechend  stets  grösser  als  n  ist,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Curven  algebraisch  und  vom  Grade  2  m.  Damit  die  Bahnen  der 
Pendelkörper  algebraische  Gurren  werden,  ist  also  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass 


oder 


*«      "*      (l  +  A)(l+^)-^(l  +  f»)»(l  +  i)»-4(l-|-K)i 


m«-it«^^(l  +  >t)«(l  +  A)«-4(l  +  >*)t 
m*+v?  (H-i)(l  +  »i) 

(m«-«»)«^(l+>t)(l+A)«-4A 

4  m». »«  (1  +  i)»  (1  +  ^)  =  4  (m« + n»)».  A . 


21)  (i±i}!(i4.^) 


Diese  Gleichung  ist  in  Bezng  anf  f*  vom  ersten  Grade,  liefert  also  stets 
einen  und  nur  einen  Werth  für  ft,  sobald  X  bestimmt  ist.  Da  aber  f* 
stets  positiv  sein  soll,  so  folgt 


oder 


M=)')' 
( 


(l  +  A)» 


m*  _    .  _     n* 


rr  tnr 

Also  nur  wenn  X  zwischen  den  beiden  angegebenen  Grenzen  liegt,  lässt 
aieh  das  TerhUtniss  von  YÖi'Wt^^^'^  herstellen. 

In  Bezug  auf  iL  ist  21)  quadratisch;  fQr  ein  bestimmtes  ^  erhalte  ich 

alfo  swei  Werthe  X,  welche  stets  reciprok  sind;  denn  — r —  ändert  rieh 
Hiebt,  wenn  man  X  durch   j  ersetzt.    Da  aber  \  poaVtw  ati\u%^\  V»>9^ 
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I 


Qenügt  aUo  (i  dieser  Bedingung,  so  erbMlt  man  ans  21)  stets  swei  reelle 
positive  reciproke  Werthe  für  i,  welche  für  den  Gtenzfall  t*~~~l — iT 
beide  einander  gleich  und  =1  wetdeD. 

Ana  den  Ungleichungen  22)  und  23)  gebt  aach  hervor,  diss  sich 
jedes  beliebige  VerhältniBB  m-.n  herstellen  lässt,  mit  Ansnahmfl  des  Falle« 
m  =  ii,  in  welchem  die  Bewegungen  der  beiden  Pendel Icörp er  die  zweier 
einfacher  Pendel  wären. 

Was  die  Umlanfszeit  der  beiden  Pendel  betrifft,  so  zeigen  die  Gleich- 
ungen 17)  bis  20),    daas  x^t  g^,  .r,,  y,  nnverändert  bleiben,   wenn  man 

2on.m      ign.n 
t  um    — -^^  =  — -=^  vermehrt,    worin   ?  eine  beliebige  ganse  Zahl  hft- 

deutet.     Es  ist  also  j«  m      2ji  n 

die  Zeit,    die  jedes  der  beiden  Pendel  gebraucht,    um  einen  vollen   Ol 
lauf  2U  machen. 

Wesentlich  vereinfathte  Curven  beschreiben  die  beiden  Pendelkörp4 
wenn  eine  der  vier  GröEsen  A,,  ^^,  B^,  B^  verschwindet,  was  man  staU 
durch  passende  Wahl  der  Anfangsbedingungen  erreichen  kann.    Setzt  QMS 

24)  ^=-^=^„   80  wird    J,  =  0,  ^^0 

Ist  nnr  eine  der  Gleichungen  24  "lllllt.         "ntsttrhcn   die- 

jenigea  Curven,    welche    man  am  Ka 

elliptischen  nnd  einer  gei&d''  '  Bi 

dass   man  einen  LicbtstraF  h  ■'■■    -"'^" 

tiren  lässt.  von  denen  zv  ^^^^^^M 

Gleichnngea   24)    nnd  27  ^^^^| 

sieben  die  Curven,  welch  ^^^^^^^M 

xaeammeageaetzt   denken  ^^^^^^| 
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Figuren,  und  zwar  diejenigen,  bei  welchen  die  beiden  Schwingnngsrich- 

tnngen  senkrecht  aufeinander  stehen.    Da  aber  die  Gleichungen  17)  bis  20) 

bestehen  bleiben,  wenn  auch  die  X-  und  F-Axe  keinen  rechten  Winkel 

einschliessen ,  so  folgt,  dass  man  durch  passende  Wahl  der  Anfangslagen 

und  Anfangsgeschwindigkeiten   auch  zwei  geradlinige  Bewegungen  unter 

beliebigen   Winkeln    combiniren    kann,    was    sich    natürlich   auch  direct 

nachweisen  lässt.     Wollte  man  endlich  gleichzeitig  den  Gleichungen  24) 

und   26)   oder  gleichzeitig   25)  und  27)  genügen,   so  fallen  offenbar  die 

beiden  Pendelbahnen  in  ein  und  dieselbe  Vertikalebene  und  werden  ge- 

2« 
rade  Linien,     Die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  beträgt  alsdann  ~j=.9 

resp.  — =• 

Breslau.  M.  Luxbnbbrg,  Stud.  math. 


XZIX.  Eine  geometrisclie  Auffassung  der  homogenen  Coordinaten 

einer  Geraden. 

Sind  die  Gleichungen  zweier  Ebenen 

u^  =  a^x  +  b^y  +  c^z  +  ^^=^0,     w,  =  «^o?  +  6,y  +  c,«  +  a,  =  0 , 
80  bat  die  beiden  gemeinschaftliche  Gerade  bekanntlich  die  Richtung: 

{bc):  {ca):{ab). 

Diese  Determinanten  seien  die  Coordinaten  einer  Strecke  $  unserer  Ge- 
raden if|  =  0|ti2=0,  so  dass  im  orthogonalen  System: 

$^={bcy  +  {cay  +  {ab)\ 

Die  Ebene  des  Büschels,  welche  durch  den  Nullpunkt  geht,  hat  die 
Gleichung 

(wa)  =  o 

und  ihre  Stellung,  die  wir  Stellung  der  Geraden  s  nennen  wollen,  d.  h. 
die  Richtung  ihrer  Normalen  ist: 

{ad):(bd):{cd). 

Dies  seien  wiederum  Coordinaten  einer  Strecke  <,  die  somit  auf  (tid)  =  0 
normal  steht,  und  es  ist: 

IMe  bekannte  IdentitSt 

{ad){bc)  +  {bd){ca)  +  {cd){ab)  =  0 

seigty  dass  die  Strecken  s  und  /  auf  einander  normal  stehen.    Die  homo- 
genen Coordinaten* 


*  Plfleker,  Geometrie  §  1;  —  Baltser,  Anal.  Geometde  %4A« 
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9^^x  cotn^  ^  +  9  cof  «if  +  z  eosn^  z  —  jij  =  0, 
v^=,xcosn^x-\'  peosn^f'i'Zcosn^z  —  n^ssO, 

fo  ift  v^  +  KV^s=0  Dicht  die  Nonnslform  einer  beliebi|^  Ebene  der 
Geraden,  doch  iat  der  Factor  fi,  welcher  sie  dasn  macht,  leicht  an  finden; 
denn  et  iat 

wobei  pascosn^n^.     Es  ist  dann  femer 

fi  cos ft| n^ c=s  coi »1 X  {cos n^x  +  x  cos n^x) 

+  cosn^y  {cosn^y  +  % cosn^y)  +  cosn^z  {cosn^z  +  % eosn^z) , 

fftcofirjitgss  l  +  W)     fftCOSfi^n^esy  +  x; 
daraas  folgt 

wonach  das  Schnittyerhältniss,  wie  bekannt,*  sich  ergiebt: 

nnr  dass  er  hier  fOr  die  Normalen  bewiesen.  Die  sftmmtlichen  Normalen 
der  Ebenen  der  Geraden  sind  Sehnen  einies  Kreises  der  Ebene  S=^0 
mit  dem  Durchmesser  d  und  der  Tangente  i  im  Gegenpnnkt  des  Null- 
punktes. 

Berlin,  Februar  1883.  A.  Thabs. 


XXX.  Ein  Paradoxon  der  Theorie  der  Collineation. 

Die  Formeln 

f»{  =  flx  +  6y +  CZ,     ^t?  =  rf«  +  «y  +  /*2,     iiki=^g^  +  hy  +  iz 

stellen  eine  coUineare  Besiehung  zwischen  den  (f !}{;)- Punkten  und  den 
(xyt)- Punkten  der  Ebene  her.  Die  Aufgabe:  „die  sich  selbst  entspre- 
chenden Punkte  der  Ebene  zu  finden  '^  fordert  die  Auflösung  der  Gleich- 
ungen : 

I)     nx^ax  +  by  +  cz^    iiy=^dx  +  ey  +  fz^    iiz^gx  +  hy  +  iz 

fUr  die  vier  Unbekannten  ^,  x^  y,  z. 

X        V 

Dass  diese  Auflösung  drei  Werthsjsteme  •— «  —  liefert,  zu  welchen 

nach  beliebiger  Bestimmung  eines  z  auch  der  Werth  von  fi  sich  leicht 
zugesellt,  schliesst  man  am  besten  aus  der  geometrisch  sofort  evidenten 
Thatsache,  dass  eine  Collineation  mit  vier  doppelt  einander  zugewiesenen 
Bestimmungspunkten  nicht  mehr  die  in  obigen  Formeln  vorhandene  All- 
gemeinheit aufweisen,  sondern  den  speciellen  Fall  zweier  vollst&ndig  sieb 
deckender  ebener  Systeme  ergeben  würde.  (Wegen  der  analytischen 
directen  Lösung  vergl.  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  S.  261.) 

•  /lesae,  Vorl.  ül  u.  V;  —  Baltier,  a.a,0.  %  M.i, 
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Die  Beeümmiuig  jener  drei  Wertlisjtteme  werde  dub  angebahnt 
dnrch  AnfsteUnng  iweier  vollatlndig  gleichgebanter  Gleichungen  iweiten 
Gradee«  welche  jene  Systeme  I)  gleichMla  an  Wuneln  beaitaen. 

Die  Kegelschnitte 


H) 


y 


ax'\'by  +  CZ 
A 

dx  +  ey  +  fz 
B 

X 

ax'\'by'\^cz 
Ä 

y 

dx  +  ey  +  fz 
ff 

C 

z 
^x  +  Ay-ftt 
C 


=  0. 


=  0 


gehen,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  Zahlen  ABC^  JtffC\  durch  jene 
Doppelpunkte,  wie  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  I)  neigt. 

Da  jedoch  die  Bestimmung  der  sechs  Grössen  A^  B^  C,  ^,  Vy  C 
eine  ganz  willkürliche  war,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Kegelschnitte 
II)  vier  Durchschnittspunkte  aufweisen,  von  denen  also  einer  dadurch 
musgezeichnet  erscheint,  dass  er,  obwohl  den  Gleichungen  II)  genügend, 
doch  dem  System  I)  nicht  angehört. 

Es  soll  im  Folgenden  unsere  Aufgabe  sein,  diesen  ausgezeichneten 
Schnittpunkt,  der  offenbar  von  der  Wahl  der  Grössen  A^  B^  C^  Jl^  B\  C 
auf  das  directeste  abhängt,  zu  fixiren. 

Setzen  wir 

X^  «  a  j-j  +  6yj  +  c«i,     X  ß  =  rfa-j  +  e^j  +/'ri,     XC  =  gx^  +  Äy^  +  iZj 

und  denken  uns  dieses  System  nach  a?|,  jf|,  t^,  X  aufgelöst,  so  ersieht 
man  aus  der  neuen  Form  der  Kegelschnitte  II)  (es  sei  nur  der  erste 
derselben  aufgeführt): 

X  y  z 

II')        aX'\'  by  -^  cz     dx  +  ey  +  fz     gx  +  hy  +  iz     =0, 
o^i  +  byi  +  czi    äx^  +  ey^+fz^    gx^  +  hy^  +  it^ 

dass  derselbe  nicht  nur  dnrch  den  Punkt  x^y^f^^  sondern  auch  durch 
den  conjugirten  Punkt  f  ^  t^i  ti  hindurchgeht. 

Hiermit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Zahlen  A^  B^  C  klar- 
gelegt, und  ein  Fingerzeig  gegeben,  in  welcher  Richtung  auf  jenen  „vier- 
ten *'  Punkt  ^o^o^o  hinzuarbeiten  ist. 

In  der  That:  denken  wir  uns  für  den  zweiten  Kegelschnitt  II)  eben- 
falls die  Bestimmung  von  x^y^z^  geleistet  und  betrachten  folgende  Ver- 
bin  dungsgeraden : 


III) 


IV) 


X 


ax^  +  by^  +  ^*i 
fiX^  +  hy^  +  C2^ 


X     y     z 

^1   Vi    ^1    =ö. 

y  « 

rfx,  +  ey^  +  fz^    gx^  +  Äy,  +  1 1, 


0. 
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Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  III)  ttnd  IV)  ist 
der  gesuchte  aasgeseichnete  Schnittpunkt:  er  liegt  zugleich  auf 
beiden  Kegelschnitten  II),  ohne  doch  im  Allgemeinen  das  System  I) 
lu  erfüllen. 


Erfüllen  nämlich  die  Coordinaten  ^o«  Voi 


Zq  die  Gleichung  III),  was 


man  auch  schreiben  kann: 

ox^  +  by^  +  cz^ 


dx^  +  ey^  +  cz^ 
dx^  +  ey^+fz^ 


und  BUgleich 
IV)    0  = 


gx^  +  hy^+iz^ 


X, 


dx^  +  ey^  +  fz^ 
dx^  +  ey^  +  /•«, 


gx^  +  ey^  +  fz^ 


nx^  +  by^  +  ez^ 
ax^  +  by^-^cz^ 

wosu  wir  noch  die  Identität  fügen 

^«i  +  *yi  +  c«i     dx^  +  ey^  +  fz^ 

0=    ax^  +  by^  +  cz^     dx^  +  ey^  +  fz^ 

ax^  +  by^  +  cz^     rfar,  +  py^  +  fz^ 

so  muss  nach  bekanntem  Satze  die  weitere  Identität  bestehen 

fl«o  +  ^yo  +  ^«o     «'^o  +  ^lfo  +  Ao     g^o  +  ^tfo  +  ^^o 


gx^  +  hy^  +  i^i 
^x,  +  Äy,  +  I  Zj 


0  = 


^0  Vo  «0 


(Man  entwickle  einfach  jene  drei  Determinanten  nach  Elementen  der 
ersten  Zeile.)  Dies  zeigt,  dass  jener  Schnittpunkt  x^y^z^  in  der  That 
jenem  Kegelschnitte  11'),  der  x^y^z^  enthält,  angehört;  durch  Vertauschung 
der  Indices  zeigt  man,  dass  er  ebenso  dem  zweiten  jener  Kegelschnitte 
angehört. 

Dass  jener  Punkt  x^y^z^  zugleich  im  Allgemeinen  dem  System  der 
Wurzelpunkte  yon  I)  nicht  angehört ,  folgt  einfach  aus  der  Bemerkung! 
dass  seine  Lage  von  der  Wahl  der  —  ganz  beliebigen  —  J^  B^  C,  /^ 
B\  C  abhängt. 

München.  Fritz  Hofmavh. 
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Ueber  symmetriBche  Riemann'sclie  Flächen  nnd  die 

Periodioitätsmoduln    der    zugehörigen    Abel'schen 

Normalintegrale  erster  Gattung. 

Von 

Guido  Weichold. 

Hierzu  Tafel  VIl  uud  VIII. 


E  i  n  I  e  i  1 0  0  g. 

Zweck  der  folgenden  ünterauchung  ist,  die  Realität  der  PeriodicitKta- 
moduln  derjenigen  Abel'Bchen  Nor  mal  integrale  erster  Gattung  zu  bestim- 
men ,  welche  zu  algebraischen  fileicbucgen  mit  reellen  Coefficienten  von  be- 
liebigem Geschlechte  p  geboren.  Gründen  wird  sich  dieae  Bestimmung  auf 
die  Betrachtung  der  solchen  Glei(Jiungen  mit  reellen  Coef^cienten  entspre- 
chenden Biemann'scheu  Fllkhen.  Die  letzteren  sind  aber  speciel!  B/mme- 
trische  Flachen,  wie  Herr  Professor  Klein  in  seiner  1882  erschieuenen 
Schrift  „üeber  Biemann'a  Theorie  der  algebraischen  Functionen  nnd  ihrer 
Integrale"  (S.  74) ')  gezeigt  hat.     Daher   beschäftigt   sich  die  Untersuchung 

1.  mit  den  symmetrischen  Flächen  im  Sinne  der  anaXysta  situt, 

2.  mit  den  Periodicitfitsmoduln  der  zu  solchen  symmetrischen  FlBchen 
gehörigen  Abel'scben  Normalintegrale  erster  Gattung. 

Der  Gedanke,  die  RealitSt  jener  Periodicitatsmoduln  zu  untersuchen, 
ist  durchaus  kein  neuer,  vielmehr  liegen  schon  verschiedene  Arbeiten  über 
diesen  Gegenstand  vor.  Als  Hileste  ist  zu  nennen  die  Berliner  Diasertation 
Ton  Henoch  vom  Jahre  186Ö  mit  dem  Titel:  „De  Abelianarum  functionum 
periodjs",  welche  freilich  nur  den  Fall  der  hyperelliptisohen  Functionen  und 
auch  diesen  nicht  in  allgemeiner  Weise  bebandelt. 

Die  zweite  Arbeit  ist  dann  die  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Klein 
in  Band  X  der  Mathem.  Annalen  (S.S65flgg.),  welche  den  Titel  führt; 
„Ueber  den  Verlauf  der  Abel'schen  Integrale  bei  den  Curven  vierten  Ora- 

.  Diegelbe  fahrt  fUr  den  speziellen  Fall  p  =  3  jene  Bestimmung  aus  und 
scbliesat  dabei  noch   einen   gewissen   äussorsten  FaU,    der  auch   in  unserer 


t>  Diese  Schrift,  welche  im  Folgenden  noch  mehi&ch 
immer  Inira  mit  R.  Th.  bezeichnet  werden. 

a  I.  MMlhtmMllk  a.  Fäyili  XXVllI,  8. 


1  citiren  sein  wird. 
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Untersuchung  eine  Sonderstellung  einnehmen  wird ,  aus ;  im  üebrigen  stützt 
sie  sich  wesentlich  auf  die  Gestalten  jener  Curven  und  gebt  von  ihnen  erst 
zu  den  Biem  an  naschen  Flächen  über.  Eine  Verallgemeinerung  dieser  Me- 
thode war,  weil  die  Lehre  von  den  Gestalten  der  algebraischen  Curven  im 
Falle  eines  beliebigen  p  noch  nicht  genügend  ausgebildet  ist,  nicht  möglich, 
und  es  ist  vor  allem  die  Erkenntniss  des  schon  oben  angegebenen  Ausgangs- 
punktes von  den  Bie  man  naschen  Flächen  selbst,  welche  den  leitenden  Ge- 
danken der  vorliegenden  Untersuchung  bildet  Um  so  mehr  möchte  der 
Verfasser  gleich  an  dieser  Stelle  erwähnen ,  dass  er  jene  Erkenntniss  sowie 
überhaupt  die  ganze  Anregung  zu  der  vorliegenden  Arbeit  und  mannigfache 
Förderung  bei  derselben  seinem  hochverehrten  Lehrer,  Herrn  Professor 
Klein  verdankt 

Endlich  hat  in  neuester  Zeit  Herr  Dr.  Hurwitz  in  Band  LXXXXIV 
von  Cr  eile's  Journal  (S.  1  ügg»)  eine  Arbeit  unter  dem  Titel:  „Ueber 
die  Perioden  solcher  eindeutiger  2 n- fach  periodischer  Functionen,  welche 
im  Endlichen  überall  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen  und  für 
reelle  Werthe  ihrer  n  Argumente  reell  sind"  veröffentlicht,  welche  ebenfalls 
derartige  Bealitätsuntersuchungen  anstellt,  und  zwar,  wie  der  Titel  zeigt, 
für  einen  noch  allgemeineren  Fall  als  den  der  AbeTschen  Integrale;  dem 
entsprechend  sind  auch  die  Besultate  derselben  nicht  so  speciell  und  einfach 
wie  diejenigen,  welche  im  Folgenden  abgeleitet  werden  sollen.^) 

Was  femer  die  symmetrischen  Biem  an  naschen  Flächen  anbelangt, 
deren  Betrachtung  die  Grundlage  der  folgenden  Untersuchung  bildet,  so 
sind  auch  diese  schon  mehrfach  behandelt  worden,  wenn  auch  zum  Theil 
unter  ganz  anderen  Gesichtspunkten.  Es  hat  sich  nämlich  Herr  Professor 
Klein  in  den  Bänden  VII  und  X  der  Mathem.  Annalen  in  den  Aufsätzen 
mit  dem  Titel:  „Ueber  eine  neue  Art  von  Biem an  naschen  Flächen"  mit 
diesen  Flächen  eingehender  beschäftigt  und  daselbst  auch  schon  die  Haupt- 
unterscheidung derselben  in  orthosymmetrische  und  diasymmetrische  Flächen  ^) 


1)  Den  näheren  unterschied  zwischen  dieser  Arbeit  des  Herrn  Dr.Hurwitz  und 
der  vorliegenden  anzugeben,  würde  zu  weit  fähren;  es  sei  nur  gesagt,  dass  den 

in  jener  Arbeit  unterschiedenen  n  -f- 1  (resp.  j>  + 1)  Classen  in  dieser  1  -^- — J  Arten 
(vergl.  §  2  des  Textes)  gegenüberstehen. 

2)  Diese  Bezeichnung  findet  sich  allerdings  noch  in  keiner  Publication  ange- 
wendet; sie  wurde  zuerst  in  einem  im  Wintersemester  1881/82  von  Herrn  Professor 
Klein  abgehaltenen  Seminar  eingeführt,  in  welchem  derselbe  auch  die  weiter 
unten  erwähnte  weitergehende  Classification  mittheilte  und  bei  welchem  auch  der 
Verfasser  die  unmittelbare  Anr^ung  für  die  vorliegende  Arbeit  empfing. 

Die  der  Classe  der  diasymmetrischen  Fläcken  angehörigen  sogenannten  Doppel- 
flächen kennt  man  übrigens  schon  länger,  und  zwar  wohl  seit  Mob  ins,  welcher 
zuerst  solche  Flächen  betrachtete,  aber  freilich  nicht  als  symmetrische  Riemann- 
sche  Flächen  ansah. 

Eß  Bcheint  übrigens  dieser  unterschied  zwischen  den   ortho-  und  diasymme- 
triachen  F Jachen  und  die  ihm  entsprechende  Eintheilung  der  algebraischen  Curven 


Von  G.  Wbichold.  323 

aufgestellt.  Daneben  hat  Herr  Schottky  in  seiner  Dissertation  vom  Jalire 
1875  eine  bestimmte  Classe  solcher  Flächen  betrachtet,  freilich  ohne  sie 
irgendwie  als  Bie  mann 'sehe  Flächen  anzusehen.^)  Alsdann  hat  Herr  Pro- 
fessor  Klein  in  seiner  Eingangs  genannten  Schrift  (B.  Th.  S.  72  flgg). 
sowie  in  einer  Note  in  Band  XIX  der  Mathem.  Annalen  (S.  565  —  568) 
die  symmetrischen  Flächen  weiter  classificirt  nach  der  Anzahl  der  soge- 
nannten Uebergangscurven. 

Schliesslich  möchten  wir  noch  bezüglich  der  im  Folgenden  angewandten 
Darstellung  der  symmetrischen  Flächen  durch  sog.  Fundamentalbereiche 
d.  h.  durch  berandete  Flächenstücke  mit  ,, bezogenen**  Bändern  hervorheben, 
dass  dieselbe  ebenfalls  von  Herrn  Professor  Klein  angegeben  wurde,  und 
zwar  zuerst  in  der  bereits  genannten  Note  in  Band  XIX  der  Annalen,  so- 
dann aber  in  der  jüngst  erschienenen  Abhandlung  in  Band  XXI  der  Mathem. 
Annalen  (S  141  flgg.),  welche  den  Titel  führt:  „Neue  Beiträge  zur  Bie- 
m  an  naschen  Theorie". 


I.  Abschnitt. 

Die  symmetrischen  Flächen. 


§  1. 

Vorbemerkung. 

Unter  symmetrischen  Flächen  werden  solche  Flächen  yerstanden ,  welche 
eine  Transformation  in  sich  selbst  zulassen,  bei  welcher  die  Winkel  umge- 
legt werden^)  und   welche   zweimal  angewandt  zur  Identität   zurückführt. 

auch  noch  in  anderer  Beziehung  Ton  principieller  Bedeutung  werden  zu  sollen. 
So  ist  Herr  Professor  Klein  durch  die  jüngst  von  dem  französischen  Geometer 
Laguerre  in  den  Comptes  rendus  de  TAcadämie  des  sciences  de  Paris  (tome  94 
[1882  I]  pag.  778,  832,  933,  1033  u.  1166)  erschienenen  Aufsätze,  in  welchen  sehr 
verschiedene  Probleme  der  Geometrie  dadurch  vereinfacht ,  vor  allem  weniger  viel- 
deutig gemacht  werden,  dass  den  Curven  immer  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt 
wird,  darauf  aufmerksam  geworden,  dass  sich  diese  Methode  immer  nur  auf  die 
den  orthosymmetrischen  Flächen  entsprechenden  Curven  ausdehnen  läset,  dagegen 
nicht  auf  die  den  diasymmetrischen  Flächen  entsprechenden. 

1)  Diese  Dissertation  erschien  in  Band  LXXXIII  von  Grelle *8  Journal  unter 
dem  Titel:  „Ueber  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  ebener 
Flächen".  Die  besondere  Art  seiner  symmetrischen  Flächen  besteht  in  schlichten 
mit  p  + 1  Raudcurven  versehenen  Ebenenstücken ,  welche  doppelseitig  zu  denken 
sind.  Dasselbe  Problem  hatte  übrigens  schon  Riemann  in  Angriff  genommen; 
man  vergl.  Fragment  XXV  seines  Nachlasses. 

2)  Wegen  dieses  Ausdrucks  sowie  überhaupt  der  ganzen  Definition  vergl.  R.  Th. 
pag.  70  u.  72. 


^ 
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Diese  TrooBformatioa  eoll  im  Folgenden  immer  nnr  kurz  die  s; 
sehe  Umformung  der  Flächen  genannt  werden.')  Ferner  werden  im 
Folgenden  solche  Punkte,  welche  bei  der  symmetrischen  Umformung  in  sieh 
selbst  Obergehen,  sich  Belbst  Bymme Irische ,  je  swei  Punkte,  welche  dabei 
in  einander  abergehen,  ein  Paar  zu  einander  symmetrische  Punkte,  solche 
Curven,  deren  sSmmtliche  Punkte  bei  der  symmetrischen  Umformung  in 
sich  übergehen,  üebergangsouTven*),  ssolche  Curven  dagegen,  welche 
bei  jener  Umformung  durch  gegenseitige  Vertauschung  ihrer  Punkte  in  sich 
Übergeben,  sich  selbst  symmetrische  Curven  und  endlich  je  zwei 
Curven,  von  denen  die  eine  in  die  andere  tibergeht,  ein  Paar  zu  einander 
symmetrische  Curven  genannt  werden.  Bei  den  sich  selbst  symmetrischen 
Curven  kann  man  zweierlei  Arten  unterscheiden,  je  nachdem  dieselben 
üebergangscurven  schneiden  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Lagerung 
der  zu  einander  symmetrischen  Punkte  auf  einer  solchen  Onrve  digenige, 
welche  in  Fig.  1  für  den  Fall,  dass  die  Curve  sich  nicht  selbst  schneidet, 
angegeben  ist;  es  sind  dabei  a  and  d  die  beiden  üebergangscurvenpnnkte, 
h  und  b'  nnd  ebenso  c  und  c  Paare  von  zu  einander  symmetrischen  Punk- 
ten. Im  zweiten  Falle  dagegen  sind  die  Punkte  so  gelagert,  wie  es  Fig.  2 
seigt,  wenn  nSmlich  a  und  a,  h  und  b',  c  und  c  Paare  symmetrischer 
Punkte  sind.  Es  wird  dementsprechend  auch  im  Folgenden  von  sich 
selbst  symmetrischen  Curven  der  ersten  oder  der  zweiten  Art 
gesprochen  werden,  je  nachdem  dieselben  die  üebergangscurven  schneideu 
oder  nicht.  ■ 

lieber  die  Katar  der  im  Folgenden  eu  betrachtenden  symmetrischam 
Flächen  sollen  nun  aber  noch  einige  bescbrünkende  Voran ssetziui gen  ge- 
macht werden.  Erstens  sollen  sie  völlig  geschlossene  solche  Fl&chen 
sein,  die  sich  allerdings  unter  Umstünden  auch  ins  unendliche  erstrecken 
können.  Zweitens  sollen  dieselben  frei  sein  von  solchen  Stellen,  in 
denen  sich  eine  unendlich  grosse  Zahl  von  ünstetigkeitei 
wie  Spitzen  oder  Kanten  häuft;  und  endlich  soll  auch  das  G 
schlecht  der  Flächen  kein  unendlich  grosses  oder  gewisser- 
massen  ins  Unendliche  wachsendes  sein,  so  dass  man  also  immer, 
im  Stande  ist,  durch  eine  endliche  Anzahl  von  geeignet, 
scbneidnngen  die  Flfichen  in  lauter  auf  die  Ebene  ansbreit 
bare  StUcke  zn  zerlegen. 


1 


1)  E»  kann  natürlich  der  Fall  vorkommen,  dass  bei  einer  und  dcraelbeu  Fläche 
verschiedene  solche  TransformatioDeu  möglich  rind,  also  dieselbe  mehrere  Sym- 
metrien zDgleich  besitzt.  Solche  Fälle  sind  aber  Mei  von  keberlei  besonderer  Be- 
deutung, und  m  wird  daher  immer  nur  der  Fall  einer  einzigeu  Symmetrie  in  Be- 
ttacht gesogen  werden, 

2)  Da  für  die  hier  anzua teilenden  Betrachtangen  isolirte  sich  eelbtt  symmetri- 
sobe  Ponkte  inuuer  nur  mit  unendlich  kleinen  Uebergaugecurven  au  identificij 

Miod,  »o  wird  im  Folgenden  überhaupt  nur  von  Uebergaugicurven  geaprocheii 
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Die   folgende  Betrachtung  der   symmetrisclien  FIBchen   wird   sich   nun 
im  WeBcntlichen  auf  naehBtehende  drei  Punkte  erstrecken: 

1.  die  Clasaificirung  derselben, 

2.  die  ZurUckfUhrung  derselben  auf  Norm al formen , 

3.  die  achematische  DarBtellung  derselben  durch  Fundamentalbereicbe. 
Der  üeliersichtlichkeit  halber  wird  aber  der   blossen  Angabe  der  Ein- 

theilnng  der  symmetrischen  Flächen  zuD&:hst  eine  Tabelle  der  späterhin  als 
Normalformen  zu  benutzenden  symmetrischen  FIBchen  fUr  die  FBllep  =  1,2,3,4 
folgen.  Dann  erst  wird  jene  GlassificatioQ  der  aym metrischen  FISchen  be- 
gründet werden. 

A.  ClasBlflcIning  der  symmetrischen  Flächen. 

§2. 
Die  OlSBsea  und  Arten  der  flymmetrisohen  Fläalien. 

Bei  den  symmetrischen  Flächen  bieten  sich  neben  dem  Geschlechte 
oder  der  Anzahl  der  die  Fläche  nicht  zers (tickenden  RUckkehrschnitte  noch 
i  weitere  Eintheilangsgründe  dar.     Der  erste  ist  derjenige,  welcher  zur 
leidnng  der  symmetrischen  FISchen  in  orthosymmetrische  und 
[metrische  Flüchen  führt.  Er  ISsst  sich  folgenderm aasen  chaxak- 
terisireu.     Zerschneidet  man  eine  symmetriBchc  Fläche  längs   aller  Ueber- 
gangscurven,    welche  sie  besitzt,    so  zerfällt  dieselbe  entweder    in  zwei  ge- 
trennte Theile  oder  nicht.     Im   ersteren  Falle   heisst 

metrische,  im  letaleren  eine  diasymmetriache.')  Für  diese  beiden 
'  Gattungen  von  symmetrischen  FlUchcn  soll  im  Folgenden  immer  der  Ans- 
I   druck  „Classe"  gebraucht  werden. 

Einen  weiteren  Eiutheilnngsgrund  aher  bildet  die  Anzahl  der  Ueber 

gangscurven   der    symmetrischen    Flfichen.     Es    kann   nämlich    bei   oinei 

[  orthosymmetrische n  FlSche  vom  Geschlechte  p   die  Anzahl  der  Uebergangs- 

I  ourven,  welche  fortan  kurz  mit  i  bezeichnet  werden  soll,  die  folgenden  Werthe 

thaben:  l^p  +  'i,    p-1,   ^.-3...  (excl.  0), 

I  bei  einer  diasym metrischen  Fläche  vom  Geschlechte  p  die  Werthe: 
l=p,    p  — 1,    11— 2. ..2,  1,  0, 
so  dass  bei  einem  und  demselben  Geschlechte  p  p-\-^  diaflymmetrische  ond 

1(.  I  orthosymmetrische  Flächen  eiistiren,  wenn  man  unter  dem  Zei- 
chen [  ]  die  grCsste  in  dem  eingeklammerten  Ausdnick  enthaltene  ganie 
Zahl  versteht     Man  wird  also  hiemach  im  Ganzen: 


I 


m+^+-[^1 


1}  Die  Bedeutung  dieser  Namen  wird  np'itet  (vwg\.  B,  ^^fe  knm'^'^siM  '»«ässq-  J 
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verschiedene  Gruppen  von  symmetrischen  Flächen  bei  einem  und  demselben 
p  unterscheiden  können,  und  diese  Gruppen  sollen  im  Folgenden  die  ,,Arten^* 
der  symmetrischen  Flächen  genannt  werden. 

Für  die  hiermit  aufgestellten  Classen  und  Arten  der  symmetrischen 
Flächen  lässt  sich  nun  eine  höchst  bequeme,  kurze  Bezeichnungsweise  ein- 
führen. Deutet  man  nämlich  die  beiden  Classen  von  symmetrischen  Flächen 
nur  noch  durch  die  beiden  Vorzeichen  +  und  —  an  und  versteht ,  wie  schon 
vorher,  unter  p  und  k  das  Geschlecht  und  die  üebergangscurvenanzahl ,  so 
kann  man  diese  dreierlei  Zeichen  zu  Symbolen  von  der  Form: 

±(p,  i) 

vereinigen ,  von  denen  offenbar  jedes  die  drei  Bestimmungsstücke  einer  Art 
von  symmetrischen  Flächen  enthält  und  darum  als  der  „Charakter**  einer 
solchen  Art  bezeichnet  werden  soll.  Natürlich  werden  in  den  Symbolen  die 
Werthe  von  p  und  X  so  gewählt  sein  müssen^  dass  sie  mit  einander  ver- 
träglich sind  d.  h.  dass  l  einen  der  Werthe  hat,  welche  bei  dem  bestimm- 
ten p  und  der  betreffenden  Classe  zulässig  sind. 

§3. 
Bepräsentanten  der  syxnmetrisclien  Flächen  für  die  Fälle 

jp=l,  2,  8,  4. 

Die  auf  Tafel  II  befindliche  Tabelle  der  späterhin  als  Normalflächen 
zu  betrachtenden  und  darum  schon  jetzt  so  bezeichneten  symmetrischeil 
Flächen  giebt  zunächst  für  alle  Arten  der  symmetrischen  Flächen  mit  Aus- 
nahme allein  derjenigen  vom  Charakter  —  ( j?,  0)  in  den  Fällen  p  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 
je  einen  Repräsentanten  und  dann  für  sich  in  den  Fällen  1>  =  1  und  jp  =  2 
je  einen  solchen  der  diasymmetrischen  Flächen  ohne  üebergangscurven  an. 
Diese  Trennung  der  Axt  vom  Charakter  ^(p,  0)  von  den  übrigen  Arten 
rechtfertigt  sich  durch  die  Unmöglichkeit,  sie  in  derselben  einfachen  Weise 
darzustellen  wie  diese  übrigen. 

Zum  Yerständniss  dieser  Normalflächen  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Jede  Fläche  vom  Charakter  +  (p,  A)   best-eht   aus   einem   doppelseitig   zu 

denkenden  X-fach  berandeten  Ebenenstück,  auf  welches  sich ^ Henkel- 
paare, welche  je  nur  einseitig  zu  denken  sind,  aufsetzen.  Jede  Fläche  vom 
Charakter  — (p,  it>0)  aber  besteht  aus  einem  A-fach  berandeten,  eben- 
falls doppelseitig  zu  denkenden  Flächenstück ,  welches  p  —  A  +  1  Verdreh- 
ungen aufweist,  vermöge  deren  je  ein  unmittelbarer  üebergang  von  der 
einen  Flächenseite  zur  anderen  stattfindet  und  um  welche  alle  je  eine  und 
dieselbe  üebergangscurve  herumführt.  Der  einfachste  Fall  einer  solchen 
Fläche  ist  der  der  Fläche  vom  Charakter  —  (1,  1),  des  sogenannten  Möbius- 
schen  Blattes.  Bei  allen  diesen  Flächen  der  Tabelle  vom  Charakter  +  (jp,  A  ]>  0) 
werden  durch  die  Bänder  der  doppelseitigen  Flächenstücke  die  Uebergangs- 
curven  derselben  repräsentirt. 


I 


Wm  dann  weiter  die  Flächen  vom  Charakter  —  (p,  0)  anbelangt,  welche 
in  der  ganzen  Untersuchung  immer  eine  gewisse  Sonderstellung  einnehmen 
werden,  so  ist  ab  ReprSsentaut  für  den  Fall  ;7  =  1  in  der  Tabelle  die  von 
Herrn  Professor  Klein  angegehene  Fläche  (vergl.  R.  Th.  8.  80)  gewählt. 
Dieselbe  lässt  eich  am  besten  verstehen,  wenn  mau  sich  die  Knt8t«bung 
derselben  vergegenwUrtigt.  Man  denke  sich  nämlich  etwa  einen  Gummi- 
echlanch,  stUlps  das  eine  Ende  desselben  nach  innen  nm,  stecke  es  durch 
eine  in  der  Wandung  des  Schlauches  angebrachte  OL'fTDnng  noch  aussen 
dnroh  und  setze  es  endlich  mit  dem  anderen  Ende  des  Schlauches  lüngs  des 
ganzen  Querschnittes  desselben  in  Verbindung.  Aus  dieser  Fläche,  welche 
sich  llUtgs  der  Curve  D  selbst  durchdringt,  erhält  man  dann  durch  die  An- 
aetzung  von  1 ,  2 ,  3  , . ,  Henkelpaaten  die  Flächen  vom  Charakter  —  {p,  0) 

für  dit3  Fälle  p  =  3, 5, 7 Daneben  soll  dann  der  Repräsentant  der  Flfichen 

vom  Charakter  —  (2,  0)  in  der  Tabelle  die  Ebene  in  projectiviscber  Auf- 
fassung') mit  einem  Henkelpaar  sein,  ans  welcher  sich  die  Flächen  vom 
Charakter  —  (p,  0)  fUr  die  Fälle  p=  4,  6,  8  . . .  durch  Hinzufilgung  von 
1,  2,3...  Henkelpaarea  ergeben. 

Es  sei  hier  nur  noch  bemerkt,-  dass  neben  den  hier  gerade  angeführten 
Flächen  fUr  die  einzelnen  Arten  natürlich  noch  sehr  verschieden   gestaltete 
solche   PlSehen    gedacht   werden   können.     Von   der   speciellen    Betrachtung 
anderer  Flächen  wird  aber  hier ,  abgesehen  von  der  zu  erstrebenden  Kürze, 
besonders  deswegen  abgestanden,  weil  eine  zu  gestaltliche  Auffassung  dieser 
Flächen  leicht  von  dem  allgemeineren  Begriffe  einer  R  iem  an  n 'sehen  Mannig- 
faltigkeit, für  welche  die  angeführten  Beispiele  nur  Versinnlich ungen  sein 
I  sollen,  abziehen  konnte.     Darum    möge   auch  hier  darauf  hingewiesen  wer- 
I  den ,    dass  die  Worte  „Curve"  und  „Flitche"  im  Folgenden  immer  nur  der 
'    Kürze  halber  gebraucht  werden  und  sie    stets    in   dem   allgemeineren  Sinne 
der  „linetfl-en"  und   der  „zweidimensionalen  Mannigfaltigkeit" 
verstanden  werden  sollen. 

L  §4. 

I  Begründung  der  Eintheiltmg  der  STinmetriBohen  FlEolien. 

I  Es    wird  sich    zunächst   darum    handeln ,    zu   zeigen ,    dass   die    ünter- 

■  Bcheidung  von  ortho-  und  dias.vmmetrischen  Flächen  wirklich  eine 
1' berechtigte  nnd  auch  eine  umfassende  ist.  Das  erstere  folgt  unmittelbar 
Kiarans,  dass,  wie  die  Beispiele  des  vorigen  Paragraphen  lehren,  Flächen 
ftder  beiden  verschiedenen  Classen  vorhanden  eind.  Dass  es  aber  ausser  diesen 
■[beiden  Classen  keine  dritte  giebt,  erhellt  daraus,  dass  eine  symmetri- 
ftaebe  Fläche  nie   in  mehr  aU  zwei  Theile  zerfallen  kann,  wenn 

I  t)  Dbh  die  Kbene  in  projeotiritcher  Außaasang  in  der  That  als  Doppelfläche 

I  vom  GeBChlechl-^  0  nuzuaehen  ist,  geht  una  den  Aufsitzen  den  Herrn  Profesanr 
Ml«in  „üeber  den  Zuiammenhang  der  FlQclieD"  in  Baud  TU  (S,  bhü)  und  Band  '^ 
\fß.  4T9)  der  Matbem.  Annalen  hervor. 
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man  sie  l&nga  aller  ibTerllebergangacarveii  zerschneidet.  17m~ 
dies  letztere  zu  beweisen,  ist  zuvörderst  zn  zeigen,  dass  Uebergangs- 
curven  sich  nie  Bchneiden  können.  Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so 
würde  ein  Zerfallen  der  Fläcben  in  mehr  &U  zwei  Stocke  ohne  Weiteres 
denkbar  sein.  Allein  dass  dies  nicht  stattfindet,  lässt  sich  folge ndermassen 
erkennen.  Zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Uebergangscurve  einer  symme- 
trischen Fl&che  sind  überall  in  unmittelbarer  Nähe  derselben  nur  Punkte 
gelegen ,  welche  bei  der  eymmetrischea  Umformung  der  Fläche  in  einander 
Übergehen ,  ako  Punkte ,  welche  bei  derselben  nicht  ungeändert  bleiben. 
Dies  letztere  aber  würde  man  anzuoehroen  genöthigt  sein,  wenn  eine  Ueber- 
gangscurve eine  andere  oder  sich  selbst  schneiden  sollte.  Also  können  sich 
Uebergangscarven  nicht  achneiden.  ' 

Dass  aber  anch  ohne  eine  solche  Möglichkeit  ein  ZerMlen  einer  sym- 
metrischen  Flliehe  in  mehr  als  zwei  Theile  beim  Zerschneiden  derselben 
längs  der  üebergangGCurven  nicht  eintreten  kann,  lässt  sich  indirect  so  be- 
weisen. Man  denke  sieb  eine  beliebige  eymmetrische  Fläche  mit  l  Feber- 
gangscuryen  und  nehme  an,  es  zerfalle  dieselbe  bei  jener  Zerschneidung  in 
mehr  als  zwei  Theile.  Dann  kann  man  sie  offenbar  zunächst  nur  längs  so 
vieler  der  i  Uebergangscurven  zerschneiden ,  dass  sie  gerade  in  zwei  Stocke 
serfSllt;  die  dazu  eben  hinreichende  Anzahl  sei  k  —  n.  Jedes  der  beiden 
StDcke  wird  also  X  —  x  Kandcurven  aufweisen,  und  zu  jedem  Punkte  einer 
beliebigen  dieser  Randcurven  wird  der  zu  ihm  symmetrische  auf  der  znge- 
hSrigen  Randcnrve  des  anderen  Stückes  gelegen  sein.  Aber  auch  abgesehen 
von  diesen  einander  entsprechenden  Pnnktepaaren  auf  den  znsammengehö- 
rigen  Randcurven  der  beiden  Stück«,  werden  auf  jedem  von  beiden  je  alle 
symmetrischen  Punkte  zu  den  auf  dem  anderen  gelegenen  Punkten  vorban- 
den sein  mtissen,  weil  ja  die  FlUche  nur  längs  sich  selbst  symmetrischer 
Punktreiben  zerschnitten  worden  ist,  auf  deren  beiden  Ufern  iminer  zu  ein- 
ander symmetrische  Punkte  gelegen  sind.  Folglich  muss  durch  die  vorge- 
nommene Zerschneidung  die  FlSche  in  zwei  vollkommen  symmetrische  Hälften 
zerfallen  sein.  Auf  keiner  von  beiden  kennen  mithin  noch  eich  selbst  sym- 
metrische Punkte,  also  auch  auf  keiner  noch  Uebergangscarven  existiren. 
Daher  können  auch  ausser  den  X  —  7t  Uebergangscurven ,  längs  deren  die 
Fläche  zerschniH«n  sein  sollte,  keine  weiteren  vorhanden  sein ;  folglich  muss 
n  =  0  sein.  Da  aber  die  Zahl  1  —  n  gerade  blos  hinreichte,  um  ein  Zer- 
fallen der  FtScbe  in  zwei  Theile  herbeizuführen,  so  kann  in  der  That  eine 
symmetrische  Fläche  bei  der  Zerscbneidung  llnga  der  Uebergangscurven 
höchstens  in  zwei  Theile  zerfallen. 

Es   ist   Qon   weiter  zu   zeigen,    dass   auch   die  in   g  2  aufgestellten 
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Das  erstere  geht  wiederum  ans  den  in  §  3  angegebenen  Beispielen  bervoFi 
das  letztere  aber  aoU  jetzt  dee  Näheren  bewiesen  werden. 


I 
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ZüDächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  überhaupt  nie  mehr  als  p-i-l 
Uebergangscurven  existiren  können.  Denn  es  wUrde,  wenn  ä 
der  Fall  wUre ,  daraus  folgen ,  daüs  man  eine  Fläche  vom  Geschlechto  p 
längs  J5  +  1  oder  mehr  geschlossener,  einander  nicht  schneidender  Curven 
zerschneiden  könnte,  ahne  dass  dieselbe  zerfiele,  was  offenbar  gegen  die 
Definition  des  Geschlechtes  p  ist.  Speciell  ergiebt  sich  hieraus,  dass  für 
die  diasymmetriBchon  Flächen  die  Maximalzahl  der  TJeber- 
gangscurven  nur  p  »ein  kann. 

Dass  femer  bei  den  orthosy  mmetriacben  FlSchen  stets 
f— i  +  l  eine  gerade  Zahl  sein  mnss,  läast  sich  leicht  dartbun  mit 
Hilfe  der  Begel  för  die  Beatimmang  der  Grundzahl  eines  FlBohensystems 
aas  den  Grundzahlen  der  einzelnen  Pläoheu  desselben,  welche  Herr  Pro- 
fessor C.  Neumann  in  seinem  Werke:  „Vorlesungen  über  Biemann's 
Theorie  der  AbeVscben  Integrale"  (8.  305)  abgeleitet  hat;  man  hat  dazu  nnr 
noch  die  Definition  und  eine  gewisse  Eigenschaft  der  Grundzahl  zu  beachten. 
Die  Qmndzabl  N  einer  Flüche   ist  nun   bestimmt    durch   die   Gleichung: 

wo  R    die   Anzahl   der  Randcnrren   der  Fläche    ist,')  und   es    besitzt   diese 
Grundzahl  N  He  Eigenschaft  völlig    ungeBndert   zu   bleiben,    we 
man  auf  der  betrachteten  Flüche   beliebige  RUckkehrschnil 
lieht.     Jene  Regel  aber  lautet  so:  Die  Grundzahl  eines  beliebigen 
Systems  von  n  Flächen  ist  gleich  der  Summe  der  Grundzahlen 
der  einzelnen  FlSchen  vermindert  um  2«  —  2. 

Zerschneidet  man  nun  eine  beliebige  orth asymmetrische  Fläche  vom 
Geschlechte  p  längs  aller  X  Uebergangacurven ,  so  erhUlt  man  nach  dem  Vor- 
hergehenden zwei  Fiächenstücke ,  deren  jedes  1  Randcurven  aufweist  und 
welche  auch,  weil  sie  zwei  vollkommen  symmetrische  Hälften  der  FIKche 
vorstellen,  beide  dasselbe  Geschlecht,  etwa  p'  besitzen  werden.  Daher  wiird 
nach  jener  Regeh 

2p  =  2p+l  +  2p'+X~2.2+2 
oder :  p  —  i  +  1  =  2p', 

also  in  der  That  p~  X  +  1  eine  gerade  Zahl  sein  müssen. 

Es  bleibt  noch  Übrig  zu  zeigen,  dass  eine  orthosymmetriache  Fläche 
ohne  Uebergangscurven  bei  ungeradem  Geschlecht«  p ,  wo  sie  nach  dem 
soeben  Bewiesenen  ja  allein  noch  möglich  wäre,  nicht  existiren  kann, 
folgt  dies  einlacb  aus  der  Definition  der  orthosymmetrischen  FlScben.   Denn 


1)  Es  ist  diet  allerdings  nicht  die  von  Biemann  und  Herrn  Frofessor 
C.  Nenmann  gegebene  DetiuitioQ  der  Grundzahl  oder  des  Znsauunenhaiig« ,  sondern 
vietmehr  die  des  ..ungewöhnlichen"  Zusammenhang«,  wie  Herr  Profeesor  Klein 
sich  aossndrucken  pflegt;  vergl.  Math.  ÄnmtL  Band  TU  3.  &G0  Änm.  und  da- 
neben auch  eine  Bemerkung  von  Sohläfli  in  Band  I.XXVl  von  Crelle'».l<i'ii'äsi. 
(8.  16S,  Anm.;. 


i 
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eine  längs  keiner  üebergangscorve  zerschnittene  and  doch  in  zwei  Theile 
zerfallende  Fläche  müsste  offenbar  an  und  für  sich  aus  zwei  getrennten 
Theilen  bestehen,  könnte  also  nicht  eine  einzige  geschlossene  Fläche  sein, 
wie  solche  hier  allein  in  Betracht  gezogen  werden. 

B.  Bednction  der  symmetrischen  Flächen  anf  Normalformen. 

§  5. 
Ueber  die  stetige  Beziehbarkeit  zweier  symmetrischer 

Flächen  auf  einander. 

Wie  aus  den  Betrachtungen  des  zweiten  Abschnittes  mit  völliger  Klar- 
heit sich  ergeben  wird,  lassen  sich  fttr  die  hier  verfolgten  Zwecke  je  zwei 
solche  symmetrische  Flächen  als  identisch  ansehen,  zwischen  denen  sich 
eine  stetige  Beziehung  der  Art  herstellen  lässt ,  dass  symmetrischen  Punkten 
der  einen  auch  solche  der  anderen  und  speciell  auch  einer  jeden  Ueber- 
gangscurve  der  einen  eine  solche  der  anderen  entspricht.  Eine  solche  Be- 
ziehung wird  immer  durch  gewisse  Umformungen  der  einen  Fläche  ver- 
mittelt werden  können,  bei  denen  die  zu  einander  symmetrischen  und  die 
sich  selbst  symmetrischen  Punkte  als  solche,  vor  allem  aber  auch  die  An- 
zahl der  Üebergangscurven  erhalten  bleibt.  Diese  Umformungen  werden 
theiis  in  Biegungen  und  Dehnungen,  theils  in  Zei^chneidungen  und  Wieder- 
zusammensetzungen der  getrennten  Theile  bestehen  und  diese  Operationen 
werden  also  bei  allen  Flächen,  welche  wir  hier  einer  Betrachtung  unterziehen, 
vorgenommen  werden  können.  Nun  liegt  die  Frage  sehr  nahe,  ob  es  vermittelst 
solcher  Umformungen  nicht  möglich  ist,  eine  stetige  Beziehung  zwischen  sämmt- 
lichen  Flächen  einer  und  derselben  Art  herzustellen,  und  in  der  That  wird 
im  Folgenden  der  Beweis  geliefert  werden,  dass  man  dies  kann.  Derselbe 
wird  sich  vor  allem  auf  einen  Satz  der  analysis  süus  stützen,  welchen  Ca- 
mille  Jordan  in  Liouville's  Journal  (2*^  serie  tome  XI  S.  105  etc.) 
bewiesen  hat  in  einem  Aufsatze,  welcher  den  Titel  führt:  „Sur  la  trans- 
formation  des  surfeu^s**.     Derselbe  lautet  folgendermassen : 

Damit  zwei  Flächen  oder  Flächenstticke  stetig  auf  ein- 
ander bezogen  werden  können,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend: 

1.  dass    die   Anzahl   der    getrennten   Randcurven,    welche 
jedes  der  beiden  Flächenstücke  begrenzen,  dieselbe  ist; 

2.  dass   die  Maximalzahl  von   nicht   zerstückenden   llück- 
kehrschnitten  bei  beiden  dieselbe  ist. 

Dabei  ist  es  dann  immer  noch  möglich,  sowohl  die  ver- 
schiedenen Randcurven  als  auch  die  verschiedenen  Rück- 
kehrschnitte in  beliebiger  Weise  einander  zuzuordnen^). 


JJ  Wenn  sich  auch  der  Satz  nicht  in  der  hier  angegebenen  Weise  bei  Camille 
Jordan  auBgeaprochen  findet,  so  geht  doch  au%  dem  von  ihm  gegebenen  Beweise 
^MTvor,  daaa  er  den  obigen  prädseren  Wortlaut  h&ttÄ  \i«ÄÄii  \Sim.«ii. 


Von  G.  Weiphold. 


Die  Einheit  der  Arten  der  BfnunelriBohen  Flächen. 

AiifUrund  des  aogeföhrten  Jordaa'schen  Satzes  wird  der  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  angekündigte  Beweis  erbracht  sein,  wenn  gezeigt 
werden  kann,  dasB  eineraeita  jede  beliebige  sy  in  metrische  Fläche  sich  durch 
gewisse  RQck kehrschnitte  in  zwei  symmetrische  Uälften  zerlegen  läast,  und 
dass  man  andererseits  die  in  §  3  angegebene  Normalßäche  derselben  Art 
immer  durch  eine  gleiche  Anzahl  von  Rückkehrschnitten,  die  auch  sSramt- 
lich  auf  die  der  ersteren  Fläche  im  Sinne  dee  vorigen  Paragraphen  stetig 
heiiehbar  sind,  in  zwei  symmetrische  Hsjften  zerlegen  kann.  Danach  ist 
nun  sorort.  klar,  dass  bei  den  orthosy mmetrischen  FlScben  die 
stetige  Bei^iehbaTkeit  aller  Flttchen  einer  und  derselben  Art  oder  also  die 
Einheit  der  Arten  in  der  That  stattfindet;  denn  eine  jede  solche  Fläche 
zerfallt  ja  immer  durch  die  Zerschneidung  lUngs  BSinmtlicher  üebergangs- 
curven  in  zwei  symmetrisuho  Eälft«n.  Es  wird  also  lediglich  noch  darauf 
ankommen,  zu  zeigen,  dass  man  auc-b  bei  den  diasym metrischen  Flächen 
immer  eine  derartige  Zerlegung  in  symmetrische  Hälften  bewirken  kann. 

Zu  dem  Zwecke  denke  man  sich  eine  beliebige  Fläche  vom  Charakter 
—  (p,  1)  längs  aller  i  üebergangseurven  CT,,  Ü^,...üi  zerschnitten  und 
bezeichne  die  diesen  Schnitten  entsprechenden  X  Bandcurven paare  der  Fläche 
resp.  mit  U,U',,  UjU'^,  ...  UiU'a.  Ferner  markire  man  zwei  beliebige 
zu  einander  symmetrische  Punkte  P  nnd  P'  auf  der  so  zerschnittenen 
Ft&che  und  verbinde  P  mit  jeder  Randcurve  U  durch  A  Linien  S, S, ...S^, 
P'  mit  jeder  Eandcnrve  U'  durch  die  ).  zu  jenen  ersteren  symmetrischen 
Verbindungslinien  CjE',,  ...  £'»,  so  jedoch,  dass  die  beiderlei  Verbin- 
dungslinien £  nnd  Z',  wie  es  immer  möglich  ist,  einander  nirgends  schnei- 
den. An  diese  beiden  zu  einander  symmetrischen  Linienaysteme,  von  denen 
das  eine  durch  die  Linien  U  und  S  und  das  andere  durch  die  Linien 
U'  und  S'  gebildet  wird,  denke  mau  sich  nun  immer  in  symmetrischer 
Weise  die  benachbarten  Fl ächentheile  angefOgt,  so  dass  jene  symmetrischen 
Liniensysteme  in  zwei  zu  einander  symmetrische  Bereiche  B  und  B'  über- 
gehen, von  denen  der  eine  die  Randcurven  U,  der  andere  die  Bandcurven 
U  umspannt ,  aber  keiner  über  den  anderen  irgendwo  weggreift.  Diese 
beiden  ayranielrischen  Bereiche  B  and  B'  sollen  danu  weiter  in  symme- 
triscber  Weise  so  lange  vergrössert  werden,  bis  sie  Überall  an  einander 
stoBsen  und  zusammen  die  ganze  FlScbe  erfüllen;  alsdann  werden  die  beiden 
Bereiche  oiTenbar  zwei  zu  einander  symmetrische  HSlften  der  FIScbe  reprä- 
senürea  müssen.  Rs  wird  sich  nun  nnr  noch  um  die  Beschaffenheit 
und  die  Anzahl  derjenigen  Curven  T^,  7*,,  T^,,--  bandeln,  lOngs  deren 
die  beiden  Bereiche  B  und  B'  an  einander  treffen. 

Was  zunächst  die  Bescbafienheit  der  Curven  T  anbelangt,  so  ist  ohne 
Weiteres  klar,   dass  dieselben  entweder  sich  adWV.  «^"sua^iaÄtiÄ  t-a 
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der  zweiten  Art  sein  iiitl3sen  oder  aber  Pmu-e  von  zu  einander  symme- 
trischen Curven.  Dann  aber  lässt  sich  zeigen,  dass  weder  eine  von  den 
Curven  T  in  eine  andere  einzumünden,  noch  mehrere  Curven  T  einander 
zn  kreuzen  brauchen.  Denn  nimmt  man  an ,  es  mündete  im  Punkte  3f  die 
Curve  Ti  in  die  Cunre  T»  ein  (vergl.  Fig.  3),  so  würden  an  der  StelJe 
M  drei  Oebietrtheile  G, ,  G^,  G,  an  einander  atosaen,  von  denen  aber 
sicher  zwei  einem  und  demselben  Bereiche  angehören  mUssten;  also  wDrdg 
einer  der  drei  Curvenzweige ,  welche  in  M  sich  vereinigen,  nur  zwei  Ge- 
bietstheile  desselben  Bereiches  trennen,  mithin  keine  Linie  sein,  in  wel- 
cher die  beiden  verschiedenen  Bereiche  B  und  S  zasammenstossen.  Oass 
aber  anch  eine  gegenseitige  Ueberkreuzung  der  Carven  T  nicht  nSthig 
ist  nnd  eventuell  umgangen  werdea  kann ,  ergiebt  sich  folgendennassen. 
Nimmt  man  an,  es  kreuzten  sich  im  Punkte*£  die  beiden  Curven  T,-  und  2"* 
(vergl.  Fig.  4)  und  es  stiessen  dabei  in  if  die  vier  Gebietstheile  ff,,  G,,  Gj,  G^ 
zusammen,  so  würde  überhaupt  nur  der  Fall  in  Betracht  kommen,  wo  die 
neben  einander  liegenden  Gebiete  nicht  demselben  Bereiche  angehörten,  wo 
also  etwa  G,  nnd  G^  dem  Bereiche  B  und  G^  und  G,  dem  Bereiche  B' 
angehCrten,  und  natürlich  würde  auch,  da  der  Ereuzungspuukt  K  ein  sich 
selbst  symmetrischer  Funkt  der  Fläche  nicht  sein  kann,  weil  solche  über- 
haupt nicht  mehr  auf  derselben  existiren,  ein  zweiter  zu  K  symmetrischer 
solcher  Kreuzungspankt  K'  noch  auftreten  müssen.  Dann  aber  wUrde  man 
einfach  bei  K  etwa  G,  und  Gg  in  der  Weise  zu  verbinden  haben,  wie  dies 
in  Fig.  4a  geschehen  ist,  um  den  Rrenznngspunkt  zu  umgehen  nnd  ohne 
dabei  die  beiden  zu  einander  symmetrischen  Bereiche  mit  einander  zu  ver- 
binden; an  dem  symmetrischen  Ereuzungspunkt  K'  aber  vrürde  man  die 
beiden  dem  Bereiche  B'  angebörigen ,  zu  G,  und  G,  symmetrischen  Gebiete- 


I 
I 


theile  in  symmetrischer  Weise  zu  verbinden  haben 
Symmetrie  der  beiden  Bereiche  B  und  B'  herzustellen.    Dass 
jeder  mehrfachen  Krenznngsstelle  verfahren  kann,   ist  nn 
sehen.    Also  brauchen  sich  in  der  That  die  Uegrenzungscui 
schneiden,  und  es  soU  daher  angenommen  werden,  dass  si 

Was    nun     weiter    die    Anzahl 
sie    zuvörderst    hSchstens   p  —  i  +  1 


ieder  die  völlige 

ebenso  bei 

ittelbar  au  über- 

T  nirgends  zu 

BS  nicht  thun. 

betriift,    so    kann 

grössere  Anzahl    von 


•'inander  getrennten  Curven  sicher  ein  Zerfallen  der  Fläche  in  mehr  als 
zwei  Theile  bewirken  mllsste,  während  doch  die  zwei  Bereiche  B  und  B 
die  Fläche   voUatändig  umfassen.     Die  Anzahl   der  Paare  von    zu   einander 

symmetrischen    Curven    T   kann    daher   auch    höchstens 

Ausserdem  kann  die  Zahl  ft  nur  der  Art  sein ,  dass  ]}—  k  +  \- 
mde  Zahl  ist;  denn  der  Zusammenhang  der  beiden  symmetrischen  Bereiche 
B  und  B  muss  offenbar  genau  derselbe  sein  und  folglich  immer,  wenn 
f  «Cy  —  J-f-l  ist,  noch  eine  gerade  Anzahl  von  nicht  zerstückenden  Rück- 
i  ^ehracbnjtten  aaf  beiden  Bereichen  zusammengezogen  vieiAeTi  tSauen. 
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Auf  der  andern  Seite  leigt  eine  leichte  üeberlegnng  —  und  es  wird 
dies  zum  Theil  auch  im  Folgenden  noch  nSher  in  erörtern  sein  — «  dass 
man  die  in  §  3  angegebenen  NormalflSchen  Tom  Charakter  ^  (|i,  A),  nach- 
dem sie  iSngs  der  Uebergangscnrven  zerschnitten  worden  ^ind ,  auch  immer 
in  zwei  symmetrische  HSlften  entweder  durch  sich  seihst  symmetrische 
Schnitte  oder  durch  Paare  von  zu  einander  symmetrischen  Schnitten  zer. 
legen  kann,  und  zwar  auch  wieder  durch  jede  solche  Anzahl  fi  von  Schnit- 
ten, dass  0  <  ^  <p  —  1  +  1  und  />  —  X  +  1  —  |ä  eine  gerade  Zahl  ist  Da- 
mit ist  aber  auch  fOr  die  diasymmetrischen  Flfichen  jene  stetige  Beziehbar- 
keit aller  Flächen  einer  und  derselben  Art  auf  einander  oder  die  Ein* 
heit  der  diasymmetrischen  Arten  erwiesen. 

Nunmehr  ist  aber  auch  klar,  dass  die  sämmtlichen  symmetrischen 
Flächen  einer  jeden  Art  zurückgeftlhrt  werden  können  auf  die  betreffende 
in  §  3  angegebene  Normalform  dieser  Art.  Man  wird  also  auch  nur  noch 
diese  Normalformen  in  Betracht  zu  ziehen  brauchen,  ohne  dabei  irgendwie 
die  Allgemeinheit  der  Untersuchungen  zu  beschränken. 

C.  Schematische  Darstellang  der  symmetrischeii  FUchen. 

§7. 
Die  Fandamentalbereiohe  der  symmetrischen  FUiohen 

mit  Uebergangsonrven. 

um  diese  Fundamentalbereiche  abzuleiten ,  wird  zunächst  zu  zeigen  sein, 
dass  man  ausser  längs  der  X  üebergangscurven  l/^,  l/^,...,  Ui  jede  Normal- 

fläche  vom  Charakter  +  (i),  l)  noch  längs  ^ Paaren  von  tu  ein- 
ander symmetrischen  Curven  ^Tj £r\ ,  H^H*^^  ...,  Hp^i^x  H'p^i^\^  jede 

2  2 

Normalfläche  vom  Charakter  —  (l>,  A  ^  0)  noch  längs  i>  —  A  +  1  sich  selbst 
symmetrischen  Curven  der  zweiten  Art  F^i  F,,  ...  Yp^i^i  zerschneiden  kann, 
um  eine  jede  solche  Fläche  in  zwei  zu  einander  symmetrische,  auf  die  Ebene 
ausbreitbare  Hälften  mit  je  j)  + 1  Bandcurven  zu  zerlegen.  Dieser  Nach- 
weis ist  aber  unmittelbar  durch  die  Angabe  jener  Schnitte  geführt,  und  es 
wird  ausserdem  genügen,  diese  Angabe  je  für  einen  speciellen  Fall  zu 
machen.  Denn  es  ist  z.  B.  im  Falle  +  (3,  2)  das  eine  Paar  von  zu  einan- 
der symmetrischen  Curven  H^H\  dargestellt  durch  die  in  Fig.  6  punktir- 
ten,  die  beiden  Henkel  umspannenden  Linien  und  man  erkennt  sofort,  dass 

man  in  jedem  complicirteren  Falle  jedes  der ^ Henkelpaare  in  ana- 
loger Weise  zu  je  einem  Paare  von  Curven  HH'  verwenden  kann.  Anderer- 
seits lehren  die  zwei  im  Falle  —  (3, 2)  in  Fig.  6  angegebenen  und  wiederum 
punktirten  sich  selbst  symmetrischen  Curven  der  zweiten  Art  V^  und  Y^ 
(jede  derselben  geht  an  der  Yerdrehungss teile ,  wenn  man  so  sagen  darf, 
von  der  einen  Seite  der  Fläche  zur  anderen  übet  vmd.  ^vdl<^  >||^^^iS&&SSi^  ^sst- 
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selben  verläuft  immer  gerade  unter  resp.  über  der  zugehörigen  anderen), 
wie  man  in  jedem  höheren  Falle  die  jp  —  A  +  1  in  der  Normalfläche  ent- 
haltenen Verdrehungen  zu  ebenso  viel  solchen  Curven  V  benutzen  kann. 

Nun  zerschneide  man  eine  beliebige  Normalfläche  vom  Charakter 
i  {Pi^^^)  längs  A  —  1  Uebergangscurven  U^^  CTg,  . . . ,  ZTi— i  und  ausser- 
dem längs  der  jp  —  A  + 1  Curven  HH'  resp.  V  und  bezeichne  die  den 
Curven  Z7, ,  CTg,  ...,  ZTi  —  i  entsprechenden  Randcurvenpaare  der  zerschnit- 
tenen Fläche  mit  U,U'i,  UgU^^i  "*>  Ui— iU'2-1  und  daneben  die  den 
Curven  H^H^^  ...,  Hx^p-\-\\  H'^H'^y ...,  fl"p_.2^i  resp.  den  Curven  V^V^,,., 

...,     Fp_2  +  i     entsprechenden    Randcurvenpaare     mit    ^i^i»    $2^2*    *- 
$p-i  + 1  $p-i+ 1 ,   $'i$'i,   $'2© 2»    '••»    $'p-i+ 1  §'p--M- 1    ^®8p.    mit 


•  •• » 


SJiSJ'i,  ^%^\^  .-M  85p_i-|.|SS'j>— i+f.  Dann  ist  nach  den  vorausgehen- 
den Betrachtungen  und  speciell  auf  Grund  des  Jordanischen  Satzes  (§5) 
leicht  einzusehen,  dass  man  die  so  zerschnittene  Fläche  mit  ihren  2p  Rand- 
curven  stetig  wird  beziehen  können  auf  eine  Kugelfläche  mit  2p  kreis- 
förmigen Oeffnungen  Oj  O2 »  •  •  • »  Oi>,  O'i  0*2 ;  •  •  • ,  Ol? ,  von  denen  O' ,  ^\ , . .  . 
...,  0|)  aus  D1O2»  •••»  Ol?  durch  Spiegelung  an  einem  gewissen  grössten 
Kreis,  dem  Aequator  -4,  wie  er  genannt  werden  soll,  hervorgehen,  und 
zwar  wird  diese  Beziehung  auch  noch  derart  möglich  sein,  dass  der  nicht 
zerschnittenen  üebergangscurve  Ui  gerade  der  Aequator  A  und  je  zwei  zu 
einander  symmetrischen  Punkten  der  betrachteten  Fläche  auf  der  Kugel- 
fläche zwei  Spiegelpunkte  in  Bezug  auf  den  Aequator  entsprechen.  Speciell 
soll  nun  noch  angenommen  werden ,  dass  den  Randcurven  U,  U\ ,  Ug  U'^ , . . . 
. . . ,  Ui  _  1  U'i  - 1   äie   Begrenzungskreise   der  Oeffnungen  d  O'i ,  O2  0'2 ,  . . . 

...,  Oi-iO'i-i,  den  Randcurven  §,§'1,  §i$'i»  S^^^i'^y  §2©'2»--- 
...,    i&p~i+i^'p— i-f i,    ^p~Z4i^'p-i+i    resp.    den    Randcurven    Bi93', , 

22  2  2 

3S2^'2>  •••>  ^p— i  +  i©'p— i-l-i  die  Begrenz angskreise  der  Oeffnungen  OiO'i, 
Oi+iOji-fi,  ...,  OpO'p  entsprechen.  Es  wird  sich  nur  noch  darum  han- 
deln,  nach  Massgabe  der  Zusammengehörigkeit  der  Randcurven  UU',  ^$' 

und  ^S)'  resp.  33  S3  die  Zusammengehörigkeit  der  Funkte  der  die  Oeff- 
nungen 00'  begrenzenden  Kreise  anzugeben,  um  damit  den  Fundamental- 
bereich einer  Fläche  vom  Charakter  +  (l>,'^>0)  vollständig  bestimmt  zu 
haben.  Da  ist  nun  einmal  klar,  dass  bei  den  Kreisen  der  Oeffnungen  OiO'p 
OgO^»  •••>  Oi-iD'i—i  die  zusammengehörigen  Punkte  einfach  die  durch 
Spiegelung  aus  einander  hervorgehenden  Punkte  sind.  Weiter  aber  werden 
im  Falle  einer  Fläche  vom  Charakter  +  (i? ,  A)  die  Punkte  der  die  Paare 
von  Oeffnungen  OzOz+i,  O'iO'i+i;  Oz+2  Oi+s,  0'i+2  O'-^  +  S  ... 
...,  Op-iOp;  O'p— lO'p  begrenzenden  Kreise  in  der  Weise  zusammengehö- 
ren, wie  es  in  Fig.  7  für  den  Fall  -^-  (3,  2)  einerseits  bei  den  mit  1  und 
Andererseits  bei  den  zu  ihnen  symmetrischen,  mit  1'  bezeichneten  Oeffnung 


gee  angedentet  iat  daich  die  am  Umfange  der  Kreise  beigefBgten  je  drei 
gleichen  Buchatabea,  Endlich  findet  man  leicht  dnrch  eine  niihere  Be- 
trachtung der  Sebnitte  V, ,  Kj,  ...,  >'p_i^i,  dass  im  Falle  einer  Fläche  vom 
Charakter  —  (^,  i^O)  beiden  Paaren  von  OeffnungenOjO'i,  Oa  +  i  O'j-j-i,... 
. . . ,  Op  O'j.  zusammengehörige  Punkte  ihrer  Begrenzungs kreise  je  zwei  solche 
Funkte  aein  werden,  von  denen  der  eine  von  dem  äpiegelpunkt  tarn  anderen 
um  180*  auf  dem  Kreise,  auf  welchem  er  gelegen  ist,  entfernt  ist.  Deu- 
ten wir  daher  in  diesem  Falle  die  Zusammengehürigkeit  der  Punkte  der 
fraglichen  Oeffnongen  dnrch  Beifügung  je  dreier  gleicher  Ziffern  an  den 
Umfangen  der  zu  einander  symmetrischen  Oeffnungen  an,  so  wird  sich  im 
Falle  —  (3,  2)  der  in  Ftg.  S  angegebene  Fundamentalbereicb  ergeben. 

Diese  Fuudamentalbereiche  auf^er  Kugelflücbe  kann  man  sich  nun  auch 
auf  die  Ebene  übertragen  denken,  iadi^m  man  eine  stereographische  Pro- 
jection  vornimmt,  hei  welcher  die  Äe^uator ebene  der  Kugel  auf  der  Pro- 
jectionsebene  senkrecht  steht  und  letztere  die  KugelflKche  berührt.  Ea  geht 
dann  der  Aequator  jl  über  in  eine  gerade  Linie,  die  AseÄ,  welche  die 
beiden  symmetrischen  HaJbebenen  trennt  Für  die  Fälle  +  (3,2)  nnd  —(3,2) 
erliült  man  no  die  Darstellungen  in  Fig.  9  und  10. 


Diö  Fundamentalbereiobe  der  diaaymmetrischen  Flächen. 

Der  Dmataad,  Uass  die  Flüchen  vom  Charakter  —  {]>,  i)  nicht  zerfallen, 
wenn  man  sie  lÄnga  aller  Uebergangscurven  aerscbneidet,  ermöglicht  die 
Darstellung  derselben  darcfa  eine  andere  Art  von  Fundamentalbereichen  als 
die  itn  Vorhergehenden  betrachtete,  bei  welcher  ja  der  Fall  1  =  0  ausge- 
schlossen war.  Diese  zweite  Art  von  Fundamental beräicben ,  welche  nun  nir 
die  tliasym metrischen  FlKchen  allein  bestehen ,  erh&lt  man  auf  folgende  Weise. 

Man  zerschneide  eine  solche  Fläche  vom  Charakter  —  (p,  1^)  ISnga  niler 
k  Uebergangscurven  U,,  Ug,  ...,  Un  und  ausserdem  längs  f  —  i  der  in  §  7 
angegebenen  p  — 1-1-1  sich  selbst  symmetrischen  Curven  F,  etwa  längs 
F, ,  r,,  ....  Vp-i;  die  diesen  p  Schnitten  entsprechenden  Rand  curven  paare 

mögen  resp.  U,U',,  ll,U', UjU'i    und  B,«',,    58,53',,  ....  *ßp_iB',-i 

heissen.  Dann  wird  man  die  so  zerschnittene  Flttche  mit  ihren  2p  Hand- 
curven  wieder  auf  eine  Kugelßttche  mit  2p  kreisförmigen  Oeffouugcn  D,  0'„ 
D,0'„  —.Optl'f,  von  denen  nun  aber  0',,0',,  ...,  O'p  aus  0,0;^,  ....  Op 
dadoTcb  hervorgehen,  daas  man  zu  sSnnmtlicbeu  Begrenzungspunkten  der 
letzteren  die  diametralen  Punkte  bestimmt,  in  der  Weise  stetig  beziehen 
können ,  dass  symmetrischen  Punkten  der  Fläche  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  der  Kugelfiitche  und  speciell  den  Baudcorven  U,U'i,  ...,  lUU'^  die 
Begrenzungskreise  der  Oeffnungen  O,  O',,  ...,  OkO'i  und  den  Bundcurven 
ffiiffl'i,  ■■.,  5Üp— i4J';i— il  die  Begrenzungskreiae  der  Oefinungen  Oi  i-i  O'i-f-i, ... 
--■,  OpO'p  entsprechen.     Um  dies   eiuzuaelun,  btaaiÄA  toä^v   'wm    Smi  Ny*r 
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treffende  Fläche  noch  längs  der  Cnrve  Vp^i^i  zu  zerschneiden  und  dann 
die  beiden  symmetrischen  Hälften ,  in  welche  sie  dadurch  zerföllt ,  auf  zwei 
symmetrische  Halbkugeln  mit  je  p  Oeffhungen  in  symmetrischer  Weise  stetig 
zu  beziehen,  so  jedoch,  dass  den  der  Curve  Vp^i^i  entsprechenden  Band- 
curven  93p-.a^i  ^uid  Q  ^.24.1  die  beiden  die  Halbkugeln  begrenzenden  gröss- 
ten  Kreise  entsprechen.  Wenn  man  nämlich  dann  nach  Massgabe  der  Lage 
der  zusammengehörigen  Punkte  auf  den  Bandcurven  93p—z+t  ^^^  ^'p^i^i 
die  beiden  Halbkugeln  an  einander  fügt,  so  findet  man  leicht,  dass  in  der 
That  die  einander  diametral  gegenüberliegenden  Funkte  der  so  entstehenden 
ganzen  Kugel  symmetrischen  Punkten  der  betrachteten  Fläche  entsprechen.^) 
Es  geht  daraus  weiter  hervor,  dass  bei  den  Begrenzungskreisen  der  Oeff- 
nungen  0|0\,  ...,  OxO'x  wieder  die  tüametral  gegenübergelegenen  Punkte 
zusammengehören,  dass  dagegen  bei  den  Begrenzungskreisen  der  Oeffuungen 
£)a,H-iO'i4.t)  •••!  OpO'p  je  zwei  zusammengehörige  Punkte  solche  sind,  von 
denen  der  eine  von  dem  dem  anderen  diametral  gegenüberliegenden  Punkte 
um  180^  auf  dem  betreffenden  Kreise  entfernt  ist  Für  den  Fall  ~  (3,  2) 
wird  daher  ein  solcher  Fundamentalbereich  die  Gestalt  haben,  welche  in 
Fig.  11  angegeben  ist,  wobei  wieder  je  drei  zusammengehörige  Punkte  bei 
den  zwei  dem  einen  Schnitte  V^  entsprechenden  Oe&ungen  durch  dieselben 
Zahlen  bezeichnet  sind« 

Diese  Fundamentalbereiche  der  Flächen  vom  Charakter  —  (jp,  A),  von 
deren  üebertragung  auf  die  Ebene  übrigens  abgesehen  wird,  weil  dadurch 
die  Anschaulichkeit  nicht  gerade  erhöht  wird,  werden  immer  nur  im  Falle 
X  =  0  im  Folgenden  angewandt  werden ,  in  welchem  sie  offenbar  auch  auf- 
gestellt werden  können;  denn  dass  bei  den  Flächen  vom  Charakter  —  (jp,  0) 
immer  p  sich  selbst  symmetrische  Curven  der  zweiten  Art  existiren,  welche 
dieselben  nicht  zerstücken,  zeigt  eine  nähere  Betrachtung  der  in  §  3  an- 
gegebenen Normalflächen  dieser  Art  sofort. 


1)  Von  der  Eigenschaft  der  Flächen  vom  Charakter  —  ip,  1),  sich  auf  solche 
Fundamentalbereiche  beliehen  zu  lassen,  rührt  übrigens  die  Bezeichnung  „dia- 
symmetrisch  **  her,  welche  nur  eine  Abkürsung  für  „  diametralsymmetrisch "  ist. 


Ton  G.  Wbicbold. 


n.  Abschnitt 

Die  Periodicitätsmoduln  der  Aberschen  Normalinfcegrale 

erster  Gattung  auf  symmetrischen  Piachen, 


§9- 

Torbemerkang, 

Die  bisher  ganz  absolut,  d.  h.  ohce  jede  Beziehung  zur  Fonctioneu- 
theorie  betrachteten  ajimuetrischen  FlUchen  sollen  jetzt  als  im  Raum  ge- 
legene Biemann'scbe  FlJtcben  angesehen  werden.  Es  entsprechen 
ihnen  dann,  wie  Herr  Professor  Klein  gezeigt  hat  (R.  Th.  S.  74)  und 
wie  aehon  in  der  Einleitung  erwähnt  irurde,  algebraische  Gleichungen  von 
der  Perm:  f(w,  r)  =  0  mit  reellen  Coefficienten ,  ebenso  wie  umgekehrt  zu 
solchen  Gleichungen  stets  symmetrische  Biemann'scbe  Flächen  gehören. 
Insbesondere  entsprechen  je  zwei  zu  einander  symmetrischen  Punkten  immer 
zwei  conjugirt  compleie  Werthepaare  w,  e,  welche  die  betreffende  Gleich- 
ung befriedigen,  und  den  sich  selbst  symmetrischen  Punkten  die  reellen 
Werthepaare  w,  e. 

Die  im  Vorhergehenden  gewonnene  EiutheÜung  der  symmetrischen  Flficben 
wird    daher   eine    Classification   der   a-lgebraiscben   Gleichungen    mit  reellen 
Coefficienten  begründen,  welche  offenbar  jener  von  Herrn  Professor  Klein 
in  dem  speciellen  Falle  p  =  3  gemachten  Unterscheidung  der  verschiedenen  - 
Cnrvengestalten  parallel  lauft. 

Es  wird  sich  nun  wesentlich  darum  bandeln,  fOr  diese  verschtsdenen 
Arten  von  algebraischen  Gleichungen  mit  reellen  CoefGcienten  resp.  von 
symmetrischen  Flächen  die  Realität  der  Periodicitätsmoduln  der  zugehörigen 
aberall  endlichen  Abel'scben  Normalintegrate  zu  bestimmen.  Ein  System 
von  p  linear  nnahhäugigen  Überall  endlichen  Normalintegralen  kann  man 
aber  immer  auf  Grund  eines  gewissen  canonischen  Querscbnittsystems  der 
zugehörigen  Biemanu'schen  Fläche  bestimmen,  ond  also  wird  auch  durch 
eine  solche  Zerscbneidung  je  das  System  der  noch  unbestimmten  zweiten 
p*  Periodicitätamodaln  eines  solchen  Systems  von  Normal  integralen  bestimmt 
sein.  In  dem  Falle  einer  symmetrischen  Riemann'achen  Fläche,  resp.  einer 
algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  wird  speclell  die  Realitttt 
dieser  zweiten  p'  PeriodicitUtamoduln  um  so  grösser  sein,  je  symmetrischer 
jenes  zu  Grunde  gelegte  Quer  Schnittsystem  entweder  wirklich  ist  oder  wenig- 
stens durch  blosse  Verzerrung  gemacht  werden  kann, 

DemgemäsB  soll  im  Folgenden: 

1.  för  jede  der  verschiedenen  Arten  von  symmetrischen  F] 
löglichirt  aymraotrisches  QuerschmttaSBtem  ttn^ft^äcWRv- 

Ztluahtm  t  Mathematik  a.  Ph/ilk  SXVm,  tL 


dieser  zw 

r 
1 
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ungssmn  der  Querschnitte  Ä  und  B^)y  hier  denselben  so  wählen  kann,  dass 
die  in  den  Querschnitten  B  aufkretenden  Hälften  der  Querschnitte  Ä  in 
demselben  Sinne  durchlaufen  werden  wie  diese  selbst.  Von  dieser  Beschaf- 
fenheit ist  auch  der  in  den  Fig.  16  und  17  angenommene  Durchlaufungs- 
sinn.  Um  nun  aber  die  Zusammensetzung  der  Wege  B  noch  deutlicher  zu 
yeranschaulichen ,  möge  allgemein  der  in  dem  Querschnitt  Bjt  enthaltene 
üebergangscurventheil  mit  Um  bezeichnet  werden,  so  dass  also  speciell  l/|l/^ , .. . 
...,  Ui^x  die  schon  im  Vorhergehenden  so  bezeichneten  ganzen  üebergangs- 
curven,  Z7]t,  ZTji+ii  •••17'^  aber  Theile  der  allein  noch  übrig  bleibenden  X^*^ 
üebergangscurve  bedeuten.  FUr  die  Flächen  vom  Charakter  +  (P»  ^)  ^^' 
den  sich  alsdann  die  Querschnitte  B  folgendermassen  darsteUen: 

B,     =17„ 
B^     =  17, , 


Bi     =l7i      +^Ai^x, 

^il+ 1=17^  +  1  +  ^^2, 

» 

•••♦ 

Bp^i=>  l7*p_i+4^^, 

fOr  die  Flächen  Yom  Charakter  —  CP,  A^O)  aber  folgendermassen: 

B,     =17„ 
B%     =  üi, 


Ä-i  =  üi-i, 

Bi     ^Ux     +^Äx, 

Ä+i=  Ui^i  +  ^Äx^i, 

•••• I 

•  •••••••••  .  •  •, 

^p     =^P    +h^P- 

§12. 
QnersohnittBystem  der  symmetrisohen  Flächen  ohne 

Uebergangsonrven. 

Da  auf  den  Flächen  vom  Charakter  —(jp,  0)  sich  selbst  symmetrische 
Curven  der  ersten  Art  nicht  existiren,  sollen  auf  einer  solchen  Fläche  als 
Querschnitte  -4^ ,  -4, ,  . . . ,  ^^  diejenigen  p  sich  selbst  symmetrischen  Curven 
der  zweiten  Art  angenonmien  werden,  welchen  in  dem  Fundamentalbereich 

IJ  Vergl  Eiemann,  Theorie  der  AbeVeohen  Fxmctiouen,  II.  Abth.  §  19. 


I 


Charakter  —(j>,  15»0)  dagegen  jede  einzelne  derselben  von  einer  solchen 
Gestalt,  wie  die  in  Flg.  14  für  den  Fall  —  (1,1)  punktirt  gezeichnet« 
Linie  S^. 

Es  zeigt  Übrigens  die  nähere  Betrachtung  dieser  je  p  sich  selbst  sym- 
metrischen Wege  der  ersten  Art  sofort,  dasa  bei  der  eymine irischen  Um- 
formung der  Fläche  ihre  beiderlei  Dfer  sich  nicht  vertauschen.  Dagegen 
tritt  eine  solche  Vertauschung  offenbar  ein  bei  den  p  —  i  -)-  i  sich  selbst 
symmetrischen  Wegen  der  zweiten  Art,  welche  in  §  7  bei  den  Kormal- 
fläcben  vom  Charakter  —  (p,  i)  angegeben   wurden;    ein  Gleiches   gilt  von 


§11. 

Quersohmttsy stein  der  eymmetriBCheii  Flächen  mit 
TTebergangeciirTen. 

Ea  sollen  jetzt  für  die  Flächen  vom  Charakter  ±(p,i>0)  die  in 
§  9  in  AuBsicht  gestellten  möglichst  symmetrischen  canonischen  Qaersobnitt- 
syateme  angegeben  werden.  Dabei  werden,  wie  dies  auch  anderwärts  in 
geschehen  pflegt,  die  einen  p  Querschnitte  mit  ^, ,  Ä^,  ...,  Äj,  und  die  ande- 
ren p  ihnen  zugeordneten  mit  ß, ,  }}^,  . .,,  Bp  bezeichnet  werden.  Die  Quer- 
■  schnitt«  A^.  A^,  . ..,  Ap  sollen  dann  hei  allen  Flächen  vom  Charakter 
+  (p.  ^^^)  in  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  p  symmetrischen 
Wegendererslen  ArtS,  ,Sj, ....  S,,  bestehen.  Von  den  Querschnitten  B,,Bj,... 
...,  Bf  aber  sollen  ztmachst  Bi,  B^,  . ..,  Bi-\  bei  allen  PlUchen  vom  Charakter 
+  (Pil3>0)  gebildet  werden  durch  die  i  —  1  Uebergangscnrven  17^,17^,... 
...,  lfx~i,  welche  von  den  i—  l  Wegen  S,,  S, ,  ...,  Sj,-i  geschnitten  werden, 

■  »0  dass  im  Falle  +  (1,  2)  die  beiderlei  Querschnitte  A,  und  £,  die  in  Fig.  15 
punktirten  Linien  sind.  Weiter  sollen  dann  bei  den  Flächen  vom  Charakter 
+  (p,i)  die  5— —  Paare  von  Querschnitten  B^,  JB^  +  i,  ...,  Bp  so  ver- 
laufen, wie  dies  für  ein  solches  Paar  im  Falle  +(2,1)  in  Fig.  16  veran- 
schaulicht ist.  Bei  den  Flachen  vom  Charakter  —  {p,  i>0)  aber  sollen 
Ifilr  die  Querschnitte  Bi,Bi+\ Bp  diejenigen  gewählt  werden,  welche 
bei  jedem  der  ebenso  viel  Paare  von  Oeffnungen  des  Fundamentalbereichs, 
in  welche  die  Querschnitte  AiA,^\,  ..,,  Ap  einmünden,  so  angebracht  wer- 
den können,  wie  dies  im  Falle  —  (1,  1)  für  ein  solches  Paar  Fig.  17  zeigt, 
£b  iat  nun  leicht  zu  sehen,  dass,  wShrend  die  sämmtlichen  Quer- 
schnitte A  lauter  sich  selbst  symmetrische  Curven  der  ersten  Art  sind, 
die  Qnerschnitte  B  entweder  blos  aus  Uebergangscurven  bestehen  oder  aber 
ans  Tbeilen  einer  üebergangscurve  und  je  einer  Hälfte  eines  der  Qner- 
Bchuitte  A,  Femer  (Iberzengt  man  sich  auch  leicht,  dass  man  in  Ueber- 
einatimmaDg  mit  den  Biemann'schen  Fe3teet2.Q]igftii  VkWx  i 
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/ 


«•So 

wo  w  und  0  durch  eine  algebraische  Gleichung: 

mit  reellen  CoefQcienten  verbunden  sind ,  die  Function  R(Wy  z)  eine  ratio- 
nale  Function  von  w  und  e  mit  reellen  Coefficienten  ist  und  die  Grenzen 
WqBq  und  ir^ier^  jener  algebraischen  Gleichung  genügende  Werthepaare  tc,z  sind. 
Ein  solches  Integral  wird  nun  offenbar  einen  reellen  Werth  an- 
nehmen, wenn  die  beiden  Werthepaare  WqZq  und  to^gj^  reell  und  auch  die 
übrigen  Werthepaare,  welche  auf  dem  Integrationswege  durchlaufen  werden 
sollen,  oder  auch  statt  derselben  durchlaufen  werden  können,  ohne  dass 
dadurch  der  Werth  des  Integrales  geändert  würde,  reell  sind.  Femer  wer- 
den sich  zwei  conjugirt  complexe  Werthe  des  Integrales  ergeben, 
wenn  WqBq  und  w^z^  beliebige  complexe  Werthepaare   sind  und  man  dazu 

die  coiyugirt  complexen  Werthepaare  WqZq  und  w^z^  nimmt  und  nun  das 
Integral  das  eine  Mal  über  einen  zwischen  den  ersteren  beiden  Werthe- 
paaren  und  das  andere  Mal  über  einen  solchen  zwischen  den  letzteren  bei- 
den Werthepaaren  WqZq  und  w^z^  gelegenen  Integrationsweg  erstreckt,  wel- 
cher entweder  direct  alle  die  zu  den  auf  dem  ersteren  Integrationsweg  ge- 
legenen Werthepaaren  conjugirten  Werthepaare  und  sonst  keine  anderen 
enthält,  oder  doch  wenigstens  ohne  Aenderung  des  Integral werthes  durch  den 
so  beschaffenen  Integrationsweg  ersetzt  werden  kann.  Diese  beiden  Bemerk- 
ungen lassen  sich  mit  Bücksicht  auf  die  Beziehung  der  algebraischen  Gleich- 
ungen zu  den  symmetrischen  Bie  mann 'sehen  Flächen  auch  so  aussprechen: 

1.  Erstreckt  man  ein  reelles  Integral  längs  der  Punkte 
eines  üebergangscurventheiles  der  zugehörigen  Bie- 
mann'schen  Fläche,  so  wird  dasselbe  einen  reellen 
Werth  annehmen. 

2.  Erstreckt  man  ein  reelles  Integral  längs  zweier  zu  ein- 
ander symmetrischer  Curvenstrecken  auf  jener  Fläche 
in  analogem  Sinne,  so  wird  man  zwei  conjugirt  complexe 
Werthe  desselben  erhalten. 

Aus  dem  zweiten  Satze  lassen  sich  nun  sofort  die  folgenden  beiden 
wichtigen  Sätze  ableiten  über  die  Werthe,  welche  ein  reelles  Integral  an- 
nimmt, wenn  man  dasselbe  über  einen  sich  selbst  symmetrischen  Weg  der 
ersten  und  über  einen  solchen  der  zweiten  Art  erstreckt. 

1.  Der  Werth  eines  über  einen  symmetrischen  Weg  der 
ersten  Art  erstreckten  reellen  Integrales  ist  rein 
imaginär. 

2,  Der  Werth   eines   über   einen   symmetrischen   Weg  der 
zweiten  Art  erstreckten  reeWen  ln\.^^T^\fe^  \^\»  x^^W 


Um  diese  beiden  Polgemngen  za  ziehen,  bat  man  nor  zu  berUctBich- 
tigen,  doss,  während  bei  einem  sich  sel'bGt  symmetrischen  Wege  der  zwei- 
ten Art  eymmetrische  Partien  in  analogem  Sinne  durchlaufen  werden,  solche 
Partien  bei  sym metrischen  Wegen  der  ersten  Art  in  entgegengesetztem  Sinne 
dnrchlaufen  werden  (vergl.  Fig.  1  und  2). 

Sa  ergiebt  eich  endlich  auch  noch  leicht  der  folgende  Satz  über  den 
I  Werth  eines  reellen  Integrales ,  welches  Über  eine  Hälft«  eines  symmetrischen 
I  Weges  der  ersten  Art  erstreckt  wird. 

Der  imaginäre  Thei!  eines  reellen  Integrales,  welches  über 
zwischen  den  beiden  Üebergangscurvenpunkten  eines  eym. 
■ischen  Weges  der  ersten  Art  gelegene  Hälfte  dieses  Weges 
|.«rstreckt  wird,  ist  gleich  der  Hälfte  des  imaginSren  Werthes, 
hen  das  flberdenganzenWeg  in  demselben  Sinne  erstreckte 
■Integral  annimmt. 

§  w- 

Beeile  überall  endliche  Integrale  atif  Bymmetrisobeti  Flftohen. 

Wenn   u-\-iv   eine    beliebige   complese   Function  des    Ortes  auf   einer 

emann'scben  Flftche    ist,    so  sollen    die    reellen  Bestandtheile   w  und  v, 

I  denen  sich  jeder  Werth  derselben  zusammensetzt,  die  zu  der  Function 

f^hörenden    Potentialfunctionen   genannt  werden').      Zwischen    ibnen 

besteben  dann  bekannüieb  bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatensysteras  a;,  y 

die  beiden  Dijferentialgleichiingen : 


dx       8y'  dy  dx' 

möge  deren  eu  jedem  Werthe  von  w  sich  der  zugehörige  von  v  bis  auf 
ine  additive  reelle  Constante  bestimmt,  nfimlich: 


"=/!(l~)-©^*l 


+  c. 


Nun  denke  man  sich,  wie  dies  nach  einem  bekannten  Satze  der  R lern ann- 
■chen  Theorie  der  Abel  'sehen  Functionen  (vergl.  R.  Th,,  S.  40)  immer  möglich 
,  für  jede  der  verschiedenen  Arten  von  symmetrischen  Flächen  mit  dem  auf 
ihr  im  Vorhergehenden  angegebenen  Querschnittsystom  p  linear  unabhängige 
Überall  endliche  Potentialfunctionen:  «,,  «,,  ...,  Up  dadurch  bestimmt,  dass 
man  allgemein  tij^  vorschreibt,  am  Querschnitt  Äi,  die  reelle  Constante  r^t  als 

ISeriodicilAtsmodul  anzunehmen,  während  es  an  allen  Übrigen  Querschnitten  A 
bid  an  sKmmtlichen  Querschnitten  £  den  Periodicitätsmodul  0  haben  soll.') 
I  I)  Vergl.  R.  Th.,  S.  1  flgg. 
[  S)  Unter  dem  Periodicitätemodul  an  einem  Querschnitte  wird  d 
nrOhnlich,  der  Znwneba  verttaaden,  welcher  sich  fdr  die  in  It«de  flt 
beim  DebemchTciten  des  Querschnitt«»  einstellt.  Derselbe  \»* 
gleich  dem  Werthe,  welchen  das  Integral  annimmt,  isaw 
neten  Qoerscbnitt  entreckt  wird. 
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Es  wird  sich  dami  fftr   die  Periodicitätsmodoln  der  ujt  an  den  Qner- 
schnitten  A  das  folgende  Schema  auDstellen  lassen: 


A 

^AA                        ■  .  • 

A. 

«1 

fix 

0 

•  •  • 

0 

«I 

0 

fn 

•  •  • 

0 

• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 

«p 

0 

0 

•  •  • 

Tpp 

Es  ist  femer  auch  leicht  zn  sehen,  dass  die  so  bestimmten  Potential- 
fonctionen  wirklich  linear  nnabh&ngig  sind.  Denn  w&re  dies  nicht  der 
Fall,  bestftnde  also  eine  Gleichung  Ton  der  Form: 

worin  ^i,  c,,  ...,  Cp  und  C  gewisse  Constanten  sein  sollen,   so  würde  einmal 
für  jeden  Querschnitt  A  als  Integrationsweg: 

Ci,0  +  c,.0  +  ...  +  Cp.O  =  C, 

also  C7=0  sein  müssen,    daneben  aber   fftr  den  Querschnitt  J?^  als  Inte- 
grationsweg : 

Cj .  O  +  Cj  .0  +  ...  +  c^_i  .O  +  c^.r^^  +  c^-l-i  .0+...  +  Cp.O=C, 

also  C  =  c^.r^^  sein  müssen;   also   könnte  C  keine  Constante  sein,   und 
folglich  sind  u, ,  u,, ...,  ti^  in  der  That  linear  unabhängig. 

Weiter  kann  man  nun  aber  zeigen,  dass  die  so  bestimmten  Po- 
tentialfunctionen  tt|,«4,  ...,tiy  über  symmetrische  Punktreihen 
in  analogem  Sinne  erstreckt  gleiche  oder  entgegengesetzt 
gleiche  Werthe  annehmen,  je  nachdem  bei  der  betreffenden 
Fl&che  1^0  oder  1  =  0  ist.  Es  ergiebt  sich  dies  einfach  ans  der  Sym- 
metrie der  Querschnitte  A\  man  hat  nur  noch  zu  beachten,  dass  für  die 
Flftchen  vom  Charakter  +  (p,  il  >  0)  die  Definition  jener  Potentialfunctio- 
nen  nach  der  symmetrischen  Umformung  genau  dieselbe  bleibt,  weil  sich 
dabei  die  Ufer  der  Querschnitte  A  nicht  vertauschen ,  dass  dagegen  für  die 
Flfichen  vom  Charakter  —  (^ ,  0)  wegen  der  Vertauschung  der  Ufer  ihrer 
Querschnitte  A  bei  der  symmetrischen  Umformung  die  Definition  der  Po- 
tentialfunctionen  u  sich  so  umgestaltet,  als  wenn  die  Werthe  der  Periodi- 
citfttsmoduln  der  Functionen  an  s&mmtlichen  Querschnitten  gerade  in  die 
entgegengeeeiscten  übergegangen  wSren. 

Bestimmt     man     endlich     zu     den     aufgestellten     Potentialfunctionen 
^1/  ^f '"9  ^    vermöge   der  Formel  {F)   die    zugebSrigeu  Potentialfuno- 


Von  6.  Weiohold. 
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tionen  Vj,  v^y 


..,  Vp, 


80  werden  diese,  wie  aus  jener  Formel  unmittelbar 
hervorgeht,  immer  genau  die  umgekehrte  Eigenschaft  besitzen  wie  die 
Functionen  u,  d.  h.  es  werden  die  Differentiale  der  v  in  symme- 
trischen Punkten  für  X^O  entgegengesetzt  gleiche,  für  1  =  0 
aber  gleiche  Werthe  haben;  denn  die  Werthe  von  x  werden  in  sym- 
metrischen Punkten  gleich,  die  von  y  aber  entgegengesetzt  gleich  ange- 
nommen werden  können. 

Daher  werden  nun  die  aus  der  Vereinigung  der  2p  Potentialfunctionen 
U|,  t«2,  ...,  Up'y  v^j  v^,  .,.yVp  hervorgehenden  überall  endlichen  Integrale: 

W^^^Ui  +  iv^,     «^j,  =  **2  +  **'2»   •••»   tf>p  =  ^p+ivp 

im  Falle  X^O  solche  Integrale  sein,  welche  in  symmetrischen  Punkten 
conjugirte  Werthe  annehmen,  also  reelle  Integrale,  dagegen  im  Falle 
A  =  0  solche  Integrale  sein ,  welche  in  symmetrischen  Punkten  Werthe 
annehmen,  die  von  conjugirten  um  den  Factors  verschieden  sind,  also  mit 
dem  Factor  i  multiplicirte  reelle  Integrale. 

Die  2p^  Periodicitätsmoduln  dieser  Integrale  Wi,  w^,  .,,y  tüp  aber  lassen 
sich ,  wenn  man  allgemein  den  Periodicitätsmodul  von  Vk  am  Querschnitt  Äi 
mit  Qki  und  am  Querschnitt  Bt  mit  hki  bezeichnet,  wo  qjki  und  hkt  natür- 
lich reelle  Grössen  sind,  in  die  folgenden  beiden  Schemata  zusammen- 
fassen : 


A 

A 

« •  • 

^P 

♦•u  +  »?ll 

i9i» 

•  • . 

kip 

»9« 

fn  +  *?a 

•  •  • 

htp 

9 

• 

• 

1 

• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 

1 

«?pi 

kp2 

•  •  • 

^p  +  ^^pp 

1 

B, 

B, 

•  •• 

Bp 

i6„ 

♦^i 

•  •  • 
• 

ihp 

u^  +  iv^ 

«6„ 

%l„ 

•  •  • 

ihp 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 

Up  +  ivp 

♦5^1 

4 
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Die  sSmmtlichen  PeriodicitStsmodaln  der  w  an  den  Quer- 
schnitten^ sind  also  rein  imaginär. 

Es  lässt  sich  nnn  auch  leicht  zeigen,  dass  die  überall  endlichen 
Integrale  w^^  w^y  ..^^tOp  linear  unabhängig  sind.  Angenommen 
nämlich,  es  bestände  eine  Belation  von  der  Form: 

1)  Cj  (u,  +  ♦  Vj)  +  Cj  (mjj  +  ♦  i;,)  +  . . .  +  Cp  (up  +  ivp)  =  C, 

worin  C|,  c,,  ...,  Cp  und  C  irgendwelche  Constanten  sind,  so  würde  diese 
Relation  bei  der  symmetrischen  Umformung  der  Fläche  im  Falle  1^0 
übergehen  in  die  folgende: 

im  Falle  A  =  0  aber  in  die  Belation: 

20      <i  (—  «*i  +  »Vj)  +  Cg  (—  Ug  +  ♦€;,)+...  +  Cp(—  Up  +  iVp)  =  C. 
Aus  1)  und  2)  würde  nun  folgen: 

«1^1  +  ^^2  +  '"+  OpUp  =  ^ 

und  aus  1  und  2"): 

c,  Uj  +  Cjttg  +  . . .  +  Cpttp  =  0. 

Beide  Gleichungen  sind  aber  wegen  der  linearen  Unabhängigkeit  der  Po- 
tentialfunctionen  U| ,  «4 , . . . ,  Up  unmöglich ;  also  sind  in  der  That  w^yW^y,,,yWp 
linear  unabhängig. 


§15. 

Die  reellen  Normalintegrale  erster  G-attnng. 

Man  denke  sich  jetzt  für  alle  symmetrischen  Flächen  ein  System  solcher 
überall  endlicher  Integrale  w^^w^^  ...,Wpy  wie  es  im  yorhergehenden  Para- 
graphen betrachtet  wurde,  aufgestellt  Dann  wird  der  Umstand,  dass  die 
sämmtiichen  Periodicitätsmoduln  jener  Integrale  an  den  Querschnitten  B 
rein  imaginär  sind,  erlauben,  aus  dem  System  der  Integrale  t(7, ,  tr^ ,..., u^p 
je  ein  System  von  p  überall  endlichen  Normalintegralen  abzuleiten,  welche 
ebenso  wie  t^i,  t^s,  ...,  i^p  reelle  Integrale  resp.  um  den  Factor  i  von  solchen 
verschiedene  Integrale  sind.  Denn  man  hat  nur  p  lineare  Combinationen 
von  der  Form: 

anzunehmen  und  darin  die   Constanten  Ckft,  so   zu  bestimmen,    dass   diese 

nenen  In t^rale  J^ ,  J*, , . . . ,  Jp  an  Stelle  der  Periodicitätsmoduln  t  hki ,  welche  die 

Integrale  u^j,  u^g,  ...^  Wp  an  den  QuerschniUen  B  wa&v\fiÄ«ii ^  ^\ft^^\i\^TL  an 


Von  G*  Wbichold. 
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diesen  Querschnitten  annehmen ,  welche  durch  das  folgende  bekannte  Schema 
der  einen  p^  Perioden  der  Normalintegrale  gegeben  sind: 


A 

B, 

•  •  • 

Bp 

Jl 

2«» 

0 

•  •  • 

0 

J, 

0 

2n» 

•  •  • 

0 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

J, 

0 

0 

•  •  • 

27ci 

Dazu  ist  allerdings  nöthig,  dass  die  Determinante  der  hki  von  Null  ver- 
schieden ist;  dies  ist  aber,  wie  Herr  Professor  Prym  in  Band  LXXI  von 
Grelle 's  Journal  (S.  231  ^gg.)  bewiesen  hat,  wirklich  immer  der  Fall. 
Dass  nämlich  dann  in  der  That  die  Integrale  J^,  J^»  •••!  ^p  ^^^  erwähnte 
Eigenschaft  bezüglich  ihrer  Realität  erlangen,  geht  daraus  hervor,  dass  die 
Constanten  Ckfi  sich  bei  jener  Bestimmung,  wie  man  leicht  sieht,  als  reelle 
Constanten  ergeben  müssen. 

Was  endlich  die  zweiten  j>' Periodicitätsmoduln  dieser  Integrale  J| ,  Jj  v  *•• 
. . . ,  c/p  an  den  Querschnitten  Ä  anbelangt ,  so  pflegt  man  diese  so  zu  be- 
zeichnen, wie  es  in  dem  folgenden  Schema  geschehen  ift: 


A 

^ 

•  •  • 

^ 

Jl 

«11 

«1» 

•  •  • 

Ol, 

J, 

<hl' 

On 

•  •  • 

<Hp 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

J, 

Oj.1 

ApS 

•  •  ■ 

app 

1 

und  man   weiss  von  ihnen   nach  der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen 


zunächst  nur,  dass  zwischen  ihnen  die 


Relationen: 


aui  =  (Hk 
bestehen,^)   so  dass  also  das  obige  Schema  die  Form  eintr  w 
Determinante  besitzt.     Es  ist  nun  aber  eben  der  ZidpiiDl 


1)  VergL  Biem ann,  Theorie  der  AbeV«di«ii 
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snchang,  die  n&here  Beschaffenheit  der  Werthe  dieser  PeriodicitStsmodiiln 
aki  zu  ermittehi,  nämlich  anzugeben,  welche  derselben  bei  den  yerschie- 
denen  Arten  von  symmetrischen  Flächen  reell  und  welche  complex  sind, 
also  noch  einen  imaginären  Theil  besitzen. 


C.  Die  imagiiübren  Theile  der  Periodicitfttsmodulii  aki  der 

Normallntegrale. 

§16. 
Schemata  f&r  die  n&ohen  mit  UebergaiigactirYeiL 

Es  leuchtet  ein ,  dass  die  Werthe  der  Periodicitätsmodnln  ati  der  Nor- 
malintegrale Jij  J^y  '»'y  Jp  wesentlich  abhängen  von  der  Beschaffenheit  der 
Querschnitte  B.  Es  soll  nnn  gezeigt  werden ,  dass  bei  der  hier  getroffenen 
Wahl  der  Querschnitte  B  die  Werthe  der  Periodicitätsmodnln  ati 
entweder  y511ig  reell  oder  nnr  so  complex  sind,  dass  deren 
imaginärer  Theil  gleich  ni  ist. 

Um  dies  zunächst  ftbr  die  Flächen  vom  Charakter  +  (Pi  >t^0)  ein- 
zusehen, hat  man  aur  einerseits  die  in  §  11  angegebene  Zusammensetzung 
der  Querschnitte  B  bei  diesen  Flächen  zu  berücksichtigen  und  andererseits 
die  in  §  13  ausgesprochenen  Sätze  über  die  Werthe,  welche  ein  reelles 
Integral  annimmt,  wenn  man  dasselbe  über  üebergangscuryentheile  und 
wenn  man  es  über  Hälften  von  symmetrischen  Wegen  der  ersten  Art  er- 
streckt.    Dann  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  ati  für  diese  Flächen  von  der 

Form  sind: 

att^aki+B.niy 

wo  Oki  eine  reelle  Grösse  und  c  =  -f- 1  oder  »  0  ist  um  aber  die  Bealität 
der  Oki  für  diese  Flächen  vom  Charakter  +  (p,  1^0)  genauer  anzugeben, 
sind  in  den  folgenden  beiden  Schematis  einerseits  für  die  Flächen  Tom 
Charakter  +{py  X)  und  andererseits  für  die  Flächen  vom  Charakter —(|7,  A^O) 
die  imaginären  Theile  der  aki  zusammengestellt. 


Von  G.  Wbiohold. 
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Schema  für  die  Flftehen  Tom  Charakter  +(jp,^). 


A 

A 

•  •  • 

Äl-l 

Äl 

A+1 

A+i 

A+s 

... 

A 

.^1 

0 

0 

•  •  • 

0 

0 

0 

0 

0 

•  •  • 

0 

J* 

0 

0 

•  •  • 

0 

0 

0 

0 

0 

•  •  • 

0 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Jx-x 

0 

0 

•  •• 

0 

0 

0 

0 

0 

•  •• 

0 

Jx 

0 

0 

•  •• 

0 

0 

ni 

0 

0 

•  •• 

0 

Jx+1 

0 

0 

•  •• 

0 

ff« 

0 

0 

0 

•  •  • 

0 

Jx-^-i 

0 

0 

•  •• 

0 

0 

0 

0 

ni 

•  •• 

0 

Jx+s 

0 

0 

•  •  • 

0 

Ü 

0 

ff« 

0 

•  •  • 

0 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 

ff« 

Jp 

0 

0 

•  •  • 

0 

0 

0 

0 

0 

..TTt 

0 

Schema  für  die  Flftchen  Tom  Charakter  —  (p,  X  >  o). 


A 

A 

•  •• 

A-1 

Äx 
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Beide  Schemata  zeigen ,  dass  für  alle  Flächen  vom  Charakter  +  (i^,  A  ^  ü) 
immer  nur  p  ^  k  +  l  der  p^  Periodicitätsmodnln  ati  den  imaginären  Theil  ni 
aufweisen,  alle  übrigen  aber  reell  sind. 

Die  hierbei  gewonnenen  Besultate  stimmen  nun  auch  im  Falle  p  =  3 
mit  denjenigen  überein,  welche  Herr  Professor  Klein  in  der  eingangs  ge- 
nannten Abhandlang  in  Bd.  X  der  Mathem.  Annalen  abgeleitet  hat,  sofern 
man  dabei  lineare  Transformationen  der  Integrale  sowohl ,  als  der  Querschnitte 
zu  Hilfe  nimmt. 


§  17. 
Schema  für  die  Flächen  ohne  'Uebergangscurven. 

Um  auch  für  die  Flächen  vom  Charakter  —  (jp,  0)  die  imaginären  Theile 
der  ttki  zu  bestimmen,  hat  man  sich  zunächst  der  in  §  12  für  die  Quer- 
schnitte B  dieser  Flächen  erhaltenen  Aequiyalenz: 


{Bk  +  B\) 


rv; 


{t'^'-^) 


zu  erinnern ,  in  welcher  B^k  der  zu  Bu  symmetrische  Weg  war ,  weiter  aber 
zu  berücksichtigen ,  dass  die  Normalintegrale  Ji^J^i  * •  * i  *^p  ^  diese  Flächen 
vom  Charakter  —  (jp ,  0)  von  reellen  Integralen  um  den  Factor  %  verschie- 
den waren.  Denn  da  a^jt  der  Werth  des  über  den  Querschnitt  Bk  erstreck- 
ten Integrales  J^  ist,  so  wird,  wenn  man: 

setzt,  der  Werth  des  über  den  Weg  B^k  hinerstreckten  Integrales  J^  sein: 

und  daher  wird  sich  vermöge  der  obigen  Aequivalenz  für  den  Werth  des 
über  den  Weg  Bk+B'k  hinerstreckten  Integrales  e7^  die  folgende  Gleichung 
ergeben : 

dfik+af^k^^ißf^k^'i  l^^Vtii  —  ytikh 

wenn  nämlich  allgemein  iy^^k  den  Werth  des  über  den  Querschnitt  Ak  hin- 
erstreckten Integrales  J^  oder  also  den  Periodicitätsmodul  desselben  am 
Querschnitt  Bk  bezeichnet.  Diese  Periodicitätsmoduln  iff^k  sind  aber  durch 
das  in  §  15  angegebene  Schema  der  Periodicitätsmoduln  der  Normalinte- 
grale J^^J^y...^JpbSk  den  Querschnitten  B  bestimmt  und  es  ist  nach  dem- 
selben allgemein: 

y/i»*=0  fttr  fi^Ä; 
anä  nur: 
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Also  geht  die  obige  Gleichung  fCLr  ßfjg  über  in  die  folgenden  beiden: 

und 

ßf,f,  =  0. 

Stellt  man  diese  so  bestimmten  imaginären  Theile  der  akt  nun  auch  noch 
in  ein  Schema  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  folgende: 

Schema  fOr  die  FU&chen  Tom  Charakter  —  {p,  0). 
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ni 
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0 

Es  mag  nur  noch  auf  das  Yerhältniss  dieses  Schemas  zu  dem  aus  dem 
zweiten  Schema  des  vorigen  Paragraphen  für  den  Fall  X  =  l  folgenden  hin- 
gewiesen werden.  Es  haben  nämlich  bei  dem  letzteren  gerade  nur  diejenigen 
Periodicitätsmoduln  Okt  imaginäre  Theile,  welche  in  dem  obigen  Schema 
reell  sind,  was  offenbar  dem  umstände  parallel  läuft,  dass  für  den  Fall 
i  =  0  erst  die  Functionen : 

reelle  überall  endliche  Integrale  repräsentiren. 


XTX, 
Orundzüge  der  mathematisohen  Chemie. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Begeniborg* 


^  V. 

6.   Chlor. 

Atomgewicht:  Cl=:SSfi,    Molecalargewicht:  ClCl  =  ll. 

Beträgt  die  Qnantitftt  der  trägen  Substanz  eines  Massenatoms  das 
35,5 fache  eines  Wasserstoffmassentheilchens ,  so  erhalten  wir  das,  was 
die  Chemiker  Chlor  nennen  nnd  mit  Cl  bezeichnen. 

Ist  ein  solches  Atom  inmitten  des  äthererfüllten  Raumes  gegeben,  « 
so  werden  sich  drei  Aethertheilchen  auf  seiner  Oberfläche  niederlassen, 
und  ihre  Mittelpunkte  werden  die  Ecke  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bil- 
den, dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Massenatomes  geht.  Damit 
ist  die  Zahl  der  unmittelbar  aufzunehmenden  Aethertheilchen  abgeschlos- 
sen; es  übt  jedoch  die  Oruppe  ihren  Einfluss  auf  die  Stellungen  der 
Aethertheilchen  der  Umgebung  aus.  Am  nächsten  kommen  der  Oruppe 
zwei  Aethertheilchen ,  die  ihren  Platz  in  einer  auf  dem  erwähnten  Dreieck 
normal  stehenden  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Atomes  gehenden  Ge- 
raden (der  Axe  des  Atomes)  finden,  so  dass  die  Reihe  ACIA  dargestellt 
wird.     Die  Ruhelage  dieser  Aethertheilchen  ist  angegeben  durch: 

^  \19,803      4/'lfi^        (Ä«+r«)*A     "• 

welcher  Gleichung  der  Werth  von  Ä(C/^  =  0,9987  Gentige  leistet. 

Ersetzt  man   in  der  Torstehenden  Reihe  eines   der  Aethertheilchen 

durch  ein  zweites  Chloratom,  so  stellt  sich  dieses  so,   dass  beide  Axen 

in   die  Verbindungslinie  der  Atome   fallen   und   dass   das   Aetherdreieck 

des  einen  Atoms  gegen  das  des  andern  um  60  Grade  gedreht  ist.  Es  ergeben 

sieh  nun  die  Bedingungsgleichungen: 
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HtUm"') 


12)     ;  C«"+4r7 

I    DDd 
f   19,803 
In    beiden    GleicbuDgen    2] 
einander  gleich,  nnd  da  dl 
mit    zwei  Uabekanateii    ohn 


35,5»      1 


-.^)« 


(Ä  +  Ä,)»^V"     19,803, 
3(n+Ä,) 


19,803'   Jfi      i.iR  +  ^i)''  +  r'y/r 


n     ,         1        \  ,  B  3if.  3(ff+B,) 


id  die  Glieder,  welche  fl+fl,  eothalten, 
auch  bei  den  nacbfolgendeo  Gleichungen 
kusnahme    der  Fall   ist,    so    verde  ich  der 


Einfachheit  wegen  stets  in  der  zweiten  Gleichung  statt  der  Geeammtheit 
der  in  der  ersten  Gleichung  vorkommenden  Glieder  mit  Ä+Ä,  den  Äna- 
drnck  tp{It+R^)  setzen.  DerWerth  von  »p(Ä+7?,)  ist  also  von  einem 
Gleicbungspaare  znm  andern  verschieden. 

Ausserdem  will  ich  noch  zwei  andere  Verein Tachnn gen  benutzen. 


1 


I  beseichnen.    Eine  «ehr  oft  vor- 


I  kommende  Reihe  vo 

2n 


k  Gliedern, 


iHmlich 


r,+T 


2ß 


(fl»  +  4r»«nI6»')''i       (fi'  +  2»■»)■<•^{Ä»  +  ■»^*»w75"*)"■ 
l  im  Nachstehenden  stete  mit  f{li)    bexeicbnet  werden.     Die  entspie- 
mde  Bezeichnung  findet  auch  statt,  wenn  A,  oder  H+ü,  an  die  Stelle 
1  R  treten. 
Nach    dem  Vorangehenden    ändert   sieb    die   zweite  Gleichung  in  2) 
I'  *am  in : 

35,5a 


-  +  Ä,- 


(«1 

itsprech 


+  rV 


+  9.(Ä  +  Ä,}  =  0. 


Den  Gleichungen  2)  entsprechen  die  Wertbe  Ä(aC0  =  0,9762  und 
!,(C/^)=  1,0119.  ICb  ergieht  eich  hieraus,  dass,  wenn  zwei  einzelne 
Chloralonie  einander  nahe  kommen,  dieselben  sich  zu  einem  Molecul  ClCl 
vereiuigeu  können,  denn  R  in  2)  ist  kleiner  als  R  in  1),  und  es  kann 
daher  ein  Aethertb  eil  eben  der  Reihe  AL'IA  durch  ein  weiteres  Cbloratom 
ersetzt  werden. 

Es  dürfte  nicht  uninteressant  sein,  einen  Vergleich  zwischen  dem 
Verhalten  des  Sanerstoffs  bei  der  Molecalbildung  nnd  demjenigen  des 
Chlors  anzustellen. 

Bei  dem  cinfacben  Sanerstoffatnm  ist  die  Entfernung  der  nächsten 
»wei  Aetherthei leben  1,0510*,  und  wenn  eines  davon  durch  ein  zweites 
Sanerstoffatom  ersetzt  wird,  so  näberl  flieh  letzteres  dem  ersten  bis  auf 
0,9568.  Bei  dem  Chlnr  ist  die  Äethereutfernnng  0,9987  und  die  dea 
Bweiten  Chloratoms  0,9762.     Es  ist  also  im  Chlormolecul  die  AnnKhentng 
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der  Atome  bedeateod  klt^iner  ata  im  Sauerstoffmolecnl ,  wae  aaf  einen 
höheren  Grad  von  ZerBetebarkeit  des  ersteren,  also  eJo  leichteres  Ein- 
gehen in  andere  VerbiadüDgeu  hindeutet.  Dieses  gilt  zanäcbst  für  Ü'' 
abs.  Temperatur;  doch  zeigt  die  Eifahmog  die  nämliche  ETBcbeinnng 
«nch  für  unsere  gewöhnlichen  Wärmegrade. 

Wird  ancfa  das  sweile  ÄethertbeilcheD  in  1)  darch  ein  Chloralom 
ersetzt,  bo  lagert  sich  dieses  so  an  das  urBprüngliche,  nunmehr  mittlere, 
dnes  sein  Äetbordreieck  gegen  das  des  letzteren  am  60"  gedreht,  aber 
finrallel  ist,  so  dass  es  also  die  nSmliche  Stellang  hat,  nie  das  Drei 
dej  andern  änsseien  Atomea.     Dieses  fährt  %n  der  Gleichung: 


**'  3fl 12fi 

Cfi»+4r*)V.      (4Ä»  +  3rV 

B  hat  den  Werth  0,9SS4.  Es  kann  also  auch  das  sweite  begleitende 
Aetbert  heil  eben  durch  ein  Chloratom  ersetzt  werden,  und  wenn  bei  Fort- 
setzung des  Vorganges  mehr  und  nfthr  der  umgebenden  A  et  bertheil  eben 
ihre  Plätze  au  Chloratome  verlieren,  dentet  dieses  darauf  bin,  dass  das 
Chlor  ebenso  wio  der  Sauerstoff  durch  alleinige  Temperalurerniedrignng 
condensirbar  sein  mUaae.  Dass  erhöhter  Drock  eine  Beschlennigung  der 
Condeusation  herheiftthren  werde,  ist  selbstverständlich,  da  der  Dmck 
die  Abscheidung  der  die  Chlortheilchen  nmgebenden  Aethertheilchen  be- 
fördern muas. 

Durch  Verbindnng  von  drei  Atomen  Sauerstoff  entsteht  bekanntlich 
das  Ozon,  und  die  analoge  Verbindung  ist  auch  bei  dem  Chlor,  wenig- 
stens hei  0°  abe,  Temperatur  möglich.  Bisher  weiss  man  in  der  Chemie 
von  einem  aolcbeu  Analogon  des  Ozons  nichts.  Möglieb,  dstss  diese  Ver- 
bindung noch  nicht  gefunden  wurde,  wie  ja  auch  die  Entdeckung  des 
Ozons  um  manches  Jahr  später  datiit,  als  die  des  nicht  activen  Saner- 
stofis.  Doch  ist  noch  ein  Umstand  zu  berück  sichtigen,  der  die  Bildung 
von  Cl^  jedenfalls  erschwert.  Bei  der  Combination  OOA  ist  (0.4)  =  1,0715, 
und  wenn  das  Aethertheilchen  durch  ein  San  erst  offatom  verdrängt  wird, 
so  nähert  sich  letzteres  dem  alsdann  mittleren  Atom  bis  auf  Ü,9S20;  es 
crgiebt  sich  also  hier  eine  ganz  bedeutende  Differenz  und  es  wird  dem 
dritten  Sauerstoffatom  verhältnissmässig  leicht,  das  Aethertheilchen  zn  ent- 
fernen.  Soll  bei  dem  Chlor  der  nämliche  Vorgang  eintreten 
aCU  der  Werth  von  {CU)=  1,0119,  während,  wenn  das  AethertheilclM 
durch  ein  weiteres  Chloratom  verdrängt  wird,  (WO)  =  0,9884  wird.  Der 
Unterschied  ist  hier  viel  kleiner  und  darum  muss  auch  die  Wahrscheiu- 
lichkelt  der  Aetherverdrängnng  bei  dem  Chlor  viel  kleiner  sein  als  bei 
dem  Sauerstoff.  Dieses  dürfte  mit  der  Grund  sein,  warum  die  Verbin- 
dang  Clg  aocb  atcht  hergestellt  watde. 


\ 


Der  " 

iiu- 
b« 


Von  Prof.  Dr.  W.  0.  Wittwm. 


Mhandci 


Denken  wir  z 
eine  Weise  gebilde 
gegebenen  Räume. 
nabe  kominen,  eine  Neigung 
ihre  bisherigen  Gefährten  zu 
duDg  einzDgeboD,  so  dass  au 
cnle  Oj  oder  CL  sich  bilden. 


btndnng  O^  oder  Cl^  sei  auf  was  immer  für 
grössere  Anzahl  solclier  Molecule  in  einem 

60  muBB,  wenn  zwei  derselben  einander 
1er  sich  genäherten  Kandmolecule  bestehen, 
verlaEtien  und  unter  einander  eine  Verbin- 

je  zwei  Motecalen  0,  oder  t'/g  drei  Mole- 
Es  ist  dieses  möglich,  deuu  bei  dem  Sauer- 


•  0,9S20  nach  0,9568  ni 
Diese   Erscheinung  wird 
nlichkeit  der  Begegnau^ 


i 


Stoff  fückeu  die  Atome  ans  der  Entfern 
dem  Cblor  von  0.9SS4  nach  0,0762. 
leichter  eintreten,  je  grösser  die  Wafars 
also  je  dichter  die  Molecule  O^  oder  l\  bei  einander  sind,  oder  je  mehr 
sie  durch  Schwingungen  sich  nahe  kommen.  Dieses  findet  auch  in  der 
Tbat  bei  dem  Ozon  statt,  man  kann  den  Sauerstoff  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  ozonisiren ,  d.h.  die  Zahl  der  unter  ein  gegebenes 
Quantum    von    Moleculen    nicht  activen    Sauerstoffs   eingemengten  Ozon- 

lulecnle  ist  eine  beechrünkte,  ist  um  aa  mehr  beschränkt,  je  höber  die 

'emperatnr  wird. 

Hei  KeRprechung  der  Alkalimetalle  habe  ich  das  Anlagern  eines 
Atomes  an  das  andere  in  der  pümlichon  Weise  abgeleitet,  wie  frUher  bei 
dem  Bnnerstoff  und  oben  bei  dem  Chlor,  und  es  kann  zwischen  ihnen 
und  den  letzteren  bcziiglich  des  Aggregalznstnndes  nicht  wohl  ein  audcier 
Unterschied  besteben,  als  die  Höbe  des  Siedepunktes.  Die  Alkalimetalle 
nehmen  den  Inflförmigen  Aggregatznstand  erst  bei  höherer  Temperatur 
an  als  Sauerstoff  und  Cblor,  und  es  ist  wohl  nicht  nninteresennt,  nach- 
zusehen, wie  die  Verbindungen  pich  bei  O''  abs.  Temperatur  nnterschei- 
den.  Zu  diesem  Zwecke  lasse  ich  die  Combinatiouen :  AeCher,  Atom, 
Aether,  dann  Atom,  Atom,  Aeiher,  und  endlich  Alom,  Atom,  Atom  lür 
Sauerstoff,  Chlor,  Lithium  nud  Natrium  hier  folgen.  Die  unterhalb  und 
ewischen  den  Bestandtheileu  der  Votbindungen  stehenden  Zahlen  geben, 
wie  früher,  die  Distanzen.  Für  Lithium  und  Natrium  habe  ich  letztere 
nach  den  neuen  Constanten  berechnet.  Kalinm  konnte  ich  hier  nicht 
verwenden,  weil  bei  diesem  abweichend  von  den  auderen  vier  Elementen 
sich  nicht  drei  Atome  in  einer  Reihe  hinter  einander  stellen  lassen,  wie 
ich  dieses  bereits  in  meiner  dritten  Abhandlung  bei  der  Besprechung  des 
I  gezeigt  habe. 


A         O         A 
1,0510  1,0510 


0,(I5R8  t,071& 


0         0 
m  0,»8£0 


1.1805  l,18»a 


i.iaae  1,S314 


der 

bei 
sben 


Man  sieht  nus  diesen  Zahlen  Bofort,  daBB  die  vorgeführten  Element« 
sich  in  zwei  Paftrc  tbeilcn,  Sanerütoff  nnd  Cblor  einer-,  Lithiam  aod 
Kutrium  andererseits.  Bei  den  bei  gewöbnlicher  Temperatnr  gasförintgeD 
Substanzen  ist  die  Ätomentfernnng  beträchtlich  kleiner  als  bei  den  festen 
Körpern,  und  es  ergiebt  sieb  daraus,  das«  der  Einflnss  der  Wärme  anf 
die  Aenderang  des  Aggregatznatandes  grösser  sein  müsse,  wenn  die 
Atomdistapz  bei  0"  abs.  Temperatur  kleiner  ist,  eis  wenn  sie  einen 
grösseren  Wertb  bat.  Die  Verschieden beit  des  Atomgewichtes  kann  hier 
nicbts  ausmachen,  denn  wenn  man  von  dem  kleinsten  Atomgewichte 
vier  Elemente  zn  dem  grSssten  übergeht,  so  wechselt  allemal  t 
Körper  mit  einem  Gase  ab. 

Chlor  und  SanentolT. 

Bleibt  man,  wie  ich  in  den  frQheren  Abhandinngen  getban  b&be,  bei 
der  Betracbtnng  von  Gruppen  von  je  drei  Gliedern  stehen,  so  ergeben 
sieb  die  Zns&mmenstellnngen:  zwei  Atome  Chlor  nnd  ein  Atom  SaoM 
Stoff,  ein  Atom  Cblor  nnd  zwei  Atome  Sanerstoff,  nnd  endlich  ein  Atd 
SanerBtoff,  ein  Atom  Chlor  und  ein  Aethertheilcben. 

Verbindung  von  zwei  Atomen  Chlor  mit  einem  AtoiE 
Sauerstoff  (Unterchlorigsänreanbydrid,  67,0).  Bei  dieser  Vei^ 
bindung  ist  zunächst  die  Frage  zu  beantworten,  in  welcher  gegenseitigen 
Stellung  sich  die  drei  Atome  befinden.  Sie  stellen  sich  so  gegen  ein- 
einander,  dass  die  gegenseitige  Abstossung  einen  kleinsten  Werth  erlangt- 

Was  nun  die  Chloratome  anbelangt,  so  ist  sicher,  da&a  sie  so  gegen 
einander  gelagert  sind,  dass  die  Axe  des  einen  Atoms  in  der  VerlSnge- 
rnng  der  Ase  des  andern  liegt,  so  dass  also  die  Aetberebenen  beider 
parallel  und  die  Äetherdreiecke  gegen  einander  um  60"  gedreht  sind. 
Weniger  sicher  ist  a  priori  die  Stellung,  welche  ein  Sanersloffatom  gegen 
ein  Chloratom  einnimmt.  Es  kann  a)  das  SauerstofTmassent belieben  io 
der  Aetherebcoe  des  Chlors  liegen,  so  dass  die  Veibindnogslinie  beider 
Massentb  ei  leben  den  Winkel  halbirt,  den  die  Verbindnngstinien  zweier 
Chlofäthertbeilchen  mit  dem  Chtormassentheilchen  einscbliessen,  während 
die  beiden  Atomaxen  einander  parallel  sind.  Es  kann  anch  b)  das  Saner- 
stoffmaes  entheil  eben  in  der  Aze  des  Chloratoms  liegen,  wahrend  seine 
Axe  auf  dieser  VerbindangsUnie  normal  ist,  nnd  gleichzeitig  auch  aaf  der 
Richtung  der  Verbindungslinie,  die  man  von  dem  CblormassentbeUchea 
zu  einem  seiner  Aethertheilcben  zieht.  Im  ersten  Falle  ist  die  gi 
seitige  Einwirkung  beider  Atome  gegeben  durch: 


2.] 


2(«+r)  16.35.5a' 

U« +  ■■)"  + ■")■■•  K" 
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V         Im  Falle  b)  hat  man 

I      ..  (2.35,5  +  3.16)0«       „      16.36,5«' 

W         '  TS'+r-)* ' «f^' 

Es  ist  nan  sehr  naheliegend,  znr  BeBntwortnng  der  erwähnten  Frage 
die   vorstehenden  AnsdrUcke   in  Reihen    nach    wachsenden  Potenzen  von 

krÄ~'  an  entnickelu  nnd  ihre  VVertLe  für  verschiedene  Grfissen  von  R 
n  hestimmen.  Man  sieht  jedoch  bald,  dass  diese  Reihen  so  wenig  oon- 
Tergent  sind,  dass  os  viel  einfacher  ist,  die  Änadrilcke  direct  zn  berech- 
nen, wie  ich  es  bei  den  hisher  vorgeführten  Gleichnngen  stets  gethao 
habe.  Setat  man  nun  den  Werth  von  fi  =  0,95  in  den  Formeln  a)  und 
b)  ein,  so  ergiebt  sich  bei  a)  5.9645-8,5486,  also  die  AhstosBnng  2,5S41, 
während  mau  hei  h)  5,5424  — S,10!>3,  d.  i.  die  Abetossnng  2,5629  be- 
kommt. Es  ist  also  die  Abstosenng  hei  der  Stellnog  n)  am  0,0212 
grösser.  Setzt  man  den  Werth  von  Ä  =  1,05,  so  giebt  a)  4,9905  —  7,2080 
=  -2,2175  nod  b)  4,6831-6,8226  =  — 2,1395.  Hier  ist  also  die  Diffe- 
reiix  beider  Abstogsnngen  0,0780.  Die  Stellung  b)  ist  also  nm  so  mehr 
Tortheilhaft,  je  grösser  H  wird,  nnd  es  ist  schon  möglich,  dass  bei  sehr 
kleinen  Werthen  von  R  die  Stellung  a)  eine  geringere  Abstossung  zeigt; 
doch  kommt  eine  so  geringe  Grösse  von  R  im  Nachstehenden  nicht  vor. 
Es  ist  also  für  die  Verbindung  Cl^O  voranszusetzen,  dass  die  drei  Massen- 
theilcben  sich  in  einer  Geraden  befinden. 

Nachdem  die  Stellung  der  Atome  festgeBtellt  ist,  bleibt  noch  die 
Reihenfolge  derselben  zu  untersuchen  Uhrig.  Dieselbe  kann  sein:  a)  CICIO, 
b)  CIOCI. 

a)  Bei  der  Eeihenfolge  CICIO,  in  der  also  die  Atome  die  oben  an- 
gegebene Stellnng  haben,  ergeben  eich  die  Gleichnngen: 


16  +  2.35,5)«(fi+fiO 
35.5" g* _  I6.35.5a 


+  {3-35,5fl)fi 


ond 
I  [3.16  +  2. 35,5)a 


li,^ 


^esen    Gleichnngen    entsprechen    die    Werthe:    A[acO  =  0,9889     und 
^(CTO)  =  1,0011. 

b)  Bei  der  Zusammenstellung  C/OC'f  entsteht  bei  unveiKnderter  Dreh- 
[  der  Atome  die  Gleichung: 

((3.16  +  2.35.5)0  — |)A      (35.5« -1  )J 2^ 


|B) 


(Ä'+r^V, 


{AJi'  +  r^-'- 


-  +  (3-3r 


35.5  a' 


(.6  +  »t> 


a 


Soll  sich  ÜDtercbloHgGäuroa.nbjdrid  nach  der  CombinatioD  a)  dirpct 
bilden,  »o  kano  dieses  nnr  dudarch  gescbebea ,  dase  ein  iSaneratoffatom 
sich  an  cid  Chlormolecal  aobängt,  nnd  zu  diesem  Zirecke  mnse  «Ibo  ein 
Sanersloffmolecul  zerriesea  werden.  Soll  dieses  möglieb  sein,  so  muas 
die  Eatfemnng  des  an  das  Chlormolecul  sieb  aDBcbliesBenden  Saacrstoff- 
atoms  von  dem  näcbsten  Cbloratum,  also  A,  oder  (CIO)  ia  4),  kleiner 
sein,  als  die  Distans  der  Raaerstoffatome  in  dem  Saaerstoffmolecnt ,  also 
<  0,9568.  Diesee  ist  jedocb  nicbt  der  Fall,  denn  der  Wertb  von  Ä,  in 
4)  ist  1,0011  nnd  von  einer  Zerreiasang  des  SaaeistoiTmotecDls  kann  also 
keine  Rede  sein.  Ansserdem  mass  das  «icb  anscbliessende  SaaeretoSatom 
das  neben  dem  Chlormolecul  befindticbe  Aetbertbeikben  von  seinem 
PUtsie  verdrängen  können,  es  muss  also  {CIO)  in  4)  kleiner  sein,  als 
{ClÄ)  in  2).  Ersterer  Wertb  ist  l.OOIl,  der  letztere  1,0119.  Eine  Ver- 
drängung des  Äethertbeilcbens  wäre  hier  möglieb,  docb  wegen  der  ge- 
ringen Grösse  der  Differenz  nicht  sehr  walirscheinlich.  Betracbtet  man 
das  zweite  Kriterium  anch  als  bejahend,  so  ergiebt  sich  aas  dem  ersten, 
dssB  die  Verbindung  durch  directes  Zusammentreten  der  geeigneten  Quan- 
titäten von  Sauerstofi'  und  Chlor  sich  zu  bilden  nicht  vermag. 

Zum  Eintreten  der  Combination  b)  int  nicht  nur  eine  Zerreissnog 
eines  SaueretoQ'moleculs  uöthig,  sondern  auch  die  Zerreissung  eines  Chlor- 
molecnis,  weil  das  Sanerstofiatom  sieb  zwischen  zwei  Cbloratome  eio- 
schieben  mues.  Es  muss  also  Ji  in  5)  kleiner  sein  als  0,9568,  d.  i.  (00) 
im  Sauerstofi'molecnl ,  und  kleiner  als  0,9762,  d.  i.  (CICI)  in  2).  Beides 
ist  nicht  der  Fall  nnd  darum  auch  das  Eintreten  dieser  Combination 
durch  directes  Zusammentreten  von  Sanerstoff  nnd  Cblor  wenigstens  für 
0"  abs.  Temp.  unmöglich.  Man  erhält  übrigens  die  Verbindung  anch  bei 
gewöbulicber  Temperatur  nicht  auf  directem  Wege.  Indirect  bekommt 
mau  das  Untercblorigsänreanhydrid  dadurcb,  dass  man  Cblorgas  auf 
Qnecksilberoxjd  einwirken  lässt,  nnd  die  Verbindung  entsteht  naob  der 
Formel :  1/qO +  2CU  =  Cl^O  +  BgCI^. 

Betracbtet  man  diese  Formel,  so  sollte  man  meinen,  es  mUsete  stob  du 
Unterchlorigsäureanh^drid  am  einfachsten  in  der  Weise  bilden,  daas  der 
SKuerBtoff  des  QuecksilberoxydB  sieb  nn  ein  Chlormolecal  anschtiesat  und 
seinerseits  durcb  ein  zweites  Chlormolecul  ersetzt  wird,  das  sich  mit  dem 
fre  ige  wordenen  Qnecksilb'er  verbindet.  Dieser  so  einfache  Vorgang,  dem- 
zufolge die  Combiuatioa  a)  zum  Vorschein  kommen  würde,  bat  das  gegen 
sich,  dass  er  dem  Satze  von  der  Einwerthigkeit  des  Chlors  widerspricht; 
doch  muHB  ich  daran  erinnern^  dass  auch  Stimmen  dnfür  sind,  welche 
dem  Chlor  dem  Raneratoff  gegenüber  eine  höhere  Werthigkeit  vindiciren. 
So  hält  L.  Hey  er*  das  Chlor  in  den  SauerBtoffverbindungen  fUr  sieben- 
werthig. 


'  Moderne  rieorien  der  Chemie,  8,  X«&.,  S.^16. 
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rHat  eich  das  Unterchlorignäareanh^drid ,  sei  es  anF  was  imtnfir  für 
eine  Weise,  gebildet,  so  ist  stete  die  Möglichkeit  einer  ZerBetznng  durch 
ümgmppining  vorhanden.  Nehmen  wir  die  Combination  o),  so  können, 
wenn  zwei  Molecnle  einander  nahe  kommen ,  die  Sanerstofiatome  sich 
abtrennen  nnd  zn  einem  Sanerstoffmolecnl  zusammentreten.  Es  muss  zu 
diesem  Zwecke    {CIO)    in    4)  grösser  sein  als  (00)  im  Sanerstoffmolecul. 

IErstere  Distanz  bat  die  Grösse  1,0011,  letztere  ist  =0,9568,  and  die 
Abtrennung  ist  daher  sehr  gut  möglicti.  Zur  Zerlegung  der  Combination 
b)  mues  (OCl)  in  5)  grösser  sein  als  (CICI)  in  2).  Der  Werth  von  (Ort) 
ist  0,9933,  derjenige  Ton  {€!€[)  ist  0,9762.  Es  ist  also  anch  hier  die 
Zersetzung  von  CI^O  naheliegend;  doch  ist  die  Differenz  nicht  so  gross 
wie  im  vorigen  Falle,  nnd  die  Combination  ClOCl  stellt  also  eine  con- 
Btantore  Verbindung  dar,  als  die  Combination  CICIO.  Es  entspricht  dieses 
Besultat  dem  Satze  von  der  Einwertbigkeit  des  Chlors. 
Es  dürfte  nicht  Uberflassig  sein,  hier  die  in  den  Lehrbüchern  der 
Chemie    vorkommende    nnd    das   Unterchlorigsänreanliydrid    vorstellende 

Formel  „.]  0  etwas  näher  zu  besprechen-  Nach  dieser  Formel  wäre 
'  vorauszusetzen,  dass  swet  Cbloratomc  sich  übereinander  befinden  nnd 
I  aeitw^irts  davon  ein  Sanerstoffatom  sich  anlagert.  Zur  Erzielni^g  der 
j  geringsten  Abstossnng  stehen  die  zwei  Cbloratome  in  einiger  Entfernung 
f  ao,  dass  ihre  Aetherebenen  parallel  sind  nnd  ihre  Axen  zusammenfallen. 
L  Die  Aetherdreiecke  sind  um  60°  gegen  einander  gedreht.  In  der  Mitte 
wischen  beiden  Chlorebeneu  ist  eine  dritte  denselben  parallele,  nnd  die 
I  Projectionen  der  Verbindungslinien  der  Chlormassentheilchen  mit  ihren 
I  Aetherthei leben  scblicssen  auf  der  Mittelebene  sechs  Winket  von  je  60'^ 
Halbirt  man  nun  einen  solchen  Winkel  und  zieht  man  dann  eine 
auf  der  Axe  der  Chloratnioe  normale  Gerade,  so  steht  auf  dieser  in 
einiger  Entfernung  von  der  Axe  das  Mas  sentb  ei  leben  des  Sauergtnfis, 
Die  Äse  desselben  mag  ursprünglich  der  Chloraxe  parallel  sein;  doch 
wird  infolge  der  Aethcrwirkong  der  Chloratome  eine  Abweichung  von 
dieser  Stellung  eintreten ,  und  ebenso  verändert  sich  die  gegenseitige 
Drehnng  der  Cbloratome  in  der  Weise,  dass  der  dem  Sauerstoff  gegen- 
überliegende Winkel  der  Projectionen  etwas  grösser  wird  als  60".  Nach 
dem,  was  oben  über  die  gegenseitige  Stellung  von  Chlor-  und  Sauerstoff- 

Iatom  angeführt  wurde,  kann  diese  Stellung  unmöglich  eine  Stellung  der 
geringsten  Abstossnng  sein,  und  es  muss  daher  das  Sanerstoffatom  sich 
von  derselben  weg  begeben  nnd  sich  so  stellen ,  dass  seine  Lage  die 
«ben  dnrch  die  Formel  b)  angegebene  wird.  Dabei  ist  es  gleichzeitig 
•ach  in  dem  Minimum  der  Abstossnng  gegen  das  zweite  Chloratom.  Es 
IDRSB  daher  jedesmal  eine  der  beiden  Combinationen  CICIO  oder  aOCI 
pintreten,  und  die  chemische  Formel  ,..J0  wSre,  wenn  damit  eine  Stj» 


I 


860  CnmdsagB  der  matbematisohen  Cfaeraie. 

luDg  der  Atome  beaeichnet  werden  wollte,  nnm&glicb.  Bei  den  höheren 
OxydfttioDSBtnreD  des  Cblo»,  der  CLlorsäure  nod  der  UeberchloraSore, 
mag  es  allerdings  vorkommeD,  dass,  nachdem  die  besten  Plätze  vergeben 
sind,  die  oocb  weiter  AufzoDebmondea  S&uerstoffatome  sich  seitwSrt« 
Anlagern;  allein  das  gehört  nicht  hierher. 

Verbindong  eines  Atoms  Cblor  mit  zwei  Atomen  Saner- 
■  toff  (UntercblorigsSnreaohydrid,  ClO^.  Aach  hier  sind  wieder 
awei  Fälle  möglich;  es  kann  die  Reihenfolge  der  Atome  sein:  a)  CI'lO 
nnd  b)  OCIO. 

a)  Im  ersten  dieser  Fülle  ist  das  in  der  Mitte  befindliche  Sanerstoff- 
atom   gegen    das    benachbarte  Chlor   in    der   gewöhnlichen    Stellaag. 
änssere  SaaerstofTatom    ist    so    gelagert,    dass   seine  Axe   gleichzeitig  m 
der  Verbindnngelinie   der  drei  Atome  nnd  der  Axe  des  mittleren  S&iu 
Stoffs  normal  steht     Man  hat  nnn  die  Gleichungen: 

(2.35,5  + 3.  I6)afl     ((2.35.54-3.16)a- 2)(j?+fl^) 

CÄ»  +  r»)V.  ■*■  ([fl+ÄJS +  ;.»)% 

If3     355.1J?     35.5.16a'     (35.5.16.'  +  !) 
+  {3-35,5«)J? ^j (fi  +  Ä^)«— 

I  nnd 

^  (4J^  +  P-16-)«,-(„_.;^j,.),.-^'  +  ^(«  +  «.)  =  .. 

Diesen  Formeln  entsprechen  die  Werthe:  Ä(C/rt)  =  0,9965  nnd  /f,(00) 
=  0,9765. 

b)  Im  zweiten  Falle  steht  wieder  jedes  Sanerstoffatom  gegen  das  in 
der  Mitte  befindliche  Chlor  wie  gewöhnlich;  es  ist  aber  die  Axe  eines 
derselben  gegen  die  dos  andern  nm  60°  gedreht. 

Gleichge Wichtsbedingung  ist; 

(2.35.5  +  3. 16)^Ä     4(2.16«-l)fl 

(fi»+H)'/.         +    (4fl*  +  r»)V.    +l2_16o)Ä-AH) 

4^  16(35.5  +  4)0' 

(4ft»  +  3r»)S  ß»  ""■ 

Dieser  Qleichnng  entspricht  Ji(OC0  =  1.Ü013. 

Die  Vergleichnng  der  Resultate  von  6)  und  7)  ceigt.  dass  im  erste- 
ren  Falle  sowohl  R  als  /f,  kleiner  sind,  als  R  in  7),  und  es  besteht 
daher  kein  Zweifel,  daes  die  Combination  6)  derjenigen  7)  vorznsiehea 
sei,  welches  Ergebniss  auch  mit  der  Forderung  der  Einwerlhigkett  des 
Chlors  übereinstimmt.  Man  kann  sich  die  Bildung  der  Verbindung  am 
leichtesten  dadurch  erklären,  dass  man  annimmt,  an  ein  Molecnl  Saaer- 
stoff  Gchliessc  sieb  ein  Chloratom  an.  Es  ist  übrigens  R{CiO)  in  6) 
giösser  als  (CiCi)  in  2),  nnd  es  mass  daher  eine  Neigung  beatebea,  dMS 


off- 
das 
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pdie  Cblor&lome  von  dem  Sauerstoff  weggehen  und  zu  je  zweien  ein  Cblor- 
I  molecul   bilden.     Es   ist    io    der  That   auch  das  Unteicbtoraüareanbydrid 
laicht   zersetzbar,    ist,    wie    die  Beobachtung   zeigt,    ein  in  hohem  Grade 
«xplogiver  Körper. 

Verbindung   eines    Atoms    Chlur  mit   einem    Atom    Saucr- 

Btoff.     Diese  Verbindung,  der  man  als  drittes  Glied  ein  Aetherth  eil  eben 

beigeben  kann,  lässt  zwei  Combinationen  za,  denn  ea  kann  n)  die  Reihen- 

Tolge  CWA,  sie  kann  b)  OCIA  sein.     JedeemBl  sind  Chtor  und  Sauerstoff 

i  der  bereits  wiederholt  angegebenen  Stellung  der  kleintiteD  AbstoBsnng. 

a)  Bei  der  Reihenfolge  ClOA  ergeben  sieb  die  Gleichangen; 

(2.35,5  +  3. 16)«Ä        35,5«     ,  ,^  16.35.5a' 


(fl'+r*)-'. 


-Aß)- 


+  (3-35,5n 
3(fl+fi.) 


^  +  « 


l 


Diesen  Gleiclinngen  entsprechen  die  Werthe:  /i(C/0)  =  0,9765  und  ß,(OJ) 
.  1,0668. 

b)  Id  dieeem  Falle  tat  gegen  a)  nar  die  Reibenfolge  der  Theilchen 
geKndett.     Die  entsprechenden  Oieichnngen  sind; 

(2.35,5  +  3. 16)«B^      16«       |  p     i6a)Ji      '8-3''°'' 


9) 


(«■+'')■'• 


36,5 


-«"»-as+^j'+ro'.-» 

3«, 


Ä" 


I 


IBs  ist  Ä(OC0  =  0,9883  nnd  Ft,{CU)=  1.0138. 

Wir  haben  hier  ohne  Zweifel  den  schon  wiederholt  besprochenen 
Fall,  dasE  sich  durch  Ausscheiden  der  Aethertbeilchen  eine  Doppelver- 
bindung anOCl  oder  OCICIO  bildet.  Am  naturgemässeaten .  wenigstens 
dem  Satze  von  der  Einwerthigkeit  des  Chlors  entsprechend,  ist  der  eietere 
Fall,  in  dem  sich  an  ein  Sanerstoffmolecnl  beiderseits  ein  Chloratom  an- 
hangt, und  diese  Annahme  gewinnt  noch  dadurch,  dass,  wie  bereits 
oben  erwähnt,  die  Zerlegung  eines  Chlonnoleculs  leichter  vor  sich  geht, 
«Ib  diejenige  eines  Sauerstoff molecnls.  Wir  hätten  also  fflt  die  Verbin- 
dung C/jO,  die  Reihenfolge  CIOOCI.  Durch  dircctes  Zusammenbringen 
Von  Chlur  und  Sauerstoff  enUteht  die  ,Verbindnng  ClOJ  nicht,  weil 
M(aO)  io  8)  nicht  kleiner  ist,  ala  iCtCi)  in  2),  und  man  schwer  an- 
nehmen kann,  dass  ein  i-h-d  trennt  nnd  sich 
m  den  Sauerstoff  ank^  als  vorher 
dem  sveiten    Chlantt  >^^'< 


so  hat  man  den  F&ll  6),  nnd  d»  ergiebt  sich,  dasB  (CIO)  ntcbt  nur  nicht 
kleiner,  sondern  erlieblicli  grösser  ist,  als  (ClCi)  in  2).  Wäre  also  die 
Verbindung  wirklich  vorhanden,  8o  miisatn  eine  Neignng  an  zerfalleo 
bestehen;  sie  ist  übrigens  mcinns  Wissens  überhsapt  noch  nicht  hergestellt 
worden.  Bei  Annahme  der  Zusammensetzung  OCICIO  kommt  man  nach 
4)  zn  einer  noch  weniger  beatäDdigen  Verbindung- 
Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dnss  ziriscben  Chlor  ond  Sauer- 
stoff eine  nur  untergeordnete  Verwandtschaft  besteht.  Beide  Elemente 
verbinden  sich  nicht  direct  mit  einander,  nnd  ist  eine  Verbindung  auf 
iudirectem  Wege  zu  Stande  gebracht  worden,  so  ist  doch  stets  eine 
Neignng  vorhauden,  dass  dnrch  Lostrennung  des  Chlors  eine  Zersetzung 
vor  sieb  geht. 

Der  Satz  von  der  Einwerthigkeit  des  Chlors  ist  vollständig  gewahrt 
bei  OjO,  und  bei  aOj.     Bezüglich  der  Verbindung  C/gO  ist  zu  beachten, 
dass   die  Bildung   derselben    sich  leichter  erklären  lässl,   wenn  man  ihre 
Constitution  als  CICIO  voraussetzt,  als  wenn  man  ClOCl  annimmt.     Auch 
die    Formeln    4)    geben    der  ersteren    Annahme   gegen    die   zweite   einen 
wenn    auch   ganz   kleinen  Vorzug,  weil  [ClCf)    in    4)   etwas,    wenn   auch 
nur  ganz  wenig  kleiner  ist,  als  {CIO)  in  5).     Es  ist  jedoch  dieser  Untei 
schied    (0,9933  —  0,9889)    so    klein,    dass   er  bei  Annahme  einer  von  0'| 
verschiedenen  Temperatur  ganz  leicht  in  das  Gegenthcil  umschlagen  kan|^ 
Ausserdem    muss    ich   wiederholt   darauf  aufmerksam   machen ,    dass    di« 
Formeln  nnd  die  Constanten  nicht  so  genau  sind,  dass  man  auf  Untar« 
schiede,  die  erst  in  der  dritten  Decimale  auftreten,  ein  grosses  Gewicht  i 
legen  kann.     Es  ist  übrigens,  wie  bereits  oben  bemerkt,  die  Verbindung 
ClOCt,  also  diejenige,  welche  mit  dem  Sat/e  von  der  Einwerthigkeit  des 
Chlors  barmonirt ,  jedenfalls  die  beständigere. 


Combi nationen    to^ 
)  ergiebt  sieh, 


Chlor  nnd  Wassejrstoff. 
Untersucht  man  die  Zahl  der  dreigliedrige 
Chlor.  Wasserstoff  und  {im  Bedürfnissfalle)  Aelber, 
da  der  Natur  der  Sache  nach  Wasserstoff  und  Aether  stets  die  aussei 
Glieder  sein  müssen,  nur  drei  verschiedene  Zusammen  Stellungen  möglii 
sind.     Es  sind  diese  BCU,  HCiff  und  CICIH. 

Bezüglich  der  gegenseitigen  Stellung  von  Chlor  und  Wasserstoff 
mehrere  Fälle  su  berücksichtigen.  Es  kann  a)  das  Waeserstoffatoi 
der  Aetherebene  des  Chloratoms  liege»  und  befindet  sich  dann  in  e 
Geraden,  welche  den  Winkel  zwischen  den  Verbindungslinien  zwi 
Aethertheilcben  und  des  Massen theilcbens  des  Chloratoms  balbirt. 
kann  b)  das  Wassers toiTatom  in  der  Axe  des  Cbloratoms  liegen.  In 
den  Fällen  kann  wieder  das  Massenth eilchen  des  Wasserstofis  dem  Chli 
o)  an-,  es  kann  ihm  ß)  abgewendet  sein.  Um  nnu  die  Siellang 
geriagaten    jitwtoMong   zu    ermiltelo,   habe  ich  das   nämliche   Verfal 
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beobachtet,  wie  oben  bei  dem  Sauerstoff,  icb  babe  die  AbstoMüogen  für 
die  Entferaungen  0,9  nnd  1,0  des  Angriffspunktes  oder  Mittelpunktes 
des  Wasserstoffs  berechnet.     Dieser  liegt  zwischen  dem  Aethertheilchen 

r 
und   dem  Massentheilchen ,    um     ^  qao  i  i  =0>0^65  von    ersterem   ent- 

fernt.     Die  Abstossungen  sind  gegeben  durch  nachstehende  Formeln: 


2o(fl-^r)         .  (35.5  +  l)a    35,5a« 

*")    fia     a  _\»  1    a_»\«/.T 


H«+^)        ^_^__^35,5«  K'^-i) 


35,5.  g'+l 

(Ä  +  r)«    ' 

3a(/?Tr)  35,5a  3/?  35,5fl» 

Als  K  gilt  die  Entfernung  des  Wasserstoffäthertheilchens  von  dem  Chlor- 
massen theilchen.  In  der  Formel  b)  gilt  das  obere  Zeichen  für  er),  das 
untere  für  /?). 

Die  Ergebnisse  sind  nun  nachstehende. 

Entfemang:  aa:  a/?:  ba:  b|7: 

0,9  -1,2744    -1,4283    -0,7846    -0,7883 

1,0  -1,0530    —1,1917    -0,6987    -0,7316! 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Abstossung  einen  kleinsten  Werth  er- 
hält, wenn  das  Wasserstoffatom  in  der  Axe  des  Chloratoms  liegt  und 
sein  Massentheilchen  dem  Chlor  zugewendet  ist. 

Untersucht  man  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  Combi - 
nation  BCIA^  so  ergiebt  sich: 

35,5  fl»  1 ZR 

10)     ^  (Ä-r)«      (Ä+Äi)«      (fi«  +  r«)'/«'"" 

und 

~^  "^  ^^  ^  (Äi«+  r»)S  "•"  '^^^'^  *^^  ^  ^- 

Der  Werth  von  ^,  welcher  diesen  Gleichungen  entspricht,  ist  0,9898, 
wenn  R  die  Entfernung  des  WasserstofiHihertheilchens  von  dem  Ohlor- 

maseentheilchen  bedeutet.     Zieht  man  nach  dem,  was  ieb  in  meiner  voii« 

f 

gen  Abhandlung  hierüber  angegeben  habe,  <ia  qaq '^  0,0165  hieryon  A- 

20,oOÖ 

um  die  Entfernung  des  Mittelpunkte«  dei  CULoia  m^i^ 
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Wasserstoffs    sn    erhalten,    so    ergiebt   sich  (ffa)  =  0,9733.      Der  Weitb 
von  H,{CU)  ist  0.9903. 

Die  Verbindung  BjCl  setzt  die  Combinatiou   äClS  vomna  nnd 
bedingt  durch  die  nachstehende   Formel: 


T.  +  T- 


H) 


-Ti  +  18.8 


aÄ+a 


0. 


^i{R-rf  +  r^yf^'  (2Ä 
_  35.75 fl'  ZR 

Hier   ist  £  =  0,9820    und  nach  Abzug  von    0,0165    bleibt   noch   {H 
■=  0.9655. 

Bei  der  Combination  Cl^ff  haben  wir  die  Reihenfolge  CICIB, 
Ebenen  der  beiden  Chloratnme  «ind  parallel  nnd  gegen  einander  um 
gedreht,  es  ist  also  hier  der  nKmliche  Fall,  wie  wenn  i 
theilcben  durch  ein  Wasserst  off atom  ersetzt  wird,  das 
eben  gegen  das  Chlor  gerichtet  bat.  Es  ergeben  sich 
«ngen : 

6(35,5a-l)fl  .        3a{fl  +  fli-r)        ,      35,5 


I 


2)  das  Aelher- 
Massentheil- 
die  Gleicb-'i 


(A'  +  r*)*'-     ^((fl+Ä,- 


35.5  a' 


(Ä+Ä,- 


-,+  C3-35,5o)Äj 


Die  Entfernung  H{Clcr)  ist  0,9706,  während  R^  den  Werth  1,0017  hat. 
N»ch  Abzng  von  0,0165  bleibt  also  für  die  Entfernung  {ClIT)  noch  0,9852. 
Deberblickt  man  diese  Zahlen,  so  ergiebt  sich,  dass  allerdings  zwi- 
schen dem  Chlor  und  den  Alkalimetallen,  die  ich  in  meiner  dritten  Ab- 
handlung besprochen  habe,  bezüglich  der  Verwandtschaft  zum  Wasser- 
stoff ein  grosser  Unterschied  besteht,  insofern  Chlor  sich  leicht  mit 
Wasserstoff  verbindet,  was  bei  den  Alkalimetallen  nicht  der  Fall  ist; 
nilein  man  beobachtet  doch  auch  Verhältnisse,  die  sich  schwer  erklären 
lassen.  Eigentlich  sollte  die  Entfernung  {CIH)  bei  der  Combinatiun  JfCIjt, 
also  dem  Chlorwasserstoff,  am  kleinsten  sein,  nnd  dann  wäre  zn  erwar- 
ten, dass  bei  der  Zneammenstellnng  CiClH  die  Entfernung  {ClCl)  grösser 
sei  als  bei  ClClA  in  2).  Endlich  sollte  HCl  bei  ÜCIH  grösser  sein  als 
in  BriA.  Würde  all'  dieses  eintreten,  so  wfire  der  Chlorwasserstoff  iTC/ 
die  am  leichtesten  eintretende  Verbindung  von  Chlor  nnd  Wasserstoff. 
Diese  könnte  zunächst  dadurch  entstehen,  dass  zn  beiden  Seiten  eines 
ChloriDoleeals  je   ein    WawerstoQ'atotn  sicli  aale^,    durch   deren    Zntril 
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denn  die  Trennung  der  Cbloratomc  im  Molecnle  bewerkstelligt  wtlrde. 
Das  wkre  ein  Vorgang,  der  dem  von  mir  früher  geschilderten  Ueber- 
gange  des  gelben  EaliumbypproiydB  in  weisses  analog  wäre;  allein  es 
steht  der  Umstand  entgegen,  dass  in  CI^H  die  Entfernung  (ClCl)  etwas 
kleiner  iat  als  im  Chlorraolecal,  wKhrend  sie  grösser  sein  sollte.  Es  ist 
allerdinge  dieser  Unterschied  erst  in  der  dritten  Decimale,  also  da,  wo 
die  Ergebnisse  der  Rechnung  unsicher  werden,  und  es  kann  derselbe  bei 
höherer  Temperatur  ganz  leicht  ins  Gegentheil  nmschlagen;  allein  vor- 
läalig  ist  er  noch  da,  und  ich  bin  fern  davon,  zu  glauben,  dass  nicht 
I  durch  Aendernng  der  Constanlen  oder  Berücksichtigung  eines  von  mir 
[  fihersehenen  Nebenumstandes  ein  anderes  Resultat  ersielt  werden  könnte. 
Bei  dem  WasserstoiT  sind  noch  zwei  Umstände  da,  welche  der  Be- 
rechntiDg  der  Verhältnisse  desselben  Schwierigkeiten  in  den  Weg  legen. 
Der  eine  ist  der,  dass  die  Grösse  r,  d.  i.  die  Summe  der  Radien  von 
Hassen-  und  Äethertbeilchen,  die  ich  bis  jetzt  noch  als  für  alle  Elemente 
gleich  vnrauszusetsen  genötbigt  bin ,  hei  dem  WaGserstoff  des  kleinen  Atom- 
gewichte wegen  weiter  von  dem  dorchschnittlicben  Werthe  abweichen  mass, 
als  bei  den  übrigen  bisher  besprocheoen  Elementen.  Der  zweite  Um- 
stand ist  die  Schwierigkeil,  der  unsymmetrischen  Gestalt  des  Wasserstoff- 
aloms  wegen  seinen  Mittelpunkt  so  genau  anzugeben,  als  dieses  hei  den 
übrigen  Elementen  geschehen  kann.  Ich  habe  mich  daher  auch  schon 
früher  genöthigt  gesehen,  an  meinen  ursprünglichen  Vuraussetzungen 
Aeuderungen  vorzunehmen. 

Chlor,  SanurBtoir  und  WasgcrstuHT. 
Von  den  verschiedenen  Verbindungen,  die  dnrch  Abänderung  der 
ISIahl  der  eintretenden  Sanetstofl'atome  gebildet  werden,  kann  ich  hier 
r  Dtir  diejenige  berücksichtigen ,  welche  ans  je  einem  Atom  Sanerstriff, 
f  Chlor  nnd  Wasserstoff  besteht,  die  onlerchlorige  Säure.  Für  die  Grup- 
[  piruug  der  drei  Atome  giebt  es  awei  verschiedene  Möglichkeiten.  Es 
}  kann  sein  ")  ClOtl  oder  b)  OCIff. 

n)  Wenn    der    Sauerstoff    in    der   Mitte  steht,    so   sind    die   Gieich- 
I  ge wich Isbed in  gangen : 

(3.16  +  2.35.5)»!»  ,       3n(fl  +  fli-r)       .     35,5« 
tÄ»-t-r«)% 


-K3-35,5fl)Ä-/'(fl)- 
16.35,5a"  35,5(1 


R* 


«7  + 


2a(Jti- 


rf  +  r*)' 


H- 1 8,803  aß,-|- Ol 


(Ä-l-fl,)' 
3(ft-^ff,) 


2B, 


aaCfli-O 


{fi,-'-)''^aß,-r)*+^y' 


,+ ?(«+«,-,= 


+  9,(fl+Ä,)  =  0. 

Den  GleichuDgen   enUprechen  die  Wetthe:   ß(Oa)  =  0,9825   und  A,  = 
1,0034,  also  CC/Ä)  =  0,9869. 

Man  kann  Gicb  die  Bildang  der  nntercbloiigen  Säure  nach  den 
Formeln  13]  dadurch  erklären,  dass  in  einem  Wassertb eilchen  das  eine 
Wasserstoffatom  dnrcfa  Chlor  ersetzt  wird,  welcher  Vorgaog  mit  Zer- 
reissung  eines  ChlormoIecalB  verbanden  ist.  Im  Wasser  ist  (Ä0)=  1,0091, 
im  Chlonnolecul  ist  (C/O)  =  0.9762,  während  (CIO)  in  13)  deo  WertU 
0,9712  hat.  Letzterer  ist  am  kleineteo,  wenn  auch  die  Differenz  gegen 
{Cid)  sehr  kleiu  ist,  was  eben  nicht  auf  eiu  festes  ZnEammen halten  der 
nnterchlorigen  Sänre  schlieseen  läaat.  i 

Nach  den  Formeln  14]  ist  nothwendig,  dasG  an  da  ChlorwaBseraloflWfl 
theilcheu  an  der  Seite  des  Clilors  unter  Abscheiden  von  Äether  nnd  Zev^l 
reissung  einea  SanerstolFmoleciile  sich  eio  San ersloSa lern  anschliesst.  Hiem 
ist  nothweadig,  dass  die  EDtfernung  (OC]  in.  14]  sich  als  kleiner  berans- 
stellt,  als  (00)  im  Saueratoffmolecul  und  als  {CiA)  in  10).  Nun  iat 
(OO)  =  0,9568,  (C/J)i=0,9903.  und  da  (OCI)  in  14]  =  0,9625,  so  wäre 
es  wohl  keine  besoodere  Schwierigkeit,  das  AolhertbeilcLen  dee  Chlor- 
wsHserstofis  abzutreDnen;  wohl  aber  hndet  sieb  eine  selche  bei  der  Zer- 
reissnng  des  SauerstofTmoleculs.  Geseist,  die  Verbindung  sei  auf  irgend 
eine  Weise  »um  Vorschein  gekommen,  so  mnss  stets  die  Neigung  be- 
stehen, dasB  die  Sancrstoffatome  zweier  benachbarten  Molecule  der  nnter- 
cbloiigen Säure  sich  zu  {00)  verbinden,  so  dass  also  die  Sfinre  in  Sauer- 
stoff nnd  Cblorwasserstofi'  zerfallen  müaste. 

Es  muss  also  die  Oombination  ClOH  ffir  die  Zusammensetzung  der 
nnlercblorigen  Säure  der  Combinalion  0  Cl  li  vorgezogen  werden.  Bei 
ersterer  ist  auch  der  Satz  von  der  Einwertbigkeit  des  Chlors  gewahrt. 

Chlor  nnd  Natrium. 

Bei    der  Verbindung   dieser   beiden  Substanzen  können  je  nach  der 

Zahl    der   eintretenden  Atome   nud    ihrer  Reihenfolge  rerschiedene  Fälle 

eistreten,    die   ich   zuerst   Tornehmen    will,    worauf  ich    einen    Küokblick J 

aber  dieselben  folgen  lassen  werde.  V 


a)  Zwei  Atome  Natrium  veibindea  Bicb  mit  einem  Atom  Chlor.  Die 
F  Beilieufolge  kann  sein:  «)  NaClNa  oder  ß)  NaIfaCI. 

b)  Ein  Atom  Clilor  verbiudet  Eich  mit  einem  Atom  Natrinm  uud  als 
I  Drittes  im  Bunde  geht  noch  ein  A et Iierth eilchen  in  die  CombiDstion  ein. 
I  Die  Reihenfolge  kann  gein:  a)  NaCU  nnd  ß)  ClNaA. 

c)  Zwei  Atome  Chlof  stehen  in  Verbindung  mit  einem  Atom  Natrium, 
Die  Reihenfolge  ist:  u)  ClNaCi  oder  j3)  ClCilÜa. 

au)  Die  drei  Atome  eind  so  gelagert,  dass  die  Ebenen  der  Aetfaer- 
theilchen  unter  sieb  parallel  sind,  dass  dagegen  von  einem  Atom  sum 
andern  eine  Drehung  des  Aetberdreiecks  am  60"  stattfindet,  so  dasB  also 
die  beiden  äusseren  Aetherdreiecke  gleich  gelagert  sind.  Man  bekommt 
so  die  Gleichung: 


3  C(23H- 35,5)0 


15) 


(fi*  +  r»)-' 
(4.23.35,5a»+23»a»+ 


2)ff  ,     12.23ai?    .  ,^ 


3fl 


3a)  fi 


I2n 


4Ä»  (fl»  +  4r»)V.      (4Ä»+3r*)V. 

er  Gleichung  entspricht  fl(ffa  C/)  =  1.0510. 
(i^)  Uier  ist  die  gegenseitige  Slelluug  der  benachbarten  A 
;  wie  im  vorigen  Falle,  nnd  es  mass  sein: 


6t23a-l)ft 


+  - 


3  +  35,5)(fl+fli) 


+  (3-23u: 


_  (23 .35.50^3) 

(fl  +  ß,)'  (fl'+4r*)V-     -((Ä+flJ^  +  r«)''. 

]  und 
I  3a23+-35.5)a-2)B, 


{/?.»+ r')''. 


+  (3-35,5a)Ä, 


23.35,5  a' 


3Ä, 


sind    erfüllt, 


Ä(iVaiVa)=  1.1637    und    ß,{NaCI) 


LDie  Gleichi 
=  1,1803. 

ha)  Natrium  und  Chlor  haben  wieder  parallele  Aetherdreiecke 
I  60"  gegen  einander  gedreht  sind,     Gleichgewichtsbedingungen 
3(58.5a-2)«  23.      ,   „  31! 

(«■+'■)'•      +(«  +  «,)■■'"''(«■  + 4  ,J)V. 
35,5.23«"  3(«  +  fl,) 


17)    <  Ä"  ((«+«,)'"+ r'y. 


=  0 


|.ÄCiVaC/)  =  0,9749,   fi,(C/^)  =  1,0880. 

I>ß)  Die  gegenseitige  Drehung  der  Aton 
t  den   vorigen  Fall    nur  die  Keihenfolge  von 
Oleichiingen  heisseu: 


I  ist  die  bisherige  und  g 
't  and  An  abgeändert. 
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3  (58.5  a -2)/?  .     35,5a      .  ,^     ,„  ^  s  „      23.35.5a« 
(/P  +  r»)V.     +(Ä+A,)*     ^   ^         ^^  Ä^ 

3Ä^ 3(fl+/?,) 

18)     ^  (Ä«+4r«)'Ä      ({Ä+Ä,)»  +  r*)'/« 

and 

Es  folgen  daraus:  /i(C/JVa)i=  1,1194  and  A,(^a^)  =  1,2204. 

Bei  eei)  und  c/})  ist  gegen  aa)  nur  die  Beihenfolge,  nicht  aber  die 
gegenseitige  Drehnng  der  Atome  geindert. 

Fflr  CO)  hat  man: 

3(58,5«  -  2)  Ä12^35^5aÄ  3Ä 

+  /4  p«  I    IN«/.  +(3  — 35,5a)^  — 


'  12J?  (4.35,5.23a«+35,5*a«  +  3)^ 

(4Ä»+3r»)''.  AB* 

Der  Werth  von  B{ClNa)  ist  1,1350. 

Der  Fall  cß)  giebt: 

6(35,5a-l)B  .  3.58.5a(«+g.)   .  ,,      o=  e^x  „     35,5«a« 
(iP  +  r«) V.     +  ((B + B,)» + r»p.  +  ^**  ~  ''^'^  "^  ^         W 

(35.5.23a«+3)  ZR  ^ifi+R^) 

<      "        («+«i)*  (iP+4r»)%      ((B+B,)«  +  3r»)% 

'    ■    und 

3(58,5a-2)ig,  ;  ,^  3ig^  23.35,5a« 

E{ClCt)  =  1,0479,  R^iClNa)  =  0,9892. 

Die  Vergleichung  der  vorstehenden  Resnltate  ergiebt,  dass  nur  die 
Fälle  6a)  nnd  cß),  also  die  Verbinditngen  ^aClJ  nnd  ClClNa  in  Be- 
rücksichtigung zu  ziehen  seien ,  während  die  übrigen  Combinationen  wegen 
ihrer  grossen  Werthe  von  R  und  i?,  ausser  Acht  gelassen  werden  können. 

Was  nun  diese  zwei  anbelangt,  so  zeigt  die  Verbindung  NaClA  eine 
bedeutendere  Annäherung  von  Ifa  und  C/,  als  die  Reihe  ClClNa^  wäh- 
rend andererseits  in  letzterer  die  Entfernung  {ClCl)  kleiner  ist,  als  {CIJ) 
in  der  ersteren.  Fragt  man  sich  nun,  wie  die  Verbindung  ClClNa  am 
einfachsten  zu  Stande  kommen  kann,  so  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse, 
dass  dieses  der  Fall  ist,  wenn  sich  ein  Natriumatom  an  ein  Chlormolecul 
anhängt.  Es  ist  dieses  möglich,  wenn  {ClNa)  in  20)  kleiner  ist,  als  {ClJ) 
in  2)  und  kleiner  als  (Na  Na)  in  der  Verbindung  Na  Na  Na,  Nun  ist 
(6^/iVa)  =  0,9892,  ((7/i#)=  1,0119  und  (NaNa)  (bei  Anwendung  der  neuen 
Onnstanten)  =  1,2064.  Die  Verbindung  ist  also  möglich.  Denkt  man 
sich,  dieselbe  sei  zu  Stande  gekommen  und  eine  grössere  Anzahl  von 
Moleculen  derselben  sei  bei  einandeT^  6o  kaüü  ^  ulcht  ausbleiben,  dasa 
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)   die  KaGieren  ChtorAtome  zweier  beDSchbEtrteii  Molecole  snf  eioander  wir- 
ken.     In    der    Verbindung   ist   (CICI)    nach    20)    =1,0479;    können    eicb 
jedoch    zwei  Cbloratome  zu  einem  Chlormnlecnl  mit  eioauder  verbinden, 
Bo    treten    sie   eich    nach   2]    bia    tnxf  0,9762  näher,    and  es  ergiebt  sich, 
dasB  hier  eine  Neigung  von  ClClf/a  beBteheo  idubb.  daes  sich  zwei  Mole- 
cule   der  Verbindung   in    zwei  Motecule  N.,Cl  und  ein  Molecnl  CICI  aer- 
legen.     Die  durch  Wärme  verursachten   Schwingungen  müseen  diese  Zer- 
legung begünstigen  und  in  der  Tbat  tritt  die  Verbindung  KaCl  bei  höbe- 
I  l'emperatnren  auf,  sie  entäteht,  wenn  Natrium  in  Chlorgas  erwärmt 
wird.     Ob  die  Verbindung  auch  in  Temperaturen,  die  sich  dem  absoluten 
I   Knltpnnkt    nähern,   gebildet    werden   könne,    darüber   besteht  keine    Er- 
j   fahrong.     Dieses  ist  jedoch  zunächst  von  untergeordneter  Bedeutung. 

Die  Bildung  von  f/aCI  aus  NaCI^  kann  übrigens  noch  auf  eine  zweite 
Art  vor  sieb  geben,  welche  derjenigen  analog  ist,  nach  welcher  aas  KO^ 
die  nächst  niedrige  Oxydationsstafe  KO  entsteht  und  die  ich  bereits  bei 
dem  Kalinm  erörtert  habe.  Bei  dem  Cblormolecul  ist  (0^0=0,9762. 
Kommt  nun  als  Ersatz  des  Aethertheilchens  ein  Atom  Natrium  dazn,  so 
rücken  die  beiden  Chloratome  bis  1,0479  auseinander.  Es  kann  nun 
auch  auf  der  Seite  des  zweiten  Chloratoms  ein  Natrinmatom  eich  an> 
bSngen,  und  dieser  Vorgang  muss  nochmals  ein  Auaeinanderrttcken  der 
Chloratome  nach  sich  ziehen.  Wird  dabei  die  Grenze  1.0880  übcr- 
Bchritten,  so  zerrällt  die  Verbindung  Na^Cl^  und  es  bilden  sich  zwei 
Molecnle  NaClA,  indem  auf  der  dem  Natrium  abgewendeten  Seite  des 
Chlors  ein  Aetherth eilchen  sich  ansiedelt. 

Man  kommt  so  jedesmal  anf  die  einzig  mögliebe  Verbindung  NaClA, 
das  Chlornatrium,  welche  durch  17)  repräsentirt  ist  und  die  auch  der 
Forderung  der  Einwerthigkeit  des  Chlore  entspricht. 

Die  Durchsichtigkeit  der  Kochsalskrjslallc  weist  auf  die  Anwesen- 
I  Tieit  freien  (nicht  mit  den  Atomen  fest  verbundenen)  Aethers  hin.  Von 
]  den  drei  Bestandtheilen  sind  zwei  stets  Massentheilchen  {Cl  und  J^a)  und 
t  ainer  ein  Aetbertheilchen.  Wäre  nnn  die  Grnppirung  der  Gesammtbeit 
l  und  die  gegenseitige  Entfernung  die  oämliche,  wie  die  der  Aethertheil- 
'  chen  im  allgemeinen  Uaume,  so  würde  die  Aetherdichtigkeit  im  Koch- 
salze ein  Drittel  derjenigen  des  allgemeinen  Raumes  sein  und  der  Licht- 
brechungsexponent wäre  gleich  j/3  =  1,7322.  Im  allgemeinen  Räume  ist 
Idie  Grnppirnng  des  Aethers  eine  derartige,  dass  die  Kraft,  welche  bei 
gestörtem  Gleichgewicht  ein  Äelherlheilcben  in  die  Ruhelage  zurückzu- 
Alhren  sucht,  einen  kleinsten  Werth  hat,  und  da  die  Anordnung  der 
Aetbertheilchen  im  Kochsalz  jcdcnfallN  eine  andere  ist,  als  im  allgemi'i 
nen  Räume,  so  ergiebt  sich  nothwcndig,  dass,  wenn  ein  Aetliertbeilchen 
■na  seiner  Gleichgewichtslage  kommt,  die  es  in  letztere  znrUekHihrende 
Kraft  grösser  sein  muss,  als  sie  bei  gleicher  Dichtigkeit  im  alh 
gemeinen  Ranme   wBre;    es  moss  also  der  Bietibmi^ftft't.^öftwA  fc.*»  ■* 


I 


(  'ftwS«.- 
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uleea  kleiner  sein  als  1,7322,  nnd  er  hat  in  der  That  den  Werth  1,4985. 
Hehr  hiertiber  bo  sagen  ist  znr  Zeit  nicht  möglich. 
Chlor,  Natrinm  und  Sanentoff. 

Die  Gombinationen  dieser  drei  Stoffe  können  sich  von  einander  doreb  . 
die  Reihenfolge  nnteracheidan ,  je  nachdem  man  a)  ClSaO,  b)  NaClO  oder 
c)  NaOCl  nimmt. 

a)  Ist  die  Eeihenrolge  ClNaO,  so  sind  die  Ebenen  von  Cblor  und 
Natrinm  einander  wieder  parallel,  die  Dreiecke  um  60"  gegen  einand«r 
gedreht.  Die  Terbindongslinie  der  Sanerstofilltherlheilcben  (Saaerstoffaxe) 
ist  den  Ebenen  von  Chlor  nnd  Natrinm  parallel  und  gleichseitig  Donoal 
aTtf  der  Bichtnng  der  Geraden ,  welche  das  Massentheilchen  des  N'atrimBS 
(oder  des  Chlors)  mit  einem  seiner  Aetherth eileben  verbindet. 

Uan  erhält  die  Gleichungen: 

/  3(58.5^-2)g  .  (2.35.5  +  3.16)a(B+H.)  .  „ 

\  3B  f,R>R,      35,5.16  a'     35,5-23«' 

21)  i  -(jP  +  4r*)'/.~'^^  +  ^''  '"  (R+B^r  W^' 

i  nnd 


'  (2.23  +  3.16)»«, 

>         IX'-t-r-)-'.        +('-'6»)".- 


,■+'')■'• 
El  M  «(Clffo)  =  1,1337  und  B,(iVr.O)  =  1,1672. 

b)  Bei  der  CombiDetion  NaClO  ist   gegea  a)  wolil  die  Eeibeifl 
nicht  aber  die  gegenseitige  Stelinng  der  Theilchen  geKndprt. 
sich  die  Gleichungen: 
3  (58.5  n 


(«•+r-)V.     ^        ((B+Bj.  +  ,ijv.- 


-23o)S^ 


22) 


^ ^(B^^,_3_WJ6e'     35.5,23»' 


(2!'  +  4r')'.     "    ^    "      I.S+J>,)'  «• 

und 
(2.35,5  +  3. 161..«,  16.35.5.' 

— (jj_.^,,).,, —  +  (2-i6c)B, ~ nn. 


-j(B  +  S,)-0. 
Hier  het  men  B (ifo  CJ)  =  0,9896  nnd  Ä,  (CTO)  =  1,0638. 

c)  Bei  der  Zuiemmenetellung  JVaOn  bleibt  die  gegenseiligivB 
der  Theilchen  nnreränderl.     Die  Gleichungen  heieeeii; 

(2.23  +  3.16).«     3((3.5,5  +  23).-2)(ji+J:,)  ,  ,„     _ 
(ü'  +  r>)V.       +  ((Ji  +  Ü,|.  +  ,.)S  +>■'    J 

16. 23»'      23.35.5.'  3(Ji  +  ji,)        _,,,.. 

23)  /  ^__j    ^      t.t+t,)'   oü+s,r+4r')»-   "^''- 

(2.35,5  +  3. 16). ü                                  16.35.5.' 
■       (-£,.+>,%—    +l3-'5,5.)ü, jjT-- 

+  «^K+EJ  = 
'  /»(  .S(*i»;  =  1,0136  nnd  Ki(OCl')  =  l,0\«l. 


i  Prof.  Dt.  W.  C.  WiTTWB«, 


8tl 


» 


1. 


Ueberblicken  wir  die  TorBtehenden  Erg^boisse,  bo  zeigt  eich,  daes 
der  darch  21)  dargestellteu  Combinntion  ClNaO  wegeo  der  groBBen 
tiie  von  R  nnd  R,  ganz  Abgeaeben  werden  mnes.  Bei  der  Reiheu- 
NnCIO  iBt  «war  die  Entfernung  {NuCl)  keine  groBBC ,  und  hier 
iteht  also  kein  Hiaderniss  für  das  Zaetandekommen  der  Verbindung; 
wohl  aber  ist  dieses  bei  der  Grösse  ron  (670)  der  Fall,  weil  liier  eine 
bereits  wiederholt  besprochene  ErBcheinnng  auftritt.  Es  ist  nämlich  ((70) 
=  1,0638,  während  andererseits  {Ofl)  im  SauerBtoffmoIecul  den  Werth 
Ü,956S  besitzt.  Es  muss  hier  fOr  das  am  Kande  befindliche  Sauersloff- 
atom  die  Versuchung  nahe  liegen,  sieb  mit  dem  in  der  nämlichen  Lage 
befindlichen  Sanerstoffatom    eines    naheliegenden  Moleculs  NaClO  in  00 

WaB  bei  22)  bezüglich  des  Sauerstoffes  gilt,  das  ist  bei  23)  für  dns 
'Chloratom  zu  erwähnen;  dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass,  da  die 
Distanz  (<:7t7)  im  Chlnrmolecnl  nach  2)  0,9762  ist,  die  »iBtanz  (OCV)  in 
23)  dagegen  1,0497,  von  0,9762  bis  1,0497  keine  so  grosse  Differenz  ist, 
als  von  0,9568  bis  i,0638  in  22)  bei  der  Combination  NnCW.  Es  mnss 
also  für  den  SanerBtoff  eine  grösBPre  Neigung,  wegzugeben,  hejjtehen, 
als  filr  das  Chlor,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Verbindung  NnOCt 
muss  sich  leichter  bilden  und,  wenn  gebildet,  conslanter  sein  als  NaClO. 
Es  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  auch  die  Verbindung  ^nnCI, 
das  nntercblorigsaure  Natron,  Eau  de  Labarraqne,  zur  Zeit  wenigstens 
meines  Wissens  im  trockenen  Zustande  nicht  hergestellt  iBt,  und  es 
scheint  also  die  Anwesenheit  von  Wasser  (vielleicht  auch  IVaCl)  niithig 
EU  sein,  um  das  Besteben  der  Vcrbindnog  zu  ermöglichen.  Temperatur- 
erhöhung bringt  die  Verbindung  zum  Zersetzen,  es  entwickelt  sich  Chlor. 
Mithin  tritt  der  durch  23)  angezdgte  Fall  ein.  Die  Zusammenstellnng 
NaOÜI,  welche  nach  Obigem  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  für  sich  bat, 
entspricht  dem  Satze  von  der  Einwetthigkeit  des  Chlors. 

Clilor,  ?(atrlum  und  "WasserstofT. 
Die  Zahl   der   möglichen    GombinationeD    beBchränkt  sich,    weil  der 


'ab  a  erst  off   stets 
riNaH  und  NaCIB. 

Die    Combination    C! N„ H   b. 
Oleichni 


äusseres  Glied 


luf    der   Erfüllung    nachstehende! 


I  3(58.5«-2)j; 
Sit 


"'■  (■(  J?  j." 


.t;%+(3-35.5")Ü  + 


((Ji  +  Ä.-rf  +  rV 
3(-R+B,)  35.5.23  a' 


(R+R,)» 


(ß.  +  4r^)%      {{li  +  Ii,r  +  r''y^- 


R* 


3«(B,-r)__      23o 


+  I8.803"i£  +  nr- 


-Vf    vK-vv*-^»' 


+  ^(,K-V1XC\=^- 
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=  0 


Es  ist  R{ClNa)=l,Ubb  und  22^=1,1979.     Zieht  man  von   letzterem 
Werthe  0,0165  ab,  so  ergiebt  sich  {NaH)=l,lSiA. 
Bei  der  Zusammenstellung  Na  CIN  mnss  sein: 

3(58,5fl-2)i2  .        3a{R+R^^r)  23a  j. 

3jR 3(jR  +  JR,)  35,5.23  a»  23  a^ 

25)   J       (^+4rT*      ((B+lii)«  +  r2)-/.  B«  (R  +  R,^r)^ 

^  und 

_3öl[B^-r)_      35,5  a  35,5  a»  3R, 

+  <p(B  +  B,)=0. 

jB(iVflCO  =  0,9696  und  jBj=  1,0737  oder  nach  Abzug  von  0,0165  {ClE) 
=  1,0572. 

Bezüglich  der  Möglichkeit  der  Verbindung  kann  nur  von  der  Com- 
bination  iVa £)'//r  die  Rede  sein,  und  auch  bei  dieser  tritt  wieder  der  Fall 
ein,  dass  der  am  Rande  stehende  Wasserstoff  sich  leichter  mit  dem  in 
gleicher  Lage  befindlichen  WasserstofFatom  eines  andern  Moleculs  NaClH 
zu  einem  Molecul  EB  verbindet,  als  dass  er  bleibt,  denn  zwei  Wasser- 
stoffatome können  sich  bis  auf  1,0375  nähern,  während  nach  25)  der 
Werth  (C//r)  =  1,0572  ist.  Die  Möglichkeit  der  Verbindung  hat  daher 
wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  und  letztere  ist  auch  noch  nicht  her- 
gestellt worden.  Wäre  sie  möglich,  so  müsste  jedenfalls  ein  Conflict  mit 
dem  Satze  von  der  Einwerthigkeit  eines  jeden  der  drei  Bestandtheile  zum 
Vorschein  kommen. 

Chlor  und  Lithium. 

Wie  bei  dem  Natrium,  will  ich  auch  bei  dem  Lithium  die  Gleich- 
ungen der  einzelnen  Combinationen  aufeinander  folgen  lassen  und  dann 
in  einem  Rückblicke  die  betreffenden  Schlüsse  daraus  ableiten. 

Bei  der  Verbindung  von  zwei  Atomen  Lithium  und  einem  Atom 
Chlor  giebt  es  die  zwei  Varianten  LiClLi  und  LiLiCL  Die  Verbindungs- 
linien von  Aether-  und  Massentheilchen  eines  Atoms  stehen  stets  normal 
auf  der  Verbindungslinie  der  drei  Massentheilchen  und  ausserdem  ist  im 
ersten  Falle  die  Lithiumaxe  normal  auf  der  Richtung  einer  Geraden, 
welche  das  Chlormassentheilchen  mit  einem  seiner  Aethcrtheilchen  ver- 
bindet. Die  Axen  der  Lithiumatome  sind  ausserdem  um  60^  gegen  ein- 
ander gedreht. 

Es  entsteht  die  Gleichung: 

(3.7  +  2.35.5).iJ_^^2-7«)JJ-/-(JB)-2(2-2^"^^  ^^ 


(i?+r»)'/.         ^'  '  '^    '       i\TP  +  r*)'h       (4if  +  3r»)V. 


a 


i 


26) 

-7(35,5  +  ^)^  =  0. 

Jl(£,CO  =  1,0453. 
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Nimmt  man  die  Zneammenstellung  LiLiCl  an,  so  ist  die  Drehung 
des  in  der  Mitte  befindlichen  Lithiums  die  nämliche  wie  im  vorigen 
Falle,  die  Axen  der  beiden  Lithiumatome  sind  gekreuzt.  Die  Gleich* 
ungen  heissen: 

/  28«.R      .  ((3.7  +  2.35.5)a-2)(i^  +  E,)  .  ,^ 

__     4LB JB+.R, 2(.R+.R,)  49a* 

97>  <  (7.35,5a»  +  l)      . 

27)^  (S+BÖ5 ® 

und 

(3.7+2.35,5)^2?,  Qr;  r;«^  7?        /«r  R  ^       7.35,5  a» 

Es  berechnet  sich:  iJCZiZi)=  1,1409  und  jR,(ZiC/)  =  1,1366. 

Verbindet  sich  nur  ein  Atom  Lithium  mit  einem  Atom  Chlor,  worauf 
noch  ein  Aethertheilchen  beitritt,  so  giebt  es  die  zwei  Varianten  ClLiA 
und  LiClA,  Die  gegenseitige  Drehung  von  Lithium  und  Chlor  ist  die 
nämliche  wie  in  den  früheren  Fällen. 

Die  Reihenfolge  ClLiA  ergiebt: 

(4.7  +  2.35,5)«.R         35,5«  3(E+it,) 

7«35,5fl»     /rWi-n 
und 

Es  ist  U(C/Z,i)  =  1,0857  und  JBiCZi.^  =  1,2006. 
Bei  der  Variante  Li  CIA  ist: 

(4.7  +  2.35,5)^1?,         la        ,  ,^     ,.,p  2(E  +  it,) 

(U«  +  r»)V.         "^(jK  +  iJ^)«"^^^      '^^      ((iJ  +  iJ;;«  +  rO^ 

29)  ^  ^i A-«)  =  0 

und 

^  +  iJ|  -  (iJ7+%V7  +  9>(^+  ^1)  =  0. 

Es  ist  jB(/.i  67)  =  0,9852  und  jRi(C/.^)  =  1,0692. 

Verbinden  sich  zwei  Atome  Chlor  mit  einem  Atom  Lithium,  so  hat 
man  wieder  zwei  verschiedene  Reihenfolgen,  nämlich  C/C/Zt  und  ClLiCL 
In  beiden  Fällen  sind  die  Chloratome  gegen  einander  um  60^  gedreht, 
die  Axe  des  Lithiums  steht  normal  auf  der  Verbindungslinie  jedes  der 
beiden  ChlormasseotheiJchen  und  eines  der  A.et\i^t\\i^i\^va% 
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Bei  ClClLi  ist: 

6(35.5^-l)JB  .  (S.7+2.35.5)a(i^+E,)   ,  ^,     ,.=   >r 


30) 


3.R  35.5«a*      7.35,5a*       ,^p.p^_A 

QDd 

(3.7+2.35.5)aJ?.  .  ,^     ,.„      7.35.5««       ,„. 


Es  ist  iJ(CT  CO  =  1.0316  nnd  iJ,(C/ii)  =  0,9990. 
Bei  der  Combination  ClLiCl  hat  man : 

-35,5(7+?^^)^=0. 
U(C/Zi)  t^  1,1022.  ^  4   /i^ 

Die  VergleichuDg  der  vorstehend  abgeleiteten  Resultate  mit  den  ent- 
sprechenden des  NatriniDs  zeigt  ein  ganz  analoges  Verhalten  der  beiden 
Alkalimetalle  gegen  Chlor,  nnd  aus  den  nämlichen  Gründen  wie  bei  dem 
Natrium  ist  auch  bei  dem  Lithium  der  Schlnss  zu  ziehen,  dass  die  Ver- 
bindung LiClA^  das  Lithinmchlorid ,  unter  allen  die  wahrscheinlichste 
sei.  Insoweit  sich  jetzt  schon  derartige  Bestimmungen  machen  lassen ,  so 
ist  es  die,  dass  das  Natriumchlorid  eine  festere  Verbindung  sei,  als  das 
Lithinmchlorid,  weil  der  betreffende  Werth  von  B,  bei  ersterem  kleiner 
ist,  als  bei  letzterem.  Es  würde  daraus  eine  leichtere  Zersetzbarkeit  des 
Lithiumchlorids  folgen. 

Chlor,  Lithiam  nnd  Sauerstoff, 

Diese  drei  Elemente  können ,  wenn  je  ein  Atom  in  die  Verbindung 
eintritt,  drei  verschiedene  Reihenfolgen  geben.  Diese  sind:  CltiO^ 
Li  CIO  und  LiOCL 

Im  ersten  Falle  ist  die  Stellung  der  Lithiumaxe  die  nämliche  wie 
bisher,  während  die  Sauerstoffaxe  gegen  die  des  Lithiums  gekreuzt  ist. 
Im  zweiten  Falle  sind  Lithium  und  Sauerstoff  neben  der  gewöhnlichen 
Stellung  gegen  Chlor  gegen  einander  um  60^  gedreht.  Im  dritten  Falle 
haben  Lithium  und  Sauerstoff  neben  ihrer  Stellung  in  der  Reihenfolge 
auch  ihre  Drehung  gegen  1  ausgetauscht. 

Bei  ClLiO  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(3.7  +  2.35,5)a.R  .  ((3.16+2.35.5)« -2)(J?+.R,)  .  ^^    ,- .   .  „ 

vr\  fCm  2(-g  +  -R|) {R+.^ 7  35.5a« 

^  ''■    -^      ((i?+2i,)»  +  3r»)%       ((Ä+Ü,)«  +  4r«)V>  B* 

(16. 35.5/.*+ 1) 
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.  *^  *-..--  ,^- 


2(7+16)0^1  p  4.R.  7.16a«  .      ,„.„.      „ 

Der  Werth   von  B{ClLt)  ist  1,1022,   derjenige  von  Jfi,(IiO)  ist  1,1172. 
Bei  Li  CIO  ist: 

(3.7  +  2.35.5)o.R     2(23a-l)(i^  +  .B,)  ^ 

2(ü  +  ü,)  7.35,5a«        7.16«*    _ 


33)    /  ((JJ  +  ü,)«  +  3r«r.  B'  {B  +  B,y 

und 

(3.16  +  2.35,5)«ü,                                             16.35,5<i« 
(U,^  +  r^y/. +  (2-16/i)iJ,-/-(BJ ^^ 

Es  ist  1^(11^0  =  0,9994  nDd  iJi(C/0)  =  1,0466. 

Nimmt  man  die  Reihenfolge  LiOCl^  so  werden  die  Gleichungen: 

'    2(16  +  7)«i?      ((3.7  +  2.35.5)a-2)(i?  +  i?0 

4iJ  2(l?  +  iJ,)  (B  +  Bi) 


(U*  +  2  r2)%      ((U  +  1?J«  +  3  r«)' .      ((1?  +  jBj)«  +  4  r»)V> 

<  7.16a«      (7.35,5fl»  +  l)_ 

"^^^    '  U«  (iJ+J^i)"     "" 

und 

(3.16  +  2.35,5)/i-B,      .       oKn^M?      /-r»  ^      16.35,5a* 
( jK  « +>)% +  (3  -  35,5a) li^ - /-(ÜJ -^ — 

+  t3p(-B  +  -B,)  =  0. 
Es  ist  jB(/:iO)  =1,0011  und  JBi(OC0  =  1,0380. 

Auch  hier  tritt  die  Analogie  zwischen  Lithium  und  Natrium  ganz 
unverkennbar  hervor.  Alle  Schlüsse,  die  oben  für  das  Natrium  gezogen 
wurden,  gelten  auch  für  das  Lithium.  Der  Umstand,  dass  zwischen 
Natrium  und  Chlor  eine  grössere  Annäherung  stattfindet,  als  zwischen 
Lithium  und  Chlor,  auf  den  ich  schon  oben  aufmerksam  gemacht  habe, 
zeigt  sich  auch  hier;  dagegen  findet  sich  auch  wieder  die  grössere  An- 
näherung von  Lithium  und  Sauerstoff,  die,  wi&  auch  schon  früher  (Li- 
thium) gezeigt,  dann  stattfindet,  wenn  Chlor  nicht  in  die  Verbindung 
eintritt,  lieber  ein  unterchlorigsaures  Lithion,  ob  ein  solches  dargestellt 
wurde  oder  nicht,  ist  mir  nichts  bekannt.  Wahrscheinlich  ist  noch  gar 
kein  Versuch  hierzu  gemacht  worden. 

Chlor,  Lithiam  und  Wagsentolf. 
Wie  bei  dem  Natrium,  giebt  es  auch  hier  zwei  verschiedene  Zusaui:* 
meustellnngeii :  LiClH  und  ClLiH.     Im  erateTi  d\e^«ex  ¥^^  xuia^  iwow*. 


35) 
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(3.7  +  2. 35.5)aE  .  ,^    ,_,„  .         7a        .       2«(.R  +  .B,-r) 

7.35.5  a«  7«« 2(.R+E.) 

and 
35.5«  .      3a(i?,-r)  35.5a  ZB, 

B*   ■•■((iJ,_r)«  +  r«/.      (iJi-r)*      (iJ,«+r*)'."^  *'*''*"''*' -"» 

+  ar  +  ip(B+Bi)  =  0. 

Es  Ut  B(ZiCO  =  0,9780  und  .R,  =  1,0523,  also  (C/^)  =  1,0358. 
Im  sweiten  Falle  ist: 

(3.7  +  2.35.5)«^  3aiB+B,-r) 

,      35,5«        ^^p^     7.35.5  a«  35,5  <i» 

■•"(B  +  B,)«     '^^-'  li*  (iJ+JJj_r)« 

^^^   )  ((JJ+JJ,)«  +  r«y'.-" 

und 

Es  ergiebt  sich:  B{ClLi)  =  1,0817  und  JS,  =  1,1774.  also  (LiH)  =  1,1609. 
Auch  hier  lässt  sich  die  Analogie  des  Verhaltens  des  Lithiums  mit 
dem  des  Natriums  nicht  verkennen,  es  sind  nur  die  Werthe  von  JR  und 
jRi  etwas  kleiner  als  bei  letzterem.  Bei  der  Combination  LiClH  ist  sogar 
{CIH)  etwas  kleiner  als  {HH)  im  Wasserstofimolecul  (1,0376);  allein 
die  Differenz  ist  so  unbedeutend,  dass  sich  wegen  der  Unsicherheit  der 
beiden  letzten  Decimalen  in  den  Werthen  von  JR  und  jß^  durchaus  nicht 
auf  die  Möglichkeit  der  Verbindung  LiClH  selbst  für  die  absolute  Null- 
temperatur schliessen  lässt. 

Bereits  in  meiner  dritten  Abhandlung  Über  mathematische  Chemie 
habe  ich  gezeigt,  dass  das  Lithium  bezüglich  seines  Verhaltens  gegen 
Sauerstoff  und  Wasserstoff,  sowie  gegen  beide  zusammen  ein  vollständi- 
ges Analogen  zu  dem  Natrium  bildet.  Im  Vorstehenden  glaube  ich  nach- 
gewiesen zu  haben,  dass  dieses  auch  für  seine  Beziehungen  zum  Chlor, 
sowie  die  Combinationen  desselben  mit  Sauerstoff  und  Wasserstoff  gilt. 
In  allen  Zusammenstellungen,  mögen  sie  nun  möglich  sein  oder  nicht, 
lässt  sich  diese  Analogie  nachweisen.  Es  giebt  nun  noch  ein  drittes 
Element,  das  Kalium,  von  dem  ich  ebenfalls  schon  früher  gezeigt  habe, 
dass  sein  chemisches  Verhalten  gegen  Sauerstoff  und  Wasserstoff  voll- 
ständig dem  von  Natrium  und  Lithium  entspricht,  und  es  wäre  nun  hier 
der  Platz,  diesen  Nachweis  auch  für  Chlor  zu  liefern.  Ich  thue  dieses 
jD  BOekßicbt  auf  die  riesigen  FormeVu  und  au^  d\^  Vü^qX^^  d«t  ^«t%<^^v%. 
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^enen  Drebnngen  des  Kaliiim§  weit  gröBsere  MannichraUigkeit  Ton  Com- 
biuHtionPD  niclit,  an  bei  dem  vnrUnfig  docb  nur  provisorlBchen  Charakter 
der  ganzen  Recbnnug  kein  Ergtibniss  ku  erwarten  ist,  welcbea  dem  Auf- 
wand von  Baum  und  Mübe  nur  annähernd  entspriebt,  und  es  möge  daber 
entschuldigt  werden,  wenn  icb  die  Bebaiidlung  des  Kaliuras  auf  bu  lange 
itni'acbiehe,  biH  die  2U  erwartende  Vereiufacbnng  der  Rechnung  ober  zu 
eiDem  Ziele  führt,  oder  bis  die  nähere  Bestimmnng  der  Constanten  ein 
anderes  als  ein  bloa  prnviaoriscbeB  Resultat  erwarten  lässt. 

Betrachtet  man  nun  das  Resultat ,  zu  welchem  die  Rechnung  bei  dem 
Chlor  führt,    nSher,    bo   tässt   eich    dasselbe  in  Nacbstebendes  zusammen- 

Daa  Chlor  ist  ein  Gas,  das  znm  Sauerstoff  nur  eine  untergeordnete, 
zu  Waaserstoff,  Natrinm  und  Lithium ,  so  lange  dieselben  allein  sind, 
eine  bedeutende  Verwandtschaft  besitzt,  welche  letztere  sich  jedoch  sofort 
vermindert,  sobald  sich  das  Chlor  mit  zwei  verscbiedenea  Elementen  ver- 
binden soll. 

Was  die  Einwertbigkeit  des  Chlors  Anbelangt,  so  ist  sie  gewahrt, 
wenn  letzteres  sich  mit  Sauerstoff,  Katrium  und  Lithium  verbindet.  Bei 
dem  Wasserstoff  ist  das  Ergebniss  insofern  zweifelhaft,  als  dasselbe  inner- 
halb der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  Rechnungsergebnisse  liegt.  In 
allen  Verbindungen  mit  den  erstgenannten  drei  Elementen  ist  diejenige 
Combination  die  wafarecbeinlicbste  oder  conatantesle,  bei  welcher  das 
Chloiatom  nur  mit  einem  einzigen  andern  Atom  verbunden  ist.  Diese 
Einwerthigkeit  des  Chlors  gilt  jedoch  nur  so  lauge,  als  man,  wie  e«  die 
heutigen  Chemiker  tbun,  den  Aetber  einfach  ignorirt.  Thnt  man  dieses 
nicht,  betrachtet  man  den  Aetfaer  auch  als  ein  chemisches  Element,  so 
ist  Chlor,  wenn  es  mit  Wasserstoff,  Natrium  oder  Lithinm  in  Concurrens 
tritt,  zweiwerthig,  wie  letztere  beide  es  bezüglich  des  Wasserstoffs  sind. 
Es  ist  also,  um  mich  so  anszodriicken ,  der  Wasserstoff  einwerthiger  als 
Natrium  und  Lithinm,  denn  er  lüsst  sich  überhaupt  nnr  als  Randglied 
einer  Combination  verwenden,  und  letztere  sind  es  wieder  mehr  als  das 
Chlor,  Ich  mnsE  übrigens  hier  daran  erinnern,  dass,  wie  oben  erwähnt, 
das  Chlor  auch  bei  den  Chemikern  nicht  als  durchaus  einwertbiges  Kle- 
ment  gilt,  sondern  nnter  Umständen  sogar  eine  hohe  Weitbigkeit  zeigen 
kann. 

Znm  Schlüsse  möge  es  mir  gestattet  sein ,  der  Uebersichtlichkeit 
halber  die  im  Obigen  abgeleiteten  Resultate  zasammensenstellen.  Die 
«wischen  den  einzelnen  Elementen  siebenden  Ziffern  hedrnlen  die  DiElan- 
zen.  Bei  denjenigen  Verbindungen,  welche  bergesleilt  wurden,  sind  die 
Zahlen  mit  grösserer  Schrift  gedruckt.  Als  herstellbar  betrachte  ich  aach 
idie  Verbindung  CL,  weil  das  Chlor  condcnsirbar  ist. 
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A           Gl           A  Gl           Gl           A            Gl           Gl           Gl 

0,9987     0,9987  0,9762  1,0019               0,9884  0,9884 

GIGIOGIOOGIOA 

0,9889      1,0011  0,9965  0,9765                      0,9765      1,0668 

Gl            0            Gl  0           Gl            0             0           Gl           A 

0,9933   0,9933  1,0013     1,0013                      0,9883      1,0138 

H           Gl           A  Gl           Gl           H           H           Gl           H 

0,9733   0,9903  0,9706     0,9852                       0,9665     0,9655 

Gl            0             H  0            Gl           H 

0,9717    1,0301  0,9825     0,9869 

Na          Gl          Na  Na          Gl           A            Gl          Na          Gl 

1,0510      1,0510  0,9749   1,0880                      1,1350     1,1350 

U           Gl           U  U          Gl           A            Gl           Li          Gl 

1,0453    1,0453  0,9852  1,0692                 1,1022    1,1022 

.   Na         Na           Gl  Gl          Na           A             Gl           a          Na 

1,1637      1,1803  1,1194      1,2204                         1,0479      0,9892 

Li           Li           Gl  Gl          Li           A             Gl           a           Li 

1,1409     1,1366  1,0857      1,2006                        1,0316     0,9990 

Gl          Na           O  Na          Gl            O             Na          O            Gl 

1,1337      1,1672  0,9896      1,0688                        1,0136   1,0497 

Gl           Li           0  U           Gl           O             Li           0           Gl 

1,1022      1,1172  0,9994     1,0466                        1,0011      1,0380 

a          Na          H  Na           Gl           Ä 

1,1155      1,1979  0,9696      1,0572 

Gl           U           R  U           Gl           H 

1,0817      1,1609  0,9780      1,0358 
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XXXI.   PermntatioiLeiL  mit  beschränkter  Stellenbesetzung. 

Bereits  vor  mehr  als  sechs  Jahren  habe  ich  mich  zur  Beschäftigung 
mit  Permutatiooen  der  im  Titel  erwähnten  Art  hingeleitet  gesehen  nnd 
die  nachstehende  Note  abgefasst.  Da  ich  in  der  letzten  Zeit  bemerkte, 
dass  diese  Permntationen  anch  für  eine  gewisse  Auffassung  des  Configu- 
rationsproblems  actuelle  Bedeutung  haben,  so  unternehme  ich  es,  die 
Note  zu  veröffentlichen.  Zwar  fand  ich  inzwischen,  dass  denselben 
Gegenstand  in  einer  andern  Einkleidung  (Determinantenform)  auch  Herr 
Weyrauch  (Cr.-Borch.  Journ.,  74.  Bd.  S.  273)  behandelt;  indessen  ist 
die  Art  der  Ableitung  eine  ganz  andere  als  bei  mir.* 

1. 

Es  ist  die  Anzahl  jener  Permutationen  von  n  Elementen  anzugeben, 
in  denen  kein  einziges  Element  an  seiner  früheren  Stelle  steht. 

Die  gesuchte  Zahl '  wird  lediglich  von  n  abhängen  und  heisse  /"(n). 
Die  Elemente  seien  durch  die  ihre  ursprüngliche  Aufeinanderfolge  be- 
zeichnenden ludices  If  2,  3,  ...  n  —  1,  n  vertreten.  Werden  sämmtliche 
Permutationen  ohne  einschränkende  Bedingung  nach  der  gewöhnlichen 
Ordnung  entwickelt,  so  ergeben  sich  n  Gruppen  mit  je  (n  —  1)!  Com- 
plexionen,  dur6h  das  Element  charakterisirt ,  mit  dem  ihre  erste  Stelle 
besetzt  ist.  Hiervon  muss  sofort  die  Gruppe  1  ausgeschaltet  werden  und 
von   den   übrigen   n  —  1   wählen  wir  die  Gruppe  m  zur  Betrachtung  aus. 

In  derselben  ist  die  erste  Stelle  mit  m  besetzt,  das  Element  1  daher 
auf  die  n  —  1  weiteren  Plätze  angewiesen,  aber  jeden  von  diesen  einzu- 
nehmen berechtigt,  ohne  dass  hierdurch  unserer  Bedingung  widersprochen 
würde.  Es  würde  daher  die  Zusammensetzung  der  nach  Weglassung  des 
in  restirenden  f}  —  l- stelligen  Complexion  aus  den  Elementen 

1,  2,  3,   ...  fft  —  1,  jw -^- 1 ,   ...  n  —  1,  n 

nicht  mehr  nach  dem  Gesetze  /  erfolgen. 

Wir  sondern  deshalb  die  Gruppe  m  in  zwei  Classen.  Die  erste 
erhält   das  Element  1    an    die  Stelle  m,   die   n— -2   übrigen  Stellen  sind 


*  Die  Aufgabe  ist  auch  schon  angeregt  von  Herrn  M.  Cantor,  diese  Zeit- 
schrift U.  Bd.  S.  410.  Sylvester  bezeichnet  die  betreffenden  Determinanten  all 
wirbellose. 
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nach    der   obigen  Bedingung   zu  besetzen.     Die  Anzahl  in  dieser  Classe 
ist  f{n  -  2). 

In    der    zweiten   Classe   darf  nun    1  auch  nicht   mehr  an   der   m'®° 
Stelle   stehen ,   daher  alle  n  —  1  Elemente   nach   dem   Gesetze  f  zu  ver- 
schieben sind.     Die  Anzahl  in  dieser  Classe  ist  f{n^\).     In  der  Gruppe 
m  sind  also  f(n  —  \)'\'f{n  —  2^,  und,  da  dieselbe  beliebig  war,  im  Ganzen 
1)  f{n)  =  {n-\)[f{n-l)+f{n-'2)\ 

unsere  Aufgabe  lösende  Complexionen  vorhanden. 

1)  ist  eine  Becursionsformel  für  die  verlangte  Anzahl.  Hiemach 
ergiebt  sich  unter  Voraussetzung  von  /■(1)  =  0,  /'(2)=1: 

/•(3)=2,         /•(6)=   265,  /"(O)  =    133496, 

/•(4)=  9,         /•(7)=  1854,         /•(10)=  1334961, 
/•(5)  =  44 ,        f{%)  =  i4833 ,        ^  (H)  =  1 3684570. 
Aus  1)   Hesse   sich   direct   eine  independente   Formel   für  f{n)   her- 
leiten.    Dies  geschieht  jedoch  einfacher  durch  die  Lösung  einer  zweiten 
Aufgabe. 

2. 

Es  ist  die  Anzahl  der  Permutationen  von  n  Elementen  zu  bestim- 
men ,  in  denen  m  bestimmte  Elemente  nicht  an  ihrer  Stelle  stehen  sollen. 

Diese  Aufgabe  ist  durch  Decomposition  auf  die  frühere  zurückzu- 
führen. 

Die  verlangten  Complexionen  zerfallen  nämlich  in  solche,  in  denen 
kein  einziges  Element  seine  frühere  Stelle  einnimmt,  f{n)'^  ferner  in 
solche,  worin  ein  bestimmtes  der  n^m  freizügigen  Elemente  seinen 
Platz  behält  und  deren  Anzahl  ist  /'(n  — 1);    da  es  aber  {n  —  m)  solcher 

Elemente  giebt,   sind  in   dieser  Kategorie  (    T     jA^^J)  cler  Aufgabe 

genügende  Complexionen  enthalten.     Ebenso,  wenn  von  den  n--m  zwei 

fest   bleiben    sollen:    (      .      )/(n  — 2)   u.  s.  w.    bis   zu   der   Anzahl  jener 

Complexionen,  wo  alle  n  —  m  fest  bleiben,  (     __     lAC"»).      Die  verlangte 

Anzahl     ist    daher    dargestellt    durch    folgende    Summe    von    /}  —  m  -|- 1 
Gliedern : 

(''ö'")/-('')+("7'")a"-i)+..  +("7'")a"-*)  +  ... 


i^fi  —  m 


•••+(:i:)a'»)=2;(''7">("-)- 

3. 

Ueberträgt  man  diese  Formel  auf  den  Fall,  wo  m  =  0  ist»  also  das 
Parmntiren   ohne  jede  Beschränkung   erfolgt  und  die  Anzahl  n\   ist,    so 
ergiebt  sieb: 


0 
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(;)  n«) + (; )  A«  - 1) + (;)  A«  -2) + (3)  A«  -  3) + . .  . 

...+(„::i)ai)+(:)ao)-«! 

woraus  für  n  =  1  folgt,  dass  f{0)=l  gesetzt  werden  muss. 

Setzt  man   in  2)  für  n  die  Werthe  0,  1,  2,  3,   ...*,...   n  —  1,  w, 
so  entstehen  folgende  Gleichungen: 

!  =  (2)aO), 
1!  =  (})aO)  +  (J)a1), 

*!  =  (;)ao) +  (,!,)  AD +  ...  +  ('o)a*), 

(*+i)!=(:t})AO)+ct>w+-"+Cl>w+Co>(*+i)' 

'•!=(::)ao)+(,:i)ai)+-..+(,i,)ao 

+t_r-i)/'(*+i)+-+(;)^^'->' 
(«-i)!-(:i1)ao)+(;iJ)ai)+.. +'(,:7i,)A*) 

+  („lli,)A*+i)  +  ...+(„l-i,)A'-)  +  ... 

"i=(:)ao)+(„:1i)ai)+...+(„i,)a') 

•■•+(;)a''-i)+(j)a''). 

Wir  mnltipliciren  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Beihe  mit 

also  allgemein   die  Gleichung  r!  mit  (— 1)"""''(    _    )»   und  addiren  sie 

sodann. 

In  der  Summe  liefert  f(s)  das  Glied: 

A.)j(;)(,^.)-(;)(,i7i,)+(;)(.-7-'^ 

•  +(-"-(,lr){rl.)  +  -  . 

+'-'^--(,-:-.)Ctv 
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Die    in   der  Klammer    stehende  Reihe  kann   anf  folgende  Art  summirt 
werden.     Sie  ist  auch  zu  schreiben: 

G)(:)-(")("T')+-+'-"-'(»-^)(0+- 


Nun  ist 


(;)(::;)-(:)(:::) 


_/w\/5-l\  w(yi~l)...(w-r  +  l)    (n~r)(yi  — r-l)...(yi~5  +  l) 
"■\5/\r-l/  1.2. 3. ..(5-1)5     '  1.2...(s-r) 

_(n\fs-l\  n(n^l)...(n-s  +  l)   (s  —  r+l). .  .($--1)8 
~\JVr  — 1/  1.2.3...S  *     1.2. 3. ..(5— 1)5 

K:)Cil)-(;)(0=(")[C=i)-a)l-(:)('7'> 

Somit  ist  auch 

'>  e)("7:T')-C)(.-7-^)=-ÖC"'"')-- 

Setzen  wir  nun  in  3)  r  =  l,2,  3,  ...  (w  — 5— 1),  (n  —  s)  nnd  nehmen 
gleichzeitig  die  dadurch  entstehenden  Gleichungen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen, so  erhalten  wir 

0-(Ü("T')"OC-'-')  • 

-C)C"'-')+a)("7')=+(")(""r') 

(-■)--'-'(;)Ct;+l)+<-'>--'(.-^)C)=(-''--'C)e-') 

(->)"-'ö("7:^')+(-''--'G-.)Ct')-(-'''-'CX:=:=lJ 
(-■)-(;)("7iT')+(-')-  (;)  (:)-(-')•  0(7-7') 

=  0. 
Bei    der    Addition    dieser   sämmtlichen    Gleichungen   verschwinden    alle 

Glieder  ausser  der  zweiten  Colonne  und  I     j ,   daher  ist 

J"o)(;)-(;)("7')+6)("7^)-+-<-'r-'(,:,)0+... 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Factor  von  /*(5),  welches  Glied 
also  in  der  Summe  verschwindet.     Da  nun  aber  s  in  4)  alle  Werthe  von 
J,  2,  3y  ...  n  —  1,  n  annehmen  darf,  so  erhalten  wir  durch  die  Addition 
folgende  Oleicbung: 
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/'(„)  =  „!-(„_l)t^J^  +  („_2)l  («)-  +  ... +(-iy(n-r)!(;|)  +  ... 

...  +  (-l)-0!(;). 
worin  0!  =  1,  oder 

Die  independente  Lösung  von  2)  hat  nan  die  Form 

-^^      \     s     )   ^  r\  ^^      5!(w-m)!    ^  r! 

•  =  Ü  r=:0  *  =  ü  ^  ^        r  =  ü 

Zwischen  diesen  letzteren  Ausdrücken  bei  einem  und  demselben  n  findet 
sich  noch  folgende  Beziehung: 

Bildet  man  alle  Complexionen  von  n  Elementen,  in  denen  m  be- 
stimmte Elemente  verschoben  sind,  und  diejenigen,  wo  dies  mit  den 
n  —  m  übrigen  der  Fall  ist,  so  giebt  es  keine  von  den  n\  überhaupt  mög- 
lichen, die  nicht  in  eine  von  diesen  beiden  Classen  gehören  würde,  da- 
gegen nur  /"('Ol  <^i6  ii^  beide  gehören.     Somit  ist 

Prag.  8.  Kantor. 

XXXII.   Heber  StraUenbüschel  zweiter  Ordnung. 

'In  seiner  „Geometrie  der  Lage**  (2.  Aufl.,  Tbl.  I  S.  74)  erwähnt 
Herr  Prof.  Th.  Reye  die  Aufgabe:  zu  bestimmen,  ob  ein  Strah- 
lenbüschel zweiter  Ordnung,  welcher  durch  zwei  projecti- 
vische  Punktreihen  gegeben  ist,  eine  Parabel,  Ellipse  oder 
Hyperbel  umhüllt;  jedoch  giebt  der  Verfasser  des  genannten  Werkes 
keine  Lösung  dieses  Problems.  Die  folgende  Untersuchung  dürfte  daher 
zur  Ausfüllung  der  gebliebenen  Lücke  dienen. 

Ich  gehe  von  dem  Satze  aus,  dass  eine  Curve  (c)  zweiter  Ordnung 
immer  in  einem  der  zwei  vollständigen  Winkel  liegt,  die  von  zweien 
ihrer  Tangenten  gebildet  werden.  Daraus  folgt,  dass  durch  zwei  paral- 
lele Tangenten  entweder  alle  Punkte  oder  kein  Punkt  der  Curve  von 
allen  Punkten  ausser  einem  der  unendlich  fernen  Geraden  (o)  der  Ebene 
getrennt  sind;  namentlich  tritt  der  erste  Fall  ein,  wenn  die  Curve  eine 
Ellipse,  der  letzte,  wenn  sie  eine  Hyperbel  ist.  Eine  Parabel  wird  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  berührt. 

Wenn   also   zwei  Punktreihen   u  und  u^  projectivisch  auf  einander 
bezogen  sind,   so  braucht  man  nur  die  Punkte  P  und  Q  von  Ui  ca  ba» 
stimmen,   welche   den  Punkten   uo  und  uu^  yon  u  beiiehungaweite  • 
sprechen,  um  folgendes  Kriterium  zu  erlialten'. 
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Wenn  Q  und  u^o  durch  F  nnd  uu^  von  einander  getrennt  sind»  so 
ist  die  eingehüllte  Cnrve  eine  Ellipse;  sie  ist  eine  Parabel,  wenn  P  mit 
tijO  zosammenflült ,  sowie  anc]i,  wenn  u  oder  u^  mit  o  zusammenfällt;  sie 
gebt  natürlich  in  eine  Gerade  Über,  wenn  Q  mit  uu^  zusammenfällt;  sonst 
ist  sie  eine  Hyperbel,  da  ^.ein  Punkt  der  Curve  (Berührungspunkt  von 
Uj)  und  P  der  Punkt  ist,  wo  u^  Ton  der  mit  u  parallelen  Tangente 
geschnitten  wird. 

Dieses  Kriterium  versagt,  wenn  u  und  u^  parallel  sind,  d.  h.  wenn 
UjO  und  tiUj,  sowie  auch  P  nnd  Q  zusammenfallen.  Man  muss  dann  eine 
andere  Tangente  statt  i/,  nehmen,  was  immer  möglich  ist,  da  nicht  mehr 
als  eine  der  fünf  Tangenten  dem  u  parallel  sein  kann. 

Upsala.  Ad.  Meyer,  Cand.  phiL 
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In  dem  eben  erschienenen  ^^  Katalog  der  Handschriften  der  königl. 
öffentlichen  Bibliothek  zu  Dresden,  Bearbeitet  von  Dr.  Franz  Schnorr 
von  Carolsfeld"'  findet  sieb  auf  Seite  304  die  Beschreibung  einer 
Handschrift,  welche  augenblicklich  die  Signatur  Db,  86  hat.  Dieselbe 
ist  von  hohem  Interesse,  jedoch  ist  Schnorr*s  Beschreibung  nicht  in 
allen  Theilen  stichhaltig,  und  es  lohnt  sich,  eine  eingehendere  und  in 
jeder  Beziehung  exacte  Beschreibung  zu  liefern. 

Die  Handschrift,  in  klein  Folio,  geschrieben  am  Anfange  des  H.Jahr- 
hunderts, besteht  aus  drei  Vorsatzblättern  (davon  das  erste  und  .dritte 
Papier,  das  zweite  Pergament),  aus  277  beschriebenen  Pergamentblättern, 
welche  1 — 48,  50  —  278  bezeichnet  sind  (Blatt  49  ist  in  der  Pagiuirung 
ausgelassen),  und  zwei  Nachblättern  (das  erste  Pergament,  das  letzte 
Papier),  so  dass  die  Gesammtzahl  aller  Blätter  282  beträgt.  Sie  ist  in 
Holzdeckel  mit  rothem  Leder  überzogen  gebunden  und  wird  durch  zwei 
messingene  Schliessen  zusammengehalten.  Beim  Binden  sind  von  Rand- 
bemerkungen mehrere  verstümmelt,  auch  von  den  Figuren  manche 
beschädigt.     Der  Schnitt  ist  vergoldet. 

Der  Inhalt  der  Handschrift  ist  nun  folgender: 

1.  Auf  dem  dritten  Vorblatt  ist  ein  Zettel  aufgeklebt,  welcher  die 
Worte  enthält:  ,,Emi  de  vidua  M,  Valentini  Thaus  .  14  .  die  X bris  ,  jinno 
MDLXXX,'-^  Darunter  steht  von  derselben  Hand  ein  Inhaltsverzeichniss 
des  Bandes:  ,, Numerus  librorum  in  hoc  volumine  conteniorum^^^  dessen 
letzter  Titel  vom  Buchbinder  weggeschnitten  ist. 

2.  Blatt  1—48 :  E u k l i d 's  Geometrie  in  der  Uebersetzung  Atelhards 
von  Bath.  Die  Recension,  von  welcher  zuerst  H.  Weiss enborn  in  der 
y,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  ^^  gehandelt  hat.  Diese  Recension 
ist  bemerkenswerth ,  da  sie  von  dem  griechischen  Texte  sich  viel  weiter 
entfernt,  als  die  von  Campano  edirte  Recension  und  speciell  die  Be- 
weise vor  den   dazugehörigen  Lehrsätzen  enthält,    liebst  d«cEk  k^lvGis^ 
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steht  von  Thaw's  Hand:  ,,AlardJ  vel  Adelhardj  expositio  in  Euclidem  F. 7*.". 
Darüber  von  anderer  Hand:  ,,meminü  eins  Regiomonlanus  in  prefcUione  in 
Alfraganum'^.  Am  Ende  (Blatt  48^)  steht  Folgendes:  „q  Explicit  liher 
euclidis  philosophi  de  arte  Geometrica  continens.CCCCLXV ,proposita  et  pro- 
posiciones  ei,XI,porismala  preter  anxiomnia  singulis  libris  premissa  proposita 
quidem  infinitiuus  proposiciones  indicatiuus  explicans.^''  Eine  grosse  Zahl  von 
Randglossen  begleiten  den  Text.  Die  Figuren  sind  gnt  gezeichnet  und 
haben  vielfach,  im  Gegensatz  zu  dem  von  Weissenborn  beschriebenen 
Exemplare,  Buchstaben  an  den  Eckpunkten. 
Blatt  49  fehlt. 

3.  Blatt  50*  —  61^,  Zeile  28:  „Geomeiria  iordani  vel  iordani  de 
lriangulis^\  so  steht  von  gleichzeitiger  Hand  auf  dem  linken  Rande,  da- 
gegen trägt  der  rechte  Rand  von  Thaw's  Hand  die  Worte:  „über  primus 
de  triangulis^^.  Das  Stück  beginnt:  „Conlinuiias  est  indiscrecio  (ermini  cum 
ierminandi  polencia.*^  Auf  Blatt  52*  beginnt  „2  Über  Jordanj  de  Iriangulis^'' 
(Thaw's  Hand)  mit  den  Worten:  „  Duabus  Uneis  proposHis  gnarum  una  sit 
minor  quarta  alterius  vel  equalis:  miuori  lalem  lineam  adiungere  ut  que  adiecte 
ad  compositam :  endem  Sit  composite  ad  reliquam  proposilarum  proporcio,*^ 
Das  zweite  Buch  schliesst  auf  Blatt  54*  und  daselbst  beginnt:  „Incipit 
tertius  liber  de  trinngulis^^  (Thaw's  Hand)  mit  den  Worten:  „Si  tres  linee 
in  circulo  equedistantes  equales  inter  se  arcus  comprehendant ;  maxime  ad 
mediam  maior  erii  distancia  et  maiorem  cum  ea  circuli  partem  comprehendetj'^ 
Dieses  Buch  reicht  bis  Seite  56^  und  dort  beginnt  dann:  ,,  Liber  quartus 
de  triangulis^'  (Thaw's  Hand)  mit  den  Worten:  ,, Snperficierum  que  tnter 
arcus  equaliter  sese  excedenles  et  lineas  coniingentes  conlinuantur :  sicut  et 
ipsarum  contingencium  erit  maiorum  differencia  maior. ''^  In  diesem  Bache 
sind  zwei  Sätze  mit  zwei  Sätzen  aus  dem  liber  irium  frairum  identisch. 
Der  erste:  „Quemlibet  angulum  reclilineum  in  Irin  equa  diuidere'",  und  der 
andere:  „Inter  duas  quanlitates  propositas  duas  alias  invenire  ul  continuentur 
quatuor  quanlitates  secundum  proporcionem  unam.^'  Die  Lösung  des  ersten 
Problems  geschieht  mit  der  Kreiskonchoide,  die  des  zweiten  nach  Art 
des  Archytas. 

4.  Blatt  61^,  Zeile  2Ö  bis  110^:  „incipil  Jordanus'-,  so  steht  mit  ganz 
verblasster  Tinte,  aber  von  gleichzeitiger  Hand  auf  dem  linken  Rande, 
darunter  von  der  Hand  Thaw's  „Arilhmeiica  lordanj  Nomorarij^\  Sie  ist 
bekanntlich  zweimal  edirt  von  Jean  le  Ffevre  d'Etaples  (Johannes 
Faber  Stapulensis).  Beide  Ausgaben  weichen  erheblich  von  der 
Handschrift  ab,  was  davon  herrührt,  dass  Faber  mancherlei  Aenderungen 
und  Zusätze  sich  erlaubte.  So  hat  die  Handschrift  3  Petitiones,  der 
Druck  6,  die  Handschrift  8  Communes  animi  concepliones ,  der  Druck 
dagegen  20  u.  s.  w.  Die  Anfänge  der  10  Bücher  sind  durch  grössere 
reich    verzierte  Bachstaben    ausgezeichnet.     Buch  2   beginnt    Blatt   64^; 

Bach  3  Blatt  67*;  Buch  4  Blatt 69^-,  ^uc\\'o  ^\?iV\."l1^v  ^xj.Ocv^  V^Via^tt  74*» ; 
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Buch  7  Blatt  80^;  Buch  8  Blatt  86^;  Buch  9  Blatt  92^,  in  diesem 
ist  am  Schlüsse  eine  längere  Lücke;  Buch  10  endlich  beginnt  auf 
Blatt  103^,   der  Beweis  des  letzten  Satzes  fehlt. 

6.  Blatt  111»-  122»,  Zeile  5:  „Euclides  de  visu''  steht  von  Thaw's 
Hand  über  der  betreffenden  Pi^ce.  Dieses  Exemplar  der  Optik  des 
Euklid  ist  in  mehrfacher  Weise  interessant.  Heiberg  hat  in  seinen 
,,Litterargeschichtlichen  Studien  tiber  Euklid*^  (Leipzig,  Teubner,  1882) 
eine  Form  der  Optik  edirt,  welche  er  als  die  ältere  und  authentische 
betrachtet.  Nun  findet  sich  in  der  Handschrift  R,4^*2  der  königl. 
Gymnasialbibliothek  zu  Thoru  eine  direct  aus  dem  Griechischen  geflossene 
Uebersetzung  dieser  Hei  her  g'schen  Recension,  und  ein  Kxemplar  dieser 
selben  Uebersetzung  liegt  in  unserem  Manuscripte  vor.  Der  Abschreiber 
ist  sich  aber  bewusst,  dass  es  noch  eine  andere  Ausgabe  der  Optik 
giebt,  und  in  seinen  hinzugefügten  Randglossen  giebt  er  dieser  Ver- 
schiedenheit Ausdruck.  So  steht  neben  den  beiden  letzten  Petitionen : 
,,  Quidam  libri  habenl  isla  duo  principia  et  quidam  non,'^  So  sagt  er  zu  dem 
ersten  Satze:  ^^Nullum  uisorum  simul  uideri  iotum"':  ^^Alia  (ranslacio  nuUum 
tiisorum  simul  iotum  uideri^'  und  fügt  nun  einen  langen  Beweis  hinzu,  wie 
ihn  die  andere  (aus  dem  Arabischen  geflossene)  Uebersetzung  giebt. 

6.  Blatt  122»,  Zeile  6  bis  128»,  Zeile  15.  Auch  dieses  Stück  dürfte 
der  Aufmerksamkeit  werth  sein.  Es  enthält  ein  Werk,  das  nur  durch 
das  Explicit  betitelt  ist:  ..Explicit  Über  de  speculis.''  Es  enthält  aber 
die  Katoptrik  des  Euklides.  Die  beiden  von  Heiberg  (a.  a.  0.  S.  152  u, 
153)  berichtigten  Stellen  der  Uebersetzungen  von  Pena  und  Dasypodius 
sind  in  derselben  ebenfalls  richtig  überliefert.  So  heisst  Satz  5:  „//i 
concavis  speculis  siue  supra  centrum  stue  supra  periferiam  siue  extra  periferiam 
oculum  ponis:  uisus  repercussi  concidufW,  und  die  Figur  zu  Satz  6  ist 
genau  diejenige,  welche  Herr  Heiberg  reconstruirt  hat,  und  genau  mit 
denselben  Buchstaben. 

7.  Blatt  128»,  Zeile  6  bis  158^:  Es  folgen  die  Sphaerica  des 
Theodosius.  Am  Ende  heisst  es:  ,,  Explicit  liber  theodosii  de  speris,'' 
Es  ist  die  aus  dem  Arabischen  geflossene  Uebersetzung,  was  ans  dem 
Worte  meguar  für  Axe  deutlich  hervorgeht.  Das  Werk  besteht  bekannt- 
lich aus  drei  Büchern.  Davon  beginnt  das  zweite  auf  Blatt  135»,  das 
dritte  auf  Blatt  147^.  Unter  dem  Explicit  befindet  sich  von  dem  Schreiber 
der  Handschrift  noch  ein  anderer  Beweis  eines  Satzes  des  Theodosius. 

8.  Blatt  159» — 159^,  Zeile  11:  „libellus  de  proporcionibus  corporum 
pro  tiirtuie'\  so  steht  von  einer  spätem,  aber  nicht  der  Hand  Thaw*s  auf 
dem  rechten  Rande.  Dieser  Titel  ist  irreleitend,  denn  das  fragliche  Stück  ist 
nichts  weiter  als  das  Fragment  „  de  graui  et  leui"  des  E  u  k  1  i  d  e  s.  Es  beginnt : 
,,  Corpora  equalia  in  magnitudine  sunt  que  replent  loca  equaliu''  und  schliesft: 
,,potet  propositum  per  premissam'\  ist  also  nicht  dem  Wortlaut  nmckvitrar 
tisch  mit  dem  von  Zamkerti  und  GregOTi  a\k^%<^tiomi&«tk^i^^x»i(6^ 
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9.  Blatt  159^,  Zeile  12  bis  165 •:  Es  folgt  ein  „liber  mmuciarum'\ 
welches  SchDorr  als  Bestandtheil  des  vorhergehenden  Stückes  aufgefasst 
hat.  Der  Titel  steht  mit  ziemlich  verblasster  nnd  wenig  jüngerer  Schrift 
als  die  der  Handschrift  auf  dem  linken  Rande.  Anfang:  „  Quodlibet  intelleclum 
r^  parlis  aul  parcium  nuncupaiur  (otum.^^  Schlnss:  das  Einmaleins  von 
1  bis  9  in  der  Form  der  Pythagoreischen  Tafel.     Hnr  arabische  Ziffern. 

10.  Blatt  165^—168»:  Mit  alter  Handschrift  steht:  ,,liher  de 
proporcionibus  corporum  secundum  vnolum  in  tempore ^\  darunter  von  Thaw's 
Hand :  „  Proclus  de  motu  negl  xivijasoag  extal  graece  V,  T.'^  Alle  Anfangs- 
bochstaben  fehlen.  Beginnt:  ^^(C)ontinua  sunt  quorum  termini  unum, 
(C)ontingencia  sunt  quorum  termini  simul,^^  Schlnss :  „  Vni  enim  una  modo 
erit  con  T^R.A,R,j,A. 

Blatt  168^  ist  leer. 

11.  Blatt  169*  — 175*:  „Incipit  algorismus  demonstratus'^  so  halb 
abgeschnitten  von  gleichzeitiger  Hand  am  obern  Rande  des  Blattes.  Es 
ist  der  bekannte,  früher  dem  Regiomontan  zugeschriebene  „Algorismus 
demonstralus  de  integris^%  der  1534  edirt  ist.  Beginnt:  ,,  Figure  numerorum 
sunt  nouem  i .  7 . 3 .  ft .  V  .  6 .  A .  8 .  ^.  Et  est  prima  unitas ,  secunda  binarii,  et 
sie  deinceps,^*'  Schluss :  ,,In,a,bis  et.b . in  se.et,€.in.a,bis  et  in.b, bis  et  in 
se  semel.qod  erat  propositum.^^ 

12.  Blatt  175^  — 176^  178*,  Zeile  1-3:  ,Jiher  archimenidis  de  com^ 
paracione  figurarum  circularium  ad  rectilineas  ",  das  heisst  die  circuli  mensura 
des  Archimedes,  wie  schon  die  Form  ,,Archimenides^\  zeigt,  aus  dem 
Arabischen  Übersetzt.  Beginnt:  „Omnis  circulus  o'rthogonio  triangulo  est 
equalis  cuius  unum  duorum  laterum  rectum  continencium  angulum  medietati 
diametri  circuli  equatur.et  alterum  ipsorum  linee  circulum  continenti.'*^  Schliesst: 
„  Linea  ergo  continens  circulum  addit  super  triplum  diametri  eius  minus  septima 
ipsius  et  plus  X  partibus  de  LXXl  et  illud  est  quod  declarare  voluimus.''' 

13.  Blatt  177*  nnd  ^:  Ist  in  der  Schorr^schen  Beschreibung  ganz 
ausgelassen ,  obwohl  durch  einen  Vogel ,  bei  welchem  die  Worte  stehen : 
,,verte  folium  antecedentem  ad  tale  signum^^  auf  dasselbe  hingewiesen  wird, 
denn  an  der  Spitze  desselben  ist  derselbe  Vogel,  wie  hier,  gemalt.  Dies 
Blatt  enthält,  jedoch  ohne  zugehörige  Figuren,  die  ,.  Demonstratio  Campani 
de  figura  s€ctore^\  welche  auch  in  der  Handschrift  Ä.4®.2  der  königl. 
Gymnasialbibliothek  zu  Thorn  sich  findet.  Anfang:  ,yCum  aliquis  semicirculus 
diuidatur  in  duos  arcus,^*^  Schluss :  „  et  ex  proporcione  cor  de  dupli  arcus  c  f 
ad  cordam  dupli  arcus  ce  Explicit'.  Das  Blatt  ist  von  völlig  anderem 
Pergament  als  die  übrigen  Bl&tter. 

14.  Die  in  dem  unter  1.  erwähnten  Inhaltsverzeichniss  angegebenen 
Theoremata  Cratili  können,  meiner  Meinung  nach,  nur  auf  die  beiden 
folgenden   Lehrsätze    bezogen   werden,   dieselben    umfassen    Blatt    178», 

Zei/e  4  bis  Blatt  178^,  Zeile  23.     Die   beiden  Sätze  heissen  folgender- 
massen  —  ich  cfmcke  sie  vollständig  «fe,  d«L  Vj^äoü^^tä  ^^t  'l^^vvä  ^vcä 
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bis  jetzt  für  das  Mittelalter  nicht  bekannte  Beweisführung  für  den  Drei- 
ecksinhalt  ans  den  drei  Seiten  enthält  — : 

1)  Omnis  trianguli  in  semicircülo  cadentis  ttnius  duorum  hier  um  in  alterum 
multiplicacio  est  equalis  muHiplicacioni  diamelri  in  perpendicularetn, 
que  cadit  super  basim  trianguli, 

Racio  patens  est  per  VIII. et  per  primam  pariem  15*  sexti  euclidis .sicut 
cnim  diametcr  ad  alterum  laterum,  ita  reliquum  ad  perpendicularem  (siehe 
Fig.  7). 

Neben  dem  folgenden  Theorem  steht  von  Thaw's  Hand:  aq>akfiQov 
i^eoQTj^cc.  Vide  hac  de  re  Campanum  propA3.lib,2  Euclidis  aliier  idem. 
An  der  bezeichneten  Stelle  steht,  wenigstens  in  den  mir  zugänglichen 
Ausgaben  Euklid*s,  nichts  dergleichen. 

2)  Si  iria  trianguli  laiera  coacerventur,  medietatisque  composiU  ad  singula 
latera  differencie  sumantur,  primaque  in  secundam  ducatur  ei  in 
productum  tercia;  iiemque  inde  producium  in  prediciam  medietaiem^ 
radix  producli  erit  area  trianguli, 

Sil  datus  triangulus  tihc  et  medietas  coacervaii  ex  lateribus  ipsius  sit  linea 
klm,  diff'erenlieque  ipsius  sint  ad  hh  linea  t  et  ad  &c  s  et  ad  bc  k.  Sed 
solidum  quod  continet  tsk  (im  Original  steht  idest)  sii  designatum  nota 
z.  Intelligamus  igilur  in  dato  trigono  circulum  contingenlem  latera  noiis  f|g,e, 
ctäus  centrum  d.  a  quo  prodeant  ad puncta  contactus  linee  df,  de,  dg  singulis 
lineis  perpendiculares  atque  inter  se  equales;  sed  et  a  d  ad  tres  angulos  linee 
protrahantur ,  que  singulos  angulos  per  equa  parcieniur^  quorum  omnium  me- 
dielates  quoniam  equantur  uni  rectOj  et  quia  angulus  dbf  ^^  angulus  bdf 
equantur  reclo :  erit  angulus  bdf  tanquam  angulus  d  a  f  e/  angulus  g  c  d.  Ducatur 
ergo  linea  pqdh  ita,  ut  angulus  hdf  equatur  angulo  daf,  erilque  angulus 
hda  rectus  ei  simililer  angulus  qda  ^/  ob  id  etiam  angulus  gqd  equalis 
angulo  gad  et  reliquus  scilicei  qdc  equalis  angulo  dbh  quoniam  iotus  an- 
gulus qdc  est  equalis  duobus  scilicei  gad  et  dbe.  Erigaiur  itaque  perpen- 
dicularis  a  c ,  donec  concurrai  cum  linea  h  d  q  p ,  que  sii  c  p ,  et  conünuetur 
p  cum  a.  Deinde,  quoniam  af  est  equalis  ag,  ei  hf  equalis  he,  atque  ce 
equalis  cg,  linee  enim  ab  eodem  puncto  exeunies  usque  ad  contactus  circuli 
sunt  equales,  tunc  af  ei  fb  et  ce  sunt  tamquam  ires  relique.  Eruni  ergo  me- 
dietas trium  laterum . component  ergo  lineam  klm,  sitque  k  equalis  af,  ei  \ 
equalis  fb,  et  m  equaiur  ce.  Manifestum  est  eciam  quod  klm  addii  super 
ab,  quantum  est  m,  quare  m  equalis  est  t,  sed  ei  simiiiier  ac  addii  1, 
quare  l  equaiur  s,  atque  simiiiier  bc  addii  k,  itaque  k  est  equalis  r.  Sint 
eciam  linee  n  et  o  equales  perpendicularibus ,  quarum  una  df,  solidumque 
sub  lineis  klm  et  n  et  o  contentum  sii  j,  Quia  idem  anguli  adp  ^  aep  sunt 
recti  ei  equales,  puncta  adcp  in  eodem  semicircülo  consisteni,  quare  anguli 
pac  ei  pdc  sunt  equales.  Eruni  ergo  anguli  pac  ei  fbd  equales y  ita^iue 
trianguli  fbd  ei  acp  sunt  similes,  eriique  hf  ad  (i  sicui  ae  ad  cp.  Sed 
eciam  fd  ad  fh  sicui  po  ad  cq,  quoniam  (rionguli  &.^\i  ei  ^^^  %\uA  imrilM 
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Itaque  hf  ad  fh  tanquam  ac  ad  qc,  ergo  coniunctim  bf  et  ac  ad  fb  e/  cq 
5tcti<  hi  ad  bf.  s^r/  bf  e«/  tanquam  q^^  propier  triangulos  similes  et  quin  fd 
equalis  est  dg.  Itemque  bf  e/  ac  sz/n/  lamguam  klm.  ^5/  er^o  kirn  ad  gc 
sici//  b  f  flrf  f  b.  Sed  proporcio  b  f  ad  f  b  aggregatur  ex  proporcione  b  f  ad  d  f 
et  ex  proporcione  df  ad  fb,  5ed  Ki  ad  fd  tanquam  fd  «d  fb  proporcio^ 
ergo  bf  ad  fb  constat  ex  proporcionibus  bf  ad  di  et  af  ad  df.  Sed  proporcio 
bf  ad  df  tanquam  linee  s  ad  n,  ß/  af  ad  df  Wcti/  differencie  r  ad  o 
proporcio:  itaque  klm  ad  t  aggregatur  ex  proporcione  b  ad  u  et  t  ad  o 
Quia  igitur  soHdi  j  ad  soHdum  z  aggregatur  proporcio  ex  proporcionibus 
klm  ad  t  et  n  ad  b  et  o  ad  r,  et  proporciones  n  ad  b  et  o  ad  i  faciunt 
proporcionem  t  ad  klm*  erit  solidum  y  equale  solido  z.  Producit autem  klm 
in  0  super ficiem  equalem  triangulo  dato.  Diuisus  est  enim  triangulus  abc  in 
tres  triangulos  adb  e/  bdc  et  ade,  ^ed  eo:  dimidio  ab  f><  df  fit  equale 
triangulo  adb,  ^/  ^d?  dimidio  ac  m  dg  equum  est  trigono  ade,  e<  ^t/od  ex 
dimidio  bc  tit  de  e^^  equale  triangulo  bdc,  e^  ^t/f'a  omnes  perpendiculares 
sunt  equales  linee  o,  ideo  quod  fit  ex  dimidio  omnium  laterum  in  o,  et 
ipsum  est  klm,  est  tamquam  area  trianguli  abc.  Cum  ergo  solidum  y  habet 
latera  o,  d,  klm  et  ex  o  in  klm  fiat  area  trianguli,  tunc  n  ducta  in  eandem 
aream  perficit  solidum  y,  quare  cum  o  Sil  equale  n,  erit  area  trianguli  inter 
lineam  klm  ^^  solidum  y  proporcionale ,  quare  inter  eandem  et  solidum  z.  Si 
ergo,  ut  proponüur,  klm  ducatur  in  z,  radix  producli  erit  area  trianguli. 
(Siebe  Fig.  8.) 

Wer  war  jener  Cratilus,  dessen  Theoremata  diese  beiden  gewesen 
sein  sollen? 

15.  £8  folgt  Blatt  178^,  Zeile  24  bis  179^  eine  Abhandlung,  welche 
Thaw  auf  Blatt  179*  betitelt:  ,,propositiones  aliquot  tisqI  twv  o'jiioxivT^eov ". 
Nicht  uninteressante  Sätze  über  bomocentriscbe  Kreise.  Beginnt :  ,.  Ceometri 
eos  arcus  similes  esse  (dicunt):  qui  angulos  recipiunt  equales''  und  scbliesst: 
„e/  eius  proporcio  erit  proporcio  corde  arcus  circuli  wiius  ad  cordam  arcus 
similis  alterius  circuli  circumducti  eidem  centro  scilicet  o  existente  angulo  o 
recto  ticut  corde  arcus  circuli  unius  circumducti  o  centro  ad  cordam  arcus 
similis  circuli  alterius  eidem  centro  circumducti, 

16.  Blatt  180^-182^,  Zeile  3:  Enthält  die  Abhandlung,  welche 
Director  Hultscb  im  dritten  Bande  seiner  Pappusausgabe  als  anonyme 
Schrift  über  isoperimetrische  Figuren  veröffentlichte  (Seite  1138 — 1165). 
Sie  beginnt:  ,, Prelibandum  vero  primum  quoniam  ysoperimetrorum  yso- 
pleurororum  rectilinearum  et  circulis  contentorum  quod  plurium  est  angulorum  • 
maius  est.  Es  sind  sieben  nummerirte  Lehrsätze.  Der  Scbluss  lautet : 
„Equalis  ergo  piramis  poliedro  minor  existens  cono  equali  spere,  Quare  et 
solidum  poliedrum  minus  spera"^. 

Das  Stück   findet   sich  auch  in  der  Handschrift  F.  II,  33  der  öffent- 
lieben  Bibliothek  zu  Basel. 
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17.  Blatt  182^,  Zeile  4  bis  183»,  Zeile  23:  Dieses  Stück  ist  mit 
der  Nr.  8  bis  auf  kleine  orthographische  Abweichungen  identisch.  Es 
hat  von  einer  wenig  späteren  Handschrift  den  Titel:  ^^liber  euclidis  de 
graut  et  leui  et  de  comparacione  corporum  ad  inuicem^\  was  bei  Schnor' 
lautet:  „Eiiclides,  de  gnomone,  (lern  de  composHione  eorum  ad  invicem,^^ 
Auch  hier  beginnt  das  Stück:  ^.Corpora  sunt  equalia  in  magniludine:  que 
repleni  loca  equalia^^  und  endigt:  „Erii  igilur  h  ad  a  ut  z  ad poienciam  ipsius 
a  que  est  g.  ExplicH  über  euclidis  de  ponderoso  et  leui  et  comparacione 
corporum  ad  inuicem,'*^ 

18.  Es  folgt  der  Beweis  des  Satzes:  j, Diameter  est  assimeter  coste^% 
d.  h.  der  Beweis,  dass  die  Hypothenuse  eines  gleichschenklig  recht- 
winkligen Dreiecks  der  Seite  desselben  incommensurabel  ist  (Blatt  183% 
Zeile  24  —  41). 

19.  Blatt  183*»  — 185»,  Zeile  35:  ,Jncipit  über  de  canonio''  steht 
von  gleichzeitiger  Hand  auf  dem  linken  Rande.  Eine  Abhandlung,  die 
mir  zum  ersten  Male  entgegentritt.  Sie  beginnt:  „Sic  fuerit  canonium 
simmetrum  magnitudine  et  substancie  eiusdem'^.  Es  sind  nur  vier  Lehr- 
sätze. Das  Werkchen  schliesst:  „et  hie  crit  numerus  minoris  porcionis 
t/uod  oportebat  ostendere,    Explicit  liber  de  canonio^\ 

20.  Es  folgen  Blatt  185»,  Zeile  36  bis  Blatt  186^  zwei  Aufgaben, 
welche  zu  dem  Vorhergehenden  in  gewisser  Beziehung  stehen :  1)  Si  fuerit 
aliquod  corpus  de  duobus  mixtum  corporibus  notis  et  uolumus  scire  quantum 
in  eo  Sit  de  utroque  ipsorum:  2)  Queritur  in  longitudine  equali  et  iereti 
eiusdem  materie  per  inequalia  diuisa,  quantum  sit  apponendum  bretiiori:  ut  tota 
equidistet  orizonti, 

21.  Blatt  186*  — 1&7^:  „Incipit  liber  de  ponderibus  uel  de  statera 
iordani^^  darunter  von  der  Hand  Thaw*8:  „secundum  quedam  Euclidis  ^^, 
Es  ist  das  Fragment  der  Jordanus'schen  Schrift,  welches  1533  Apianus 
zu  Nürnberg  unter  dem  Titel  edirte:  „/>e  ponderibus  Jordani  Nemorari 
proposiciones  tredecim,^'^  Am  Schlüsse  steht:  ,yExpliciunt  elementa  iordani 
super  demonstracionem  ponderum^'  und  darunter  folgende  Bemerkung  Thaw*s: 
,,quidam  putant  hunc  librum  de  ponderibus  esse  Euclidis  et  vidi  manuscripta 
exemplaria  quedam  in  quibus  erat  inscriptio  talis  Euclides  de  ponderibus, 
Valentinus  thaw  Math,  profess.'*^  Die  Schrift  ist  mit  vielerlei  Randglossen 
versehen;    eine  längere  steht  noch  unter  dem  Explicit. 

22.  Blatt  188*  — 194^:  Ohne  Titel.  Es  ist  dieselbe  Schrift ,  welche 
im  Codex  Basil.  F.  II.  33  betitelt  ist  Archimenides  de  curvis  superficiebus 
und  im  Codex  Magliab.  Floren t.  Conventi  sopressi  L  V.  30  Ardmenidis  de 
rotundis  pyramidibus,  Sie  besteht  aus  elf  Sätzen,  welche  Heiberg  im 
dritten  Theile  seiner  Archimedes-Ausgabe  am  Ende  der  Vorrede  naeb  einer 
von  mir  gelieferten  Vorlage  abdrucken  Hess.  In  nnserem  MumaeriH 
hat  die  Schrift  folgende  Snbscriptio:  ^.Sicque  iiphk  nosler  partum 
quem  iam  dudum  uela  succingeret.    Jamque  cum  bibuUs  KobeilMsr«» 
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archimenides  remigii  Johannes  nauigacionis  grates  agit  summo  cretUori,  ExpHcH 
commentarium  Johannis  de  ilii  in  demonsiraciones  Archimenidis,  Es  ist  wirk- 
lich nur  eiue  Bearbeitung  einiger  Sätze  aas  dem  Buche  de  sphaera  ei 
cylindro.  In  der  Florentiner  Handschrift  heisst  die  Unterschrift  ^^explirM 
commentarium  Johannis  de  Thiss  in  demonsiraciones  Archimenidis**.  Ob  also 
der  Commentator  Johannes  de  tlü  oder  de  thiss  hiess,  wäre  noch  zu 
erforschen. 

23.  Blatt  195^—196^,  Zeile  23:  Im  Sehn orr'schsn  Kataloge  steht 
für  diese  und  die  folgende  Abtheilung  zusammen  der  Titel:  Theodosius 
de  ditiersitate  homoceniricorum ,  entnommen  dem  oben  erwähnten  Inhaltsver- 
zeichniss.  Das  vorliegende  Stück  heisst  sonst  immer  ,.  Theodosius  de 
locis  habitabilibus.^*^  Darüber  steht  von  Thaw*s  Hand:  .,haec  extcml  etiam 
conuersa  in  operibus  Georgij  Vallae  V,  T.".  Beginnt:  ,,  Ulis  quorum  habiiacionis 
Joca  sub  polo  sunt  seplentrionali  spere  medictas  apparens  semper  eis  apparet*'\ 

und  schliesst:  ,yAlio  dimidio  tempore  quo  sol  preterit  Signum  dies  erit,^*" 

24.  Blatt  196^,  Zeile  24  bis  198^,  Zeile  8:  Eine  Schrift  über  das 
Astrolab.  Beginnt :  „  Tres  circulos  in  astrolapsu  descriptos :  duos  uidelicel 
solsticiales  et  equinoctialem  continuc  proporcionaies  esse  necesse  est'*^  und 
schliesst:  ,,et  secundum  hoc  fit  artificium  laminarum,  El  hec  capitula  ne  preier- 
mittat  qui  uotuit  facere  astrolabium  que  compilavimus  de  figura  sectionis"''. 
Daraus  möchte  man  fast  schliessen,  dass  Campanas  der  Verfasser 
gewesen  sei. 

26.  Blatt  198^  Zeile  9  bis  200",  Zeile  7:  Anweisung,  Länge  and 
Breite  eines  Sternes,  den  Culminationspunkt  und  den  Aufgangspunkt  zu 
bestimmen.  Beginnt:  ^^Ad  scienciam  ejclrahendi  elevaciones  signorum  in 
orbe  recto*"  und  schliesst:  „f/  quod  proucnil  est  nadair  gradus  occasus 
intelligas''^ 

26.  Blatt  200'',  Zeile  8  bis  213",  Zeile  2:  .Jibcr  de  datis  Magni- 
ludinibus^^  steht  neben  diesem  Stücke  in  ziemlich  gleichzeitiger  Hand. 
Es  ist  nichts  weiter  als  die  Data  des  Euklid  es.  Beginnt:  ,^  Data 
magnitudine  dicuntur  et  spacia  et  linee  et  anguli  quibus  possumus  equalia 
assignare*''  und  schliesst:  „Datum  ergo  quod  sub  ad  ^/  ec.  Expiicit  liber  de 
datis  Magniludinibus.^'' 

27.  Blatt  213»,  Zeile  3  —  28:  „quadratura  circuli''  mit  Hilfe  der 
Monde  des  Hippokrates.  Beginnt:  „Quadratura  per  lunuias  hoc  modo 
est'*  und  schliesst:  ,.hec  igitur  est  quadratura  per  lunuias,"' 

28.  Blatt  213»,  Zeile  29  bis  213^:  Drei  Sätze  über  Kreise:  1.  Si 
ab  aliquo  circulo  abscindantur  porciones  inequales.  maior  erit  proporcio  arctis 
maioris  ad  arcum  minoris,  quam  corde  longioris  ad  cordam  breviorem.  2.  Si 
in  circulis  sese  interius  contingentibus  plurime  linee  utrumque  circulum  secando 
durantury  ille  linee  erunt  proporcionaies  partihus,  que  ultra  minorem  circulum 

M  maior em  producuniur.     Die  Linien  soW^n  d«X^e\  Nvi\xiV»^\^Vitvxxi^ii^TLukte 
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gezogen  sein.     3.  Si  a  cir  cutis  inequalibiis  cor  de  equales  afcus  resecenty  eril 
arcus  mifwrts  maior  arcu  maioris, 

29.  Blatt  214»— 219'',  Zeile  38.  Nach  der  UnierBchnft  Theodosius 
de  plana  sphaera.  Beginnt:  „  Quemadmodum  plholomeus  et  ante  cum  notmuUi 
velerum  aucloritutis  uiri^^  und  scbliesst:  „^wm  ipsis  circulis  Iropicis  et  cum 
circutis  meridianis  Signa  distinguentibus,  Expticil  secunda  edicio  iheodosii  de 
ptana  spera'^  Nach  einer  Randglosse  neben  diesem  Schiasse,  welche 
beginnt  atia  terminaciOj  masste  die  Unterschrift  lauten:  „Expticit  tiber 
superficiute  spere  pthotomei  correptus  a  mesten  fitio  dantis  gracias  quod  est 
admetij'*' 

30.  Blatt  219^,  Zeile  39  bis  222,  Zeile  9:  incipit  prima  proposicio 
plamsperiiy  so  steht  halb  abgeschnitten  und  dadurch  fast  unleserlich  als 
Fussnote  des  Blattes.  Beginnt:  ^jQuotlibet  duos  circutos  cquedistantes 
recto  in  spera  corporea,  circulumque  dectinem  cos  e  regione  contingentem  in 
piano  collocare"^  und  schliesst:  ,,t>i  quo  hec  nadir  in  piano  datum  punctum 
in  spera  potenciatiter  ostendil^^, 

3L  Blatt  222,  Zeile  10  bis  224",  Zeile  19:  ,,liber  quem  edidit  thebit 
filius  chore  de  his  que  indigenl  exposicione  antequam  legalur  almagesti^^,  so 
die  Fussnote  auf  Blatt  222*.  Beginnt:  ,.Quatuor  circuli  diei  est  arculus 
maior  qui  describitur  super  duos  polos  orbis  super  quos  moueiur  ab  Oriente  in 
occidenlem'''  und  schliesst:  „erunt  retrogradi  Explicit^\ 

32.  Blatt  224  •,  Zeile  20  bis  225^:  ,,  incipit  liber  qui  dicitur  demonstracio 
jordani  de  forma  spere  in  piano  ^\  das  letzte  Wort  durch  den  Buchbinder 
weggeschnitten.  Darunter  von  T h  a  w  's  Hand :  „  desiderantur  hie  prolheoria  ". 
Beginnt:  „Spera  in  quolibet  polorum  planum  contingente  in  cuius  super ficie 
descriptus  sit  circulus  per  propositum  polum  transiens  si  quotlibet  linee  ab  eodem 
polo  per  circumferenciam  illius  circuli  descendant  in  planum  :  puncta  in  quibus 
planum  coniingunt :  in  linea  recta  sita  erunt^^  und  schliesst:  „//i  communi 
igitur  seccione  ipsius  et  circuli  p  oy  hoc  est  in  o  erit  situs  illius  quod proponebatur, 
Kxplicit  demonstracio  Jordani  de  forma  spere  in  piano. ^'  Darunter  noch 
ein  Satz,  den  der  Schreiber  der  Handschrift  hinzugefügt  zu  haben 
scheint,  denn  er  schliesst  mit  den  Worten:  „et  hec  est  intencio  actoris  de 
nouo  appositum''' , 

38.  Blatt  226*  —  228*,  Zeile  8:  ^j  Incipit  quedam  arismetica  de  mathe- 
matica'^  steht  auf  dem  rechten  Rande.  Beginnt:  „Proporcio  est  rei  ad 
rem  delerminata  secundum  quantitatem  habitudo.^'  Mitten  im  Contexte  steht : 
„veniendum  nunc  nobis  est  ad  id  quod  intendimus  occasione  enim  sumpta  ex. 
Rata  iholomei  in  almagesta  positis  sex  quantitatibus  ita  ut  proporcio  duarum 
constat  ex  duabus  proporcionibus  reliquarum  8  uolumus,  demonstrare  con- 
iugaciones  utiles  et  modos  omnes  ex  una  eorum  prouenientes  et  sunt  omnes  1 8 
quorum  secundum  ex  primo  proueniente  p6  sequens  consequenter   pot&.     E& 

folgen   nun   die  18  Arten  der  Proportionen.     \)\e  kVAiwi^^Ti^  >m«j^k5C\^*»X' 
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„et  ita  ex   uno  posito  procreabuniur   18   alii  a  supradiclis  modi  ut  omnes 
pariter  fiatU  36". 

34.  Blatt  228»,  Zeile  9  bis  242^:  Das  folgende  Stück  war  der 
Grand,  weshalb  ich  die  köuigl.  öffentliche  Bibliothek  zu  Dresden  über- 
haupt um  Uebersendang  der  Handschrift  ersuchte.  Es  enthält  dasselbe 
nämlich  ein  Exemplar  des  Buches  de  numeris  datis  von  Jbrdanas 
Nemorarius.  In  diesen  Blättern  (XXIV.  Jahrgang,  Supplement,  S.  135 
bis  166)  hat  Professor  Treutlein  in  Karlsruhe  zuerst  nach  der  Hand- 
schrift F.  II.  33  der  öffentlichen  Bibliothek  zu  Basel  diesen  Tractat  heraus- 
gegeben. Ich  habe  dann  im  laufenden  Jahrgange  der  Leopoldina  einige 
Berichtigungen  folgen  lassen.  Die  vorliegende  Handschrift,  welche  mit 
jener  aus  derselben  Quelle  stammen  muss,  da  sie  genau  ebenso  mitten 
im  Beweise  unvollständig  abbricht,  gestattet  aber  —  sie  ist  übrigens  30  bis 
40  Jahre  älter  — ,  wo  die  Baseler  Handschrift  fehlerhaft  den  Dienst  ver- 
sagt, den  wahren  Wortlaut  wiederherzustellen.  Auch  liefert  sie  den 
Beweis,  dass  die  Unterscheidung,  welche  ich  a.  a.  0.  zwischen  den 
Zeichen  est  und  sed  machte,  in  der  Wahrheit  begründet  ist,  da  in  unserer 
Handschrift  fast  an  allen  Stellen  das  betreffende  sed  vollständig  aos- 
geschrieben  ist.  Chasles  sagt  in  den  Comptes  rendus^  dass  darin  der 
Vorzug  Jordans  bestände,  dass  er  die  Zahlen  ohne  Substrat  der  Linien 
betrachte.  Ich  kann  ihm  nur  darin  beipflichten,  und  dass  also  unserer 
Handschrift  Figuren  beigegeben  sind,  auf  welche  jedoch  im  Texte  nie 
Bezug  genommen  wird,  halte  ich  für  eine  Zugabe  des  Abschreibers, 
welcher  dadurch  die  Sache  zu  ergänzen  >  bemüht  war.  Thatsächlich 
stimmen  dieselben  auch  nicht  zu  den  betreffenden  Lehrsätzen.  Hier 
einige  in  dem  Treutlein'schen  Abdrucke  unverständliche  Sätze  nach 
beiden  Handschriften  (F.  II.  33  Basil.,  und />^.  86  Dresd.)  verbessert  und 
richtig  gestellt. 

4)  St    numerus  dolus    fuerit   in   duo   diuisus,   quorum   quadrata  pariter 
accepla  sinl  data  ,  erit  utrumque  datum  modo  premisso. 

Si  enim  g,  scilicet  quadrata  coniuncta,  fuerit  notus,  erit  et  e  notus, 
qui  est  duplum  unius  in  alterum :  subtractoque  e  de  ^  remanebit  h ,  quadratum 
differencie ,  cuius  radix  extracta  c  Sit  nota :  erunt  omnia  data. 

Opus  idem.  Diuisus  quippe  sit  X  in  duo,  quorum  quadrata  sint  LFIII, 
quo  sublato  de  C  remanebunt  XLIL  et  ipse  auferatur  de  L  VIII  et  remanebunt 
XVI ^  cuius  radix  est  IUI,  et  ipse  est  differencia  porcionum,  que  fient  VII 
et  IlL  ut  prius, 

18)  Si  uero  quadrata   eorundem  coniuncta  per  differenciam  diuidantur  et 
quod  exieril  fuerit  datum,  et  eorum  quodlibel  datum  erit. 

Sit  datus  numerus   ab  diuisus  in   a   et  in  b,   quorum  quadrata  sint  c, 

et   differencia   eorum  d,  cuius  quadratum  e,    et  quadratum    tocius  f.      Diuiso 

erffo  c  per  d  exeat  g,  cuius  duplum  fit  h\,  qui  erit  datus,  et  quia  quadraia  e 

^/  f  sunt  duplum  c  erit,    ut  d   in  bY   faciat  ^^.     Sic   uuVem  V  equate  d^  et 
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quia   1   in    se  faciai    e,   lunc  l   in  h  facial  f,  qui  est  notus :  et  quia   hl  est 
notus,  erit  et  l  per  terciam  huius  el  h  datus,  sicque  d  et  omnis. 

Verbi  gracia  diuisus  sit  X  in  duo ,  quorum  quadrnta  diuisa  per  differencium 

reddant  XÄVI,    cuius  duplum   est   LH,    huius   quadratum  IIDCC  et  IUI, ab 

hoc  tollatur  C  qualer  el  remanebunl  IICCCIIIl,  cuius  radix  est  XLVIII;  hie 

detrahatur  a  LII^  et  reliqui  medietas,  que  est  duo,  est  djfferencia  porcionum, 

39)  Si  a  duobus  numeris  datis  duo  nttmeri  deirahanlur,  fueritque  detractorum 

et  residuorum  proporcio   data^   non  aufem   Sit  eadem^  que  tocius  ad 

totum ,  erit  etiam  quodiibet  datum, 

Sint  numeri  dati   a,b,c,d,   delracta   a,  c,   et  quia    a   ad  c   non   sicut 

tolum    ad  totum,    non    erit  a   ad   c   sicut  .b   ad    d.      Sit  igitur   a  ad  e  sicut 

h  ad  d:   enil  ergo   ab   ad  eA    sicut   b   ad  d,  et  quia  a b  datum ,  simililer  el 

ed,   quare   et  differencia   c  ad  Bj   que  sit  g,    el  sie   igitur  &  ad  c  et  ad  e 

proporcio   data   erit^   el   ad  g;    subtracta   enim    minori  propOrcione   a  maiore 

rcmanebit  proporcio  a  ad  ^,  qui  est  differencia.    Itaque  g  datum,  quare  et  a, 

singxda  ergo  data, 

Verbi  gracia  sint  dati  numeri  XX  et  XII,  et  detractum  XX  sit  duplum 
delracto  XII,  et  residuum  XX  sexqualterum  residuum  XII:  sit  autem  XX 
duplum  od  quiddam,  et  ipsum  est  X,  cuius  differencia  ad  XII  est  duo,  et 
quia  siquidem  est  sexqualterum  ad  totum ,  et  duplum  ad  detractum  est  sexcuplum 
ad  reliquum,  erit  residuum  XX  sexcuplum  ad  duo, ergo  erit  XII ,  et  detractum 
VIII:  detractum  vero  XII  erit  IUI,  et  residuum  ipsius  erit  VIII, 

41)  Si  duobus  numeris   dati   numeri  altematim   addantur   et  detrahantur 

et  post  mutuam  addicionem   et  detraccionem   sint  semper  ad  inuicem 

dati,  uterque  erit  datus. 

Sint  numeri  a,  b,  d,  e  et  dali  sint  a  et  d,  itemque  dati  c  et  f.     Si  ergo 

abc  fuerit  datus   ad  e,  et  def  ad  h,  erunt  ab  et   de   dati. quia   enim   abc 

est  datus  ad  e,  detractoque   ab  eo  dato  numero  ac  et  alteri  dato  addito,  qui 

est  df,  fit  def  ad  b  datus  per  premissam  operacionem, 

Verbi  gracia  minori  detrahatur  IUI,  et  alii  additis  duobus  sit  totum 
maioris  duplum  residuo  allerius,  atque  minori  additis  tribus  et  maiori  demptis 
IUI  Sit  totum  residuo  sexquilercium  .  per  operacionem  ergo  premisse  totum 
minoris  erit  XVI,  et  maioris  residuum  XII:  maius  ergo  XVI  et  minus  XII 
non  equales. 

Die  von  Treutlein  angegebenen  Theilungen  in  4  Bücher  finden 
durch  unsere  Handschrift  Best&tigung.  So  reicht  Buch  1  bis  Propos.  29, 
Buch  3  beginnt  mit  Propos.  58,  endlich  fängt  Buch  4  mit  der  Propos.  81 
an.  Sämmtliche  Anfänge  sind  durch  grössere  Anfangsbuchstaben  aus- 
gezeichnet. Auf  das  „liber  datorum  Jordanj  NemorariJ^^  (so  steht  von 
Thaw's  Hand  auf  dem  ersten  Blatte)  werde  ich  binnen  kurzem  anderswo 
zurtickkommen. 

36.    Blatt  243»  — 249^;    „liber    jordani  de   powdcrtöus",    4%.-«^  -«^\^ 
Thaw'tf  Hand:    „hie   muUo   plures  ...  et    proposicioiies    quam  \u  edVXVttx^^ 
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Appianj  V,  T, '',  das  durch  Punkte  Angedeutete  ist  durch  den  Buchbinder 
weggeschnitten.  Enthält  zunächst  Alles,  was  Nr.  21  umfasst,  und  dann 
noch  Dasjenige,  was  in  der  Tartagl lauschen  Ausgabe  gedruckt  ist. 
Beginnt:  „Omnis  ponderosi  motum  esse  ad  medium *'  und  hat  ausser  den 
Erklärungen  44  gezählte  Sätze.  Es  schliesst:  ,.quia  motum  plus  impedü 
lotogue  conatu  impulsum  habebil  trahere  b  explkit"', 

36.  Blatt  250*  — 271^:  die  Perspectiva  Communis  des  Johannes 
Peckham.  Thaw  betitelt  das  Stück  so:  .,vulgö  perspecliva  communis 
loannis  Pisani  angli  edita  est  ei  schemalibus  illusirata  Lipsiae  anno  1504 
ä  M.  Andrea  Alexandra  math  profess  '^  Man  sehe  darüber  meine  Abhand- 
lung im  Band  XIII  dieser  Zeitschrift,  wo  ich  weitläufig  über  das  Exemplar 
der  Gymnasialbibliothek  zu  Thorn  gehandelt  habe.  Das  Werk  zerfHUt 
in  drei  Bücher,  welche  jedoch  von  unserer  vorliegenden  üandschrift 
nicht  unterschieden  werden.  Die  sonst  in  den  Handschriften  und  Aus- 
gaben beigefügten  Figuren  fehlen. 

37.  Blatt  272•--274^  Zeile  9.  Von  Thaw's  Hand  betitelt:  ,.De 
Insidentibus  aquae :  scripsit  et  Archimedes  de  insidentibus  aquae  et  reperitur 
Coloniae,'^  Darnach  muss  also  zur  Zeit  Thaw 's,  d.  h.  am  Ende  des 
XVI.  Jahrhunderts,  in  Köln  ein  Exemplar  jenes  jetzt  verlorenen  Tractats 
des  Archimedes  existirt  haben.  Vielleicht  lässt  dieser  Fingerzeig  noch 
einmal  jenes  wichtige  Buch  zum  Vorschein  kommen.  Das  hier  vorliegende 
Stück  ist  nicht  mit  dem  Archimedischen  identisch.  Es  beginnt:  ^^Quomam 
per  raritatem  (d.  h.  Dünnheit)  quorundam  corporum  composicionem  non  potuit 
eorundem  per  geometrium  haberi  certa  proporcio"^  und  schliesst:  j^patet 
propositum  per  premissum^\  Die  Abhandlung  ist  sehr  interessant  und 
verdiente   wohl   der  Vergessenheit  entrissen  zu  werden.     Ohne  Figuren. 

38.  Blatt  274  b,  Zeile  10  bis  275",  Zeile  27:  Drei  Sätze  über 
specielle  Arten  von  Spiegeln,  nämlich:  1)  Preparacio  specuii  in  quo 
uideas  alterius  ymaginem  et  non  tuum.  2)  Preparacio  duorum  speculorum  m 
quibus  uideas  formam  unam  uenientem  et  recedentem.  3)  Quomodo  fiat 
speculum  in  quo  cum  aspiciens  mouerit  unam  parcium  suarum  mouehit  forma 
illam  eandem  partem  ut  dextra  cum  dextra.     Ohne  Figuren. 

39.  Blatt  275  ^  Zeile  28  bis  278«'.  Das  letzte  Stück  der  Hand- 
schrift: ,Jiber  de  speculis  comburentibus^'  in  Cod.  Basil.  F.  IL  33,  betitelt: 
^.de  specidis  comburenlibus  vel  de  seccione  iVukcsi"^,  von  Schnorr,  ich  weiss 
nicht  weshalb,  dem  Archimedes  zugeschrieben*.  Wahrsciieinlich  gehört 
es  dem  Tideus  filius  Thcodori,  wie  ich  schon  früher  in  dieser  Zeitschrift 
auseinandersetzte  (Band  XIX,  Seite  95  —  96).  Beginnt:  .,De  subiiliori 
parle  quod  geometre  adinueneruntr*'  Wie  schon  das  Wort  Mukesi  zeigt, 
aus  dem  Arabischen  stammend.  Es  endigt,  wie  Codex  Dresd.  Db,  85, 
welcher  dasselbe  Werk  enthält,  zeigt,  im  vorliegenden  Manuscripte  un- 
volhtändig   mit   den  Worten:    y, super  quam   linee  posite  sunt  protracte  ad 

(ii/ameirum  sectmdum  ordinem'",     Yiguten  ^e\v\^\i.    V>\^  ^ccVxvj  MviA:€si  muss 
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dem  Sinne  nach  die  Parabel  sein.  Es  handelt  sich  also  um  parabolische 
Brennspiegel. 

Von  den  oben  angegebenen  39,  resp.  38  verschiedenen  Stöcken 
habe  ich  mir  die  wichtigsten  abgeschrieben  nnd  beabsichtige  dieselben 
gelegentlich  puhlici  iuris  zu  machen.  Vor  allen  die  vier  Bücher  de 
iriangulis  des  Jordanus,  welche  von  hohem  Interesse  sind,  wie  alle  Stücke, 
welche  diesem  hervorragenden  Mathematiker  angehören.  Die  Fassung 
des  Fragments  de  graui  el  leui  Enklid^s  habe  ich  Herrn  Heiberg  in 
Kopenhagen    znr  Benutzung  bei  seiner  Euklid  -  Ausgabe  zugehen  lassen. 

W&hrend  das  obenerwähnte  Inhaltsverzeichuiss  24  Stücke  aufführt, 
bei  Schnorr  26  namentlich  erwähnt  werden,  enthält  die  Handschrift, 
wie  wir  gesehen  haben,  38  solcher  Stücke.  Indem  ich  hier  zum  Schluss 
noch  der  Direction  der  öffentlichen  Bibliothek  zu  Dresden  für  die  grosse 
Liberalität  meinen  ergebensten  Dank  sage,  mit  welcher  sie  mir  die 
Handschrift,  sowie  einige  andere,  von  denen  ich  vielleicht  später  handeln 
werde,  für  längere  Zeit  leihweise  überlassen  hat,  nehme  ich  vorläufig 
von  dem  geneigten  Leser  Abschied. 

Thorn,  6.  October  1882. 

Nachschrift  vom  2.  December  1882. 

Einer  freundlichen  Mittheilung  Heiberg*s  entnehme  ich,  dass  das 
British  Museum  ebenfalls  eine  Handschrift  des  Über  de  uisu  Euklid's 
mit  beiden  Uebersetzungen  neben  einander  besitzt.  Die  Handschrift  von 
Archimedes  de  imidentibus  aquae,  welche  Thaw  erwähnt,  dürfte  wohl 
lateinisch  gewesen  sein  und  mit  der  des  Tartaglia  verwandt,  da  nach 
neuerlichen  Untersuchungen  Heiberg's  Tartaglia  sicherlich  keinen  grie- 
chischen Codex,  sondern  eine  alte  lateinische  Ueberaetzung  benutzte.  Die 
Abhandlung  de  insidentibus  aquae  unserer  Handschrift  scheint  ein  inte- 
grirender  Theil  des  Buches  de  graui  ei  leui  Euklid *8  zu  sein,  da  die  drei 
letzten  Sätze  desselben  mit  den  drei  letzten  Sätzen  jenes  Fragments 
genau  übereinstimmen. 

Die  Handschrift  2)6.  85  der  Dresdner  Bibliothek  enthält  den  liber  de 
speculis  combureniihus  vollständig  und  mit  den  betreffenden  Figuren,  wie 
mir  Herr  Hofrath  Dr.  Förstemann  so  gütig  war  mitzutheilen. 


Recensionen. 


Die  Oesohiohte  der  Physik  in  ihren  Grandzügen  mit  synchronistischen 
Tahellen  der  Mathematik,  der  Chemie  nnd  beschreibenden  Natar- 
wissenschaften ,  sowie  der  allgemeinen  Geschichte  von  Dr.  Fbrd. 
RosENBERQER.  Erster  Theil.  Geschichte  der  Physik  im  Alter- 
thnm  and  im  Mittelalter.  Brannschweig,  Drack  nnd  Verlag  von 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn.     1882.     175  S. 

Ein  „tiefgefühltes  Bedürfniss'*  branchte  durch  das  vorliegende  Bach 
insofern  nicht  befriedigt  zn  werden,  als  wir  Poggendorff's  „Geschichte 
der  Physik  *%  ein  bei  manchen  Mängeln  doch  höchst  verdienstliches  Werk, 
seit  einigen  Jahren  besitzen.  Immerhin  war  im  Interesse  der  Stadirenden,' 
denen  Poggendorff  viel  za  viel  bietet,  ein  populäres,  die  Entwickelang 
der  Natnrlehre  in  ihren  Grundztigen  schilderndes  Lehrbuch  gewiss  er- 
wünscht, and  so  bringt  uns  denn  das  Jahr  1882  gleich  zwei  literarische 
Gaben  dieser  Art,  nämlich  ausser  dem  Rosen  berger 'sehen  ein  den- 
selben Titel  führendes  Compendium  von  Professor  Heller  in  Budapest, 
welches  demnächst  im  Verlage  der  F.  Enke'schen  Buchhandlang  su 
Stuttgart  erscheinen  wird.  Die  allgemeine  Anlage  des  Buches  von  Herrn 
Rosenberger  können  wir  nur  billigen.  Die  Detailschilderung  der  den 
einzelnen  geschichtlichen  Perioden  eigenthümlichen  Leistungen  wird  ein- 
geleitet und  abgeschlossen  durch  kürzere  zusammenfassende  Abschnittei 
in  welchen  ein  Gesammtbild  des  Zeitraumes  gegeben  wird;  die  Orien- 
tirung  in  der  Schrift  wird  durch  den  gesperrten  Druck  bemerkenswerther 
Stellen  nnd  durch  ein  genaues  Inhaltsverzeichniss  wesentlich  erleichtert, 
die  synchronistischen  Tafeln,  deren  Anfertigung  dem  Verfasser  dnreh 
Cantor's  grosses  Geschichtswerk  verhältnissmässig  bequem  gemacht  ward, 
gewähren  eine  gute  Uebersicht  über  die  Hauptmomente.  Auch  der  Styl 
ist  im  Ganzen*   klar  und  fliessend,    die  Darstellung  eine  leicht  fassliehe. 

Leider  jedoch  müssen  wir  eingestehen,  dass  unsere  Anerkennang 
mit  diesen  mehr  auf  die  äussere  und  redactionelle  Form  sich  beziehenden 


"*  Allerdings  läuft  auch  hier  mauche  Flüchtigkeit  mit  unter;  so  sollte  a.  B. 
der  folgende  Satz  (S.  &0)  nicht  vorkommen  dürfen:  „Merkwürdig  erscheint  hier, 
dass  unserem  philosophisch  gebildeten  Damianua  der  Widerspruch  zwischen 
einer  momentanen  und    einer   so   schnell   als   möglichen   Fortpflanzung  des 

Lichtes  nicht  anfWlt*^    In  diesen  Worten  liegt  unseres  Erachtens  ein  entschiedener 

Ventosa  gegen  unsere  Sprache. 


Bmneiknngmt  ao  ziemlich  zu  Ende  ist,  d&aa  wir  über  den  eigen tliclien 
Inhalt  durchaus  kein  gleich  günstiges  Urtheil  zn  rüllen  vermfigeD.  Eigent- 
liche Studien  in  de.u  Quellen  hat  der  VerFusser  nlfenh&r  nicht  gemacht;  daB 
würde  am  Ende  nicht  viel  zu  sagen  haben,  «ena  er  sich  dafür  bemüht 
hXtte,  die  vorhandene  Literntor  über  Geachichte  der  Physik  nui  ho  gründ- 
licher durcbsuarheitoD,  und  dass  dies  wenigstens  lange  nicht  genügend 
BOTgtHUig  geschehen  ist,  darnus  machen  wir  dem  Veifasser  einen  ent- 
schiedenen Vorwurf.  In  der  Vorrede  aäblt  derseihe  die  Werke  auf, 
denen  er  in  der  Hauptsache  gefolgt  ist;  au  mauchn  diese  Vorlagen  hat 
er  sieh  nur  gar  zn  treu  gehalten,  name-ntUeb  an  die  für  ihre  Zeit  freilich 
mnstergiltige  „Geachichte  der  inductiven  Wissenschaften"  von  Wliewell, 
'die  denn  doch  heutzutage  namentlich  in  ihren  auf  das  Allerllium  sich 
beziehenden  Theüen  aelbst  vollständig  veraltet  ist.  Von  Facbzeilschrifteii 
scheinen,  wenigstens  den  Cilaien  znfolge,  nur  das  Journal  der  orien- 
lAliscIien  Gesellschaft  Amerikas  und  Poggendorffs  ,,ÄnDaleo"  benflUt 
worden  zu  sein,  wogegen  diese  Zeitschrift  (von  einer  Ausnahme  ab- 
gesehen]  und  Bnncnmpngni's  Ballettino,  diese  unerschöpfliehe  Fund- 
grube für  die  Geschichte  der  exacten  Wissenschaften,  dem  VerfaBser 
geradezu  unbekannt  gehlieben  au  sein  scheinen.  Des  Ferneren  ist  die 
j  tadeln;  wenn  z.  B.  auf  Seile  T2 
„Vorl.  a.  Gesch.  d.  Math."  an,  dnss 
3er  nicht  die  nämliche  Person  seien, 
dazu  gesetzt ,  dasa  diese  Angabe  auf 
I  Citate,  als  solche,  die  nur  den 
Schein  einer  thatsHchlich  gar  nicht  vorhandenen  Genauigkeit  erwecken. 
Diea  hSngt  jedoch  damit  zusammen,  class  der  Verfasser  die  Aufgabe, 
'-<relc)ie  einem  Historiker  der  Wissenscbnftegeschiclite  heutzutage  obliegt, 
wir  glauben,  zu  leicht  genommen  hat. 

Daea    dem    in    der  That   so  sei.    haben  wir  nunmehr  im  Einzelnen 
begründen ,    wobei    wir    jedoch    gleich    bemerken,    dass   unsere    Auf- 
ahlnng  durchaus  keinen  Anspruch    auf  absolnte  Vollständigkeit  erheben 
I  Bemerkung    gilt    dem,    was    über    die    mechanischen 
^obleme   des     Aristoteles    gesagt   ist      Dieselben    sind  dem  Verfasser 
iffenbar    blos    aus    der    nichts    weniger    als     unparteiischen    Darstelinng 
,  nicht    aber  durch  Autopsie  bekannt;  hStle  er  I'oselger'x 
fflnlBche    Bearbeitung    derselben,    die    ja    gegenwärtig    in    RUhlmann's 
indlicher   Ausgabe   Jedermann    zugänglich    ist,    zu    Rathe   gezogen,  ao 
'ttrde    er    die    Ueberzengnng    gewonnen     haben,    dass    jene    Arbelt,    in 
j^elcher  bewusst    von    einem    Specialfall    des    Kräfleparnllelogrnmme«  O. 
rauch   gemacht    wird,  eine    in.  ihrer    Zeit    treIVliche   Leistung  wiir. 
S»ei  Seilen   fnssi'nde  reflectirende  Sehlunsbetrachlung  dieses 
I  gtns  vergisBt,  daps  eine  experimentelle  Methode  doch  n! 
Hbla^  und  ohnn  alle  Vorstufen  entstehen  VietinVe. , '•>1iT&«  » 


oft  recht  un^ 

'ullsländige  Cilatinns-i 

gesagt  wird, 

Cantor  gebe  in  sei 

Ht«r  Chemikei 

■  und  Mathematiker  ( 

^rum    wird 

denn    nicht    auch    i 
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weggeblieben  sein.  S.  31  wird  die  Katoptrik  des  Euklid  als  ein  echtes 
Werk  desselben  bebandelt,  während  doch  schon  lange,  ehe  kürzlich 
Heiberg  den  wirklichen  Nachweis  der  Unechtheit  erbrachte,  die  letztere 
Ansicht  in  Fachkreisen  die  allgemein  verbreitete  war.  Der  wirklich  her- 
vorragendste Experimentator  des  Alterthnms,  Heron  Alexandrinus, 
kommt  (S.  40)  ungleich  schlechter  weg,  als  er  es  verdient;  den  „  Herons- 
balP\  der  ihm  hier  zugeschrieben  wird,  hat  er  in  Wirklichkeit  gar  nicht 
erfunden,  wohl-  aber  einen  Heliostaten,  einen  von  der  Neuzeit  wie- 
der hervorgesuchten  Apparat  zur  Hervorbringung  theatralischer  Geister - 
erscheinungen ,  eine  Lampe  mit  Selbstregulirun g  und  dergl.  mehr  —  lauter 
Dinge,  die  uns  im  Buche  verschwiegen  werden  und  die  doch  gewiss  das 
überall  geäusserte  Bedauern,  dass  es  den  Alten  so  ganz  und  gar  an 
physikalischem  Geschick  gefehlt  habe,  erheblich  abzuschwächen'  geeignet 
sind.  Wer  -den  kurzen  Abschnitt  über  Seneca  (S.  45)  liest  und  den 
Dingen  sonst  ferner  steht,  der  muss  wohl  oder  übel  glauben,  dass  die 
naturwissenschaftlichen  Betrachtungen  dieses  Philosophen,  selbst  unter 
dem  Gesichtswinkel  ihrer  Zeit  betrachtet,  gar  keinen  sonderlichen  Werth 
gehabt  haben.  Und  nun  vergleiche  man  damit  die  zwei  schönen  Ab- 
handlungen  von  A.  N eh  ring*  (Wolfenbüttel  1873,  1876),  in  welchen 
die  eminent  tief  eindringende  Forschungsarbeit  des  römischen  Gelehrten 
auf  dem  Felde  der  physikalischen  oder  dynamischen  Geologie  Jedermann 
vor  Augen  gestellt  wird!  Wenn  (S.  57)  mit  Recht  der  mechanischen 
Abtheilung  in  des  Pappus  berühmtem  Werke  gedacht  wird,  so  hätte 
doch  'auch  das  letztere  in  der  Ausgabe  von  Hultsch  nachgeschlagen 
werden  sollen,  und  ein  Blick  auf  das  erste  Blatt  würde  gelehrt  haben, 
dass  der  Titel  nicht,  wie  hier  angegeben,  fioOi^fiOTixal  avvaymyuL^  sondern, 
im  Singular,  övvaywyrj  war.  Die  Periode  der  Kirchenväter  ist  durch  den 
einzigen  Lactantius  vertreten,  den  schlechtesten  Repräsentanten  der 
patristischen  Naturwissenschaft,  den  mau  füglich  auftreiben  konnte,  während 
doch  in  dem  vom  Verfasser  gar  nicht  berücksichtigten  Werke  Zoeckler's** 
eine  Fülle  verwerthbaren  Materials  zur  Hand  gewesen  wäre.  Darf  ein 
Historiker,  der  doch  sonst  mit  ganz  berechtigter  Vorliebe  den  ersten  An- 
fängen experimenteller  Methodik  nachzuspüren  bestrebt  ist ,  den  Umstand 
unerwähnt  lassen,  dass  einer  der  Väter,  Gregor  von  Nazianz,  die  Ent- 
stehung des  Kosmos  aus  dem  Chaos  durch  einen  Versuch  erklären  zu 
können  denkt? 

Das  von  den  Arabern  handelnde  Capitel  ist  zweifellos  das  beste  im 
Buche,  da  für  dasselbe  die  Forschungen  von  Khaniko ff  und  Eilhard 


*  Damale  Oberlehrer  in  Wolfenbüttel ,  jetzt  Professor  an  der  landwirthschaft- 
liehen  Hochschule  zu  Berlin. 

*^  Geschichte   der  Beziehnngen  zwischen   Theologie   und   Naturwissenschaft, 
/  Abtheil.  Gütersloh  1877. 
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WiedemaDn  beoützt  werden  konnteo  und  aucli  wirklieb  benutzt  worden 
jedoch  der  Verfasser  sonst  bei  jeder  Gelegenheit  auch  aetre- 
nomiache  Batdeckungea  namhaft  macht,  ao  ist  Ignorirung  der  mancherlei 
Versuehe  zn  riigen,  welche  von  arabischer  Seite  gemacht  wurden,  nm 
die  Allemherrschaft  der  ptolemaeische n  Weltanschauung  an  beseitigen.'' 
Un verbal tnissmässig  minderwertbiger  ist  das  Capitel  gerathen ,  welches 
sich  mit  den  Siihntabtibern  heHcliSftigt.  Es  unterliegt  ja  gar  keinem 
Zweifel,  dass  diese  Manner  hervorragende  Naturforscher  in  unworem 
Sinne  weder  waren,  noch  auch  sein  wollten,  allein  wenn  der  Verfasser 
sich,  statt  über  die  verunglückte  Naturphilosophie  der  Scholastiker  zu 
pbilosopbiren,  in  deren  Werken  ein  wenig  umgesehen  bütle,  so  würde 
er  gewies  zu  günstigeren  Uesultaten  gelangt  sein;  möge  er  HJcb  Werner's 
ausgezeichnete  Monographie  über  Wilhelm  von  Conches  (Wieu  1S74) 
und  Fellner's  „Albertus  Magnus  als  Botaniker"  (Wien  1S81)  zum 
Studium  empfohlen  sein  lassen.  Die  Anslassnngen  des  Nicolaas  Cnsauus 
Über  die  Erdbewegung  findet  der  Verfasser  ,, recht  dunkel  "j  der  Bericlit- 
erstatter  bat  das  nicht  finden  können,  wenigstens  nicht  tn  dem  Grade, 
dass  nicht  eine  vollkommen  zufriedenstellende  Interpretation  jener  Stelle 
möglich  wäre.  Auch  davon  ist  keine  Rede,  dass  dem  Cnsaner  die  Er- 
findung des  ersten  selbsttbätigen  Seetiefenmessers  zn  danken  ist.  Ganz 
besonders  bedauerlich  und  gar  nicht  zu  entschuldigen  ist  der  S.  110 
geleistete  Salz:  ..Kopernicns**  wat  noch  ein  Zeitgenosse  nnd  sogar 
noch  ein  directer  Schüler  des  Peurbacb."  Wer  eine  Geschichte  der 
Physik  schreibt,  müsste  denn  doch  wissen,  dass  Penrbacb  im  Jahre 
1461    gestorben,   C'oppornic  dagegen    1473  geboren  ist! 

Die  Mittheilungen  über  das  gegenseitige  Verhältniss  der  beiden 
Mathematiker  Oardanus  und  Tartaglia  (S.  I22ä'.)  entsprechen  durch- 
auG  nicht  den  für  diesen  Theil  der  Gpachichte  der  Algebra  massgebenden 
Forschungen  von  Gberardi.  Tycbn  Brabe  ist  (S.  134l  oatlirlich  noch 
mit  dem  in  der  Geschichte  DSnemarka  nnerbörteu  Adelsprüdicale  ,,de" 
Ausgerüstet.  Da  dem  Verfasser  vielfach  die  Einsicht  in  den  geschicbt- 
licben  Znsammenhang    abgebt,    so    fällt    sein  Unheil   häufig   ungünstiger 

*  Vgl.  d.  Ref.  „Studien  z,  Geach,  <l  math.  u  phys.  Geogr.",  2.  Hefl,  Halle  1871. 
**  Diese  Schreibart  des  Namens  unseres  grossen  Landemiinned  ist  völlig  anti- 
quirt  durch  die  aufopfernden  und  luider  viel  zu  wenig  gewürdigten  Nach forschun gen 
Maximilian  Curtze'a  in  Tborn,  durch  welche  zur  Evidenz  gebracht  ist,  dass 
„Coppernicus"  geschrieben  werden  muss  Curtze's  Arbeiten  scheinen  Herrn 
Kosenberger  überhaupt,  tarn  Nachtheile  für  sein  Werk,  durchaus  unbekannt 
geblieben  zu  sein,  sonst  würde  nicht  wieder  {Ü.  103)  „Vitello,  ein  tonaf  unbe- 
kannter Mönch  "  auftreten  MOcbte  doch  endlich  in  weiteren  Kreiden  Das  Eingang 
finden,  was  Curtze's  Pfadfindungstatent  über  Wilhelm  von  Mörbcke  und 
den  ThuringopolonuB  Witelo  —  denn  ao  und  nicht  Vitelio  echneh  er  sieb 
wirklich  —  zu  Tage  gefördert  hat  (Bull,  di  hibl.  e  di  storin  delle  scieuze  uiat. 
e  fis.,  Tomo  IV.,  S.  4i)ff|: 

BbL-Ill  AbtbIg.  d.  XelUela.  f.  UkUl.  u.  WlJ».  XXVni,  1.  ^ 
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ans,  als  es  den  Umständen  angemessen  erscheint.  So  hat  er  z.  B.  (S.  138) 
den  herbsten  Tadel  ftir  Porta,  weil  derselbe  ein  Verfahren  angegeben 
habe,  mittelst  des  Magneten  die  eheliche  Trene  einer  Frau  zn  prüfen; 
hätte  er  aber  gewnsst,  dass  dieses  Verfahren  bis  in  das  früheste  Mittel- 
alter zurückreicht,  so  würde  er  es  dem  neapolitanischen  Physiker  minder 
verargen,  ein  wenn  anch  unsinniges,  so  doch  durch  das  Alter  geheiligtes 
Experiment  von  Neuem  aufzutischen.  Die  gründlichen  Specialschriften 
über  den  Magnetismus  im  Altertbnm  von  Henri  Martin  und  Palm 
sind  dem  Verfasser  eben  auch  unglücklicherweise  entgangen,  doch  sind 
wir  ihm  wenigstens  dafür  dankbar,  dass  er  nicht  auch  den  alten  Petrus 
Adsigerins  bat  wieder  aufleben  lassen,  an  dessen  Existenz  Poggen- 
dorff  (S.  270  seines  Geschichtswerkes)  unbegreiflicherweise  noch  festhält. 
Zum  Schlüsse  sei  noch  die  Behauptung  berichtigt,  durch  sein  „Mysterium 
cosmographicum ^'  sei  Kepler  bei  den  Theologen  in  Ungnade  gefallen 
(S.  145).  Das  war  er  schon  viel  früher,  und  dass  die  Württemberger 
den  jungen  Gelehrten  ins  Ausland  ziehen  Hessen,  hatte  eben  wesentlich 
seine  Ursache  in  dem  begründeten  Zweifel  an  Kepler's  Orthodoxie* 

Möge  es  genug  sein  mit  diesen  Ausstellungen,  welche,  wie  schon 
bemerkt,  noch  wesentlich  vermehrt  werden  könnten.  Herr  Rosenberger 
stellt  zwei  Folgebände  seines  Werkes  in  Aussicht,  falls  das  Urtheil  Über 
den  ersten  Theil  nicht  allzu  ungünstig  ausfallen  sollte.  Wir  wünschten 
nicht,  dass  diese  unsere  Kritik  einen  abschreckenden  Einfluss  auf  den 
Verfasser  ausübe,  oder,  besser  gesagt,  wir  wünschten  dies  nur  dann, 
wenn  derselbe  seine  Arbeit  ganz  im  gleichen  Geiste  fortzuführen  gedenkt, 
wie  er  sie  begann.  Dass  er  gute  Eigenschaften  für  seine  Aufgabe  mit- 
bringt, haben  wir  oben  bereits  gerne  anerkannt;  wenn  er  also  dem 
zweiten  Baude  ein  paar  Jahre  gründlicher  Detailstudien  vorausgehen 
lässt,  so  glauben  wir  dem  Gesammtwerke  immer  noch  ein  gutes  Prognostikon 
stellen  zu  dürfen.  Und  einen  solchen  Erfolg  wünschen  wir  dem  Ver- 
fasser  aufrichtig,  da  wir  sein  redliches  Streben  wohl  würdigen  und  nur 
den  Mangel  an  Schulung  zu  beklagen  hatten,  der  diesmal  vielfach  so 
störend  hervorgetreten  ist.  Die  Ausstattung  ist  die  bekannte  treffliche, 
der  Druck  correct;  S.  78,  Z.  1  v.  u.  dürfte  680  statt  480  zu  lesen  sein. 

Ansbach.  Dr.  S.  GIinther. 

Oeschichte  der  Physik  von  Aristoteles  bis  auf  die  neueste  Zeit  von 
August  Hbllbr,  Professor  in  Budapest.  1.  Band:  Von  Aristoteles 
bis  Galilei.  Stuttgart,  Verlag  von  Ferdinand  Enke.  1882.  XII. 
411  S. 

Dieses  neue  Werk  über  Geschichte  der  Naturlehre,  von  dessen  Er- 
scheinen   in    der    vorhergehenden    Anzeige    als    nahe    bevorstehend    ge- 
sprocben    wurde ^    ist    dem    Ro8eiibeT^ftt*6<i\\^u   so    rasch    nachgefolgt, 
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duB  auch  unsere  Bp^jirecliung  sicli  unmittelbar  an  die  des  letzteren  an- 
Bchliessttn  kann,  woraus  Datnrgcmüss  der  Vortheil  sich  ergiebt,  der  mit 
vergleicbender  Thaiigkeit  verbunden  zu  sein  pßegt.  Solleu  wir  gleich 
zu  AnfaDg  ein  Urtheil  darüber  abgeben,  welcher  von  beiden  Scbnft- 
Btellern  dem  Ideal,  jwelcbeB  uqb  bezilgUoli  einer  diesen  Namen  voll  und 
gauz    verdienenden  EntwickelungegeEchichte    der  fhysik  vorschwebt,  am 

,    meisten    sieb    genähert    habe,    so    kann    flii    uns  kein  Zweifel  obwalten, 

t  daaa  dem  Heller'schen  Buche  dies  viel  mehr  geglückt  ist,  als  seinem 
Cnncurreoten ,  obgleich  an  Leichtigkeit  der  Schreibart  nod  Uebersicht- 
lichkeit  der  Darstellung  wieder  Uosenherger  manche  Vorzüge  bietet. 
Herr  Heller  steht  eben,  das  ist  nicht  zn  verkennen,  mit  den  Thal- 
sachen  auf  einem  weit  bessereu  l'uG»e,  und  seine  Schrift,  obwohl  be' 
deutend  umfänglicher,  ist  wesentlich  correcter  gebalten.  Freilich  haben 
L  an  ihr  mehrfache  nicht  nnerhebliche  Ausstellungen  zu  machen, 
eingehend  zu  begründen  gedenken,  sobald  wir  erst  im  Ällge- 
netnen  den  Gang  des  Verfassers  skizzirt  und  durch  eine  Inhaltsübersicht 
den  Leser  in  den  Stand  gesetzt  haben  werden,  uns  auch  bei    der  Et6r- 

,'  ternng  von   Einzelt'ragcn  zu  folgen. 

är   Einleitung   allgemeinen    Charakters    reihen    sieh  zunächst  Be- 

i  trachtungen  an  über  die  Sllere  Naturphilosoijhie,  wobei  Pliilolnus, 
rit  und  die  Eleaten  besonders  berücksichtigt  werden.  Sehr 
ausführlich  wird  die  platonische  Schale  —  insbesondere  das  keamiscbe 
System  des  Meisters—    abgehandelt.      Dann   kommt  Aristoteles  an  die 

■  Reihe,  dessen  Ärbeilen,  dem  Titel  des  Baches  entsprechend,  ein  he- 
iTächtlicher  Platz  eingeräumt  wird.  GleichfallB  sehr  umränglich  sind  die 
den  einzelnen  griechischen  Malhemalikern  und  Astronomen  eingeräumten 
Abschnitte.  In  einem  ..Hückblick"  wird  gezeigt,  wie  sich  allmSlig  syste- 
matische Ansichten  über  den  Biiu  der  Welten  ausbildeten,  wie  durch 
Euklid,  Kleomedes  u.  a.  die  Anfttnge  der  Optik,  durch  Py  thngoras 

»und  Aristoteles  die  Anfänge  einer  wissen.-ichaftlichen  Akustik  ent- 
standen, wie  sich  auch  einzelne  empirische  Kenntnisse  vnm  magnetischen 
nnd  elektrischen  Verhalten  der  Körper  ausbreiteten,  wogegen  die  Lehre 
von  der  Wärme  noch  vollständig  in  den  Windeln  verblieb.  Znm  Mittel- 
alter sich  wendend,  geht  der  Verfasser  über  die  Araber  ziemlich  rasch, 
wohl  allzurasch  hinweg,  indem  er  nur  Geber,  Alhazen  und  Albategniue 
einer  etwas  genaueren  Beachtung  würdigt,  und  beginnt  die  Reihe  der 
kbeodUndischen  Naturforscher  mit  Rhabanus  Maurus.  Von  den  Ver- 
tretern der  Scholastik  werden  zwei,  Albert  der  Grosse  und  Roger 
IBacun,  in  besonderen  Abschnitten  vorgeführt,  wührend  der  Rest  der 
mittelalterlichen  Physikgeschidile  -  Vit el  lio,  P eck b am.  Theodorich, 
Erfindung  der  Magnelnadel  und  der  Brillen  —  ziemlich  cursorisch  ab- 
gemacht wird.  Recht  eingehend  ist  dagegen  wieder  die  Würdigung, 
welche  Nicolau»  Citsanus   und  LitjnatAo    A&  N\"nt'\  <s\\tft).^v&-  ^!»' 
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danii  folgt  noch  ein  kurzer  Abschnitt  über  Maurolycus,  mit  vdclien 
das  zweite  Bach  nbEchlieest.  Das  dritte,  von  der  Neuzeit  handelnd, 
ist  fast  noch  mehr  rein  biograpbiscben  Chitraklers;  Coppernicas, 
Brahe,  Kepler,  Porta,  Antonio  de  Do  minie,  Bac«  von  Vernimm 
werden  in  grösseren,  Ramna,  Paraceleus,  Card  an,  Tartaglia, 
TelesiuB,  PatriziiLS,  Bruno,  Oampanella,  Benedetlj,  der  Mar- 
chese  del  Monte,  Sterin,  Scheinor  und  Frauastur  in  kleineren 
Abschnitten  beaüglich  ihrer  Lebensverhfiltnisae  und  Leistungen  geki 
zeichnet.  Das  lange  Scbluescapitel  ist,  womit  wir  vollkommen  eiaver- 
standou  sind,  ausschlieseltch  durch  Galilei  nnd  Beine  Epoche  auagefiLllI 
denn  diesem  Manne  verdankt  ja  doch  schljesslich  fast  allein  die  Natai 
wisseDBchaft  die  Üirectiven,  deren  Bel'otgnng  ihr  zu  so  ungeahnten  Ei 
folgen  verhelfen  hat.  Eine  „Schlussbetrachtung"  fuhrt  diesen  GedaaksMf 
dem  wir  hier  kurz  Ausdruck  zu   verleiben  snchli 

Es  wird  wohl  hier  schon  der  richtige  Ort  sein,  die  echril'tstellerischeo 
Principien,  von  welchen  der  Verfasser  offenbar  ausgegangen  ist,  und  die 
er  auch  ganz  cousequent  zur  Durchführung  gebracht  hat,  kritisch  zu 
beleuchten.  Der  lierichteratalter  will  mit  seiner  offenen  EikUrnng  nicht 
zurückhalten,  dass  er  mit  diesen  Principien  nicht  dnrchans  Übereinstimmt, 
und  zwar  sind  es  wesentlich  zwei,  wie  ihm  scheint,  gewichtige  Einwürfe, 
welche  man  dagegen  erheben  kann.  Erstlich  nämlich  ist  das  Heller'ache 
Werk  keine  Geechichte  der  Physik,  sondern  lediglich  eine  Geschichte 
der  Physiker.  Wir  mfichten  in  einem  solclien  Buche  allerdings  die  bio- 
graphischen Nachweiaungen  keineswegs  vermissen,  wir  wollen  dieselben 
ancb  nicht  etwa  nnter  den  Strich  verwiesen  haben,  allein,  wenn  man 
dieselben  einmal  in  den  eigentlichen  Text  aufnimmt,  so  wünschen  wir 
denselben  doch  keine  so  hervorragende  Stellung  eingerKamt,  wie  es  hier 
geschehen  ist.  Rudolf  Wolf  in  seiner  „Geschiebte  der  Astronomie" 
scheint  uns  auch  nach  dieser  8eite  hin  das  rnnstergiltigc  Beispiel  ge- 
geben za  haben.  Durch  dergleichen  an  sich  wohl  interessante,  abec 
mit  dem  eigentlichen  Arbeitsziel  doch  nnr  in  obertläch lieber  Besieh) 
stehende  Notizen  wird  aber  die  Gesammlfibcrsicbt  erheblich  erscbwerl^« 
and  banplsächlich  diesem  Umstände  möchten  wir  es  zuschreiben,  di 
es  gewiss  eine  schwierige  Sache  bleibt,  lediglich  aus  der  Vorlag! 
nicht  di(!  Keder  des  Lesers  selbst  tüchtig  nachhilft,  ein  treues  Bild  vt 
dem  allmäligen  Fortgang  der  einzelnen  physikalischen  Uisciplinen,  wSb' 
«ucb  von  der  Brstarkung  des  indnctiven  Eorschungsgedankens  an 
zn  erhalten.  Es  soll  gewiss  nicht  behauptet  werden,  dass  Poggendorff 
poc'thume  Vorlesungen  sich  von  dem  hier  gerügten  Fehler,  die  Persöi 
lichkeiten  gegen  die  Sache  selbst  zu  sehr  in  den  Vordergrund  treten 
lassen,  gänzlich  frei  gehalten  hätten,  allein  dem  Zwecke  der  Aneigrn 
gnschichtliehea  Wissens  scheinen  sie  uns  doch  noch  immer  am  b< 
«ir   dieoea.      Das    sweite  Bedenken,    iw  "«w   ^ft^wi   4«*  V\mi   unsi 
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RMeneioDsobjectes  gnltcnd  zu  mfichen  h^ben ,  besteht  dsrin,  daas  nnserea 
Eracliteos  viel  zu  viel  einer  Gt^schichte  der  Pliysik  ganz  fremde  Dinge 
mil  beignsogen  wurden,  durch  deren  Ausscheidung  das  Volumen  dieses 
erstem  Bandes  beträchtlich  heraliged rückt  werden  konnte.  Man  könnte 
mit  einigem  Kechtn  von  einer  „Geschichte  der  Physik  nnd  Astronomie" 
Bprechen,  denn  diesp  letztere  wiegt  stellenweise  in  einer  Weise  vni', 
I  dass  sie  die  eigentliche  Ex]ieTinientalphjBik  nnd  Naturphilosnphie  gfinalich 
I  BurUckdrSngt.  Würde  es  eich  um  die  allerneueste  Zeit  bandeln,  ao 
kennte  man  sieb  mit  einer  solchen  Vermischung  beider  Wissenschaften 
eher  einverstanden  erklären,  denn  die  moderne  Sternkunde  ist  im  Wesent- 
lichen nichts  Anderes,  als  eine  Mechnnik  des  Himmels,  allein  fär  die 
Zeiten,  welche  uns  im  vorliegenden  Falle  beschäftigen,  war  doch  das 
VerhSitniss  ein  ganz  anderes.  So  behnupleii  wir  geradezu,  dasa  von  den 
neun  Seiten  ,  die  Herr  Heller  auf  Ptolemäus  wendete,  sieben  ohne 
Naclithetl  hätten  fortfallen  können,  dass  der  Cusaner  viel  zu  gut  weg- 
gekommen ist,  da«s  CoppernicuB  auf  1—2  Seilen  genügend  gründlich 
abgehandelt  worden  wSre,  dass  endlich  Tycho  Brahe  in  einer  Ge- 
achichte  der  Physik  tiberbaupt  gane  nnd  gar  nichts  zu  thun  hat.  Denn 
von  seinen  chemischen  Untersuchungen  ist  uns  leider  gar  nichts  fiber- 
liefert, und  dafür,  dass  seine  Verfeinerung  der  astronomischen  Beobach- 
tungskuDSt  auch  auf  die  experimentelle  Technik  eine  Rflckwirkung  ans- 
geflbt  habe,  wird  sich  schwerlich  ein  Beweis  erbringen  lassen.  Viel  mehr 
Gewicht  als  auf  Tycho,  hätte  eine  Geschichte  der  Physik  auf  die 
Regeneratoren  antiken  mathematischen  Wissens,  auf  Peurhach  nnd 
Regiomoutan,  zu  legen,  denen  ilocb  nur  knapp  zwei  Seilen  gegönnt 
sind.  Mindestens  eben  so  viel  Anspruch  wie  die  Astronomie,  haben 
aber  in  alter  und  mittlerer  Zeit  auf  indirecte  Berücksichtigung  Geographie, 
Anatomie  und  beschreibende  Nalurwiasenschaft;  die  Motivirung  dieses 
vielleicht  etwas  kühn  erscheinenden  Aasspruches  behält  sich,  da  sie  hier 
xn  weit  führen  würde,  der  Referent  f(lr  eine  andere  Gelegenheit  vor. 

Haben  wir  so  bis  jetzt  mehr  die  allgemeinen  Fragen  berücksichtigt, 
so  wird  nunmehr  auch  etwas  in  Specialitäten  eingegangen  werden  müssen, 
nnd  zwar  soll  in  erster  Linie  der  angenehmen  Pflicht  genügt  werden, 
diejenigen  Punkte  su  bezeichnen,  wek'he  uns  als  gut  gelungen  erscheinen 
and  daeu  beitragen,  dem  Buche  des  Verfassers  einen  gewissen  Vorsprang 
zn  sichern.  Man  sieht,  dass  sich  der  Letztere,  ungleich  mehr  wie  Herr 
Rosenberger,  bemüht  hat,  auch  die  monographische  Literatur  auszu- 
ntttsen,  und  sein  Bestreben  hat  häufig  gute  Früchte  getragen.  So  ist 
erfreulich  au  sehen,  dass  betreffs  der  platonischen  Kosmologie  die  pole- 
mischen Schriften  von  Houheder  und  Snsemibl  Verwendnng  fanden. 
Die  phyaikaÜBchen  Arbeiten  des  Aristoteles  kennt  Herr  Heller  nicht 
Mos  ans  dritter  Band,  sondern  ans  eigener  Anschanung,  waa  an  gieh 
zwar  nur  natUrlicb  geoanDt,  gewissen  anÄeten  NoxV-omTOvCws«*  t**B'^*''^** 


24  Historiscli- literarische  AblheiluDg 

gesagt  wird,  an  dftr  Weichsel,  sundern  siemlich  weit  nb  von  diUMB 
Flösse  am  frischen  Haff.  Die  t'rnge,  wn  JnhKnti  Kepler  das  Licht 
dor  Welt  erblickte,  betrachtet  der  Verfasser  (S.  281)  aIb  uoch  nicht  eod- 
giltig  gelöst,  allein  wenn  er  auch  den  —  für  nns  völlig  überzeugenden 
—  archivnlischpn  Fn^s>^hungen  Gru  ner 's  nicht  volle  Beweiskraft  za- 
erkennt,  so  durfte  er  doch  nicht  schreiben:  „Ke[)ler  wurde  zu  Weil 
der  Stadt  bei  Magstntt  geboren."  Dns  ist  ja  fast,  als  wullte  man  sagen: 
Budapest  bei  Soroks/ir.  Man  wende  nicht  ein,  dies  seien  ja  blos  winzige 
Kleinigkeiten;  gerade,  weil  solche  Duodesirrthümer  nnendlich  leid 
mieden  werden  konnten,  rauss  mnn  anf  sie  anfmerkeam  machen. 

Wichtiger  freilich  und  bedenklicher  ist  ein  Irrthum,  der  sich  Seite  3W^ 
findet.     Man  erinnert  flieh  wohl,  dass  wir  es  Herrn   Rnsenberg 
Verdienst  anrechneten,  nicht  wieder  den  mystischen  Heier  Ädsi 
hpranfbeschwoien    zn    haben.      Unser   Schreck    wird    also   erklärlich  seia, 
den  wir  empfandeo,  aU  wir  beim  Durchlesen  dea  Keller'schea  Bacheü 
dieses    Gespenstes,    des  Ähasver    der  Physikgeechichte,    wieder  ansichä 
werden  mnssteu.     Das  Wiederauf  tauchen    dieues    alten  Irrthums  möge  t 
entechnldigen,  wenn   nachstehen J,  im  Anecblasse  an  die  treSliche  Arbad 
des    Bahnbrechers    Wenckebach,    eine    kurze    Richtigstellung    erfolgj 
Während  des  Krieges  zwischen  Manfred   und  Karl  von  Anjon 
fin  im  Heere    des  Leiateren  dienender   französiBcher    Hitler,  Pie 
Mnricoart,  einen  Brief  hh  seinen  Freund  Snger,  in  welchem  er  diesem 
seine    m&gnetische  Entdeckung    mittheilte,    und    aus  dieser  „!Cpistola  ad 
äygerum*'  ward    durch    eine    sonderbare  Vcrkelzerung   der   unselige    Ad-. 
SygeriuH.     Möge  man  doch  endlich  an  competenter  Stelle  von  dieaeB  t 
überaus  einfachen  Thathestande  Act  nehmen! 

Unsere  Besprechung  beschliessend,    glauben    wir    dem  Verfasser  c 
Versicherung  geben  zu  sollen,  dass  nicht  Tadeleucht  uns  die  Feder  { 
fuhrt  hat,    sondern    dass  wir  im  Interesse  seines   Werkes  nud  zumal  da| 
za    erwartenden  zweiten   Bandes  eine  eingehende  Kritik  ebenso  sehr  i 
l'latze  hielten,  wie  uns  die  volle  Anerkennung  des  nicht  wenigen  < 
als    Pflicht    erschien.       Ubss    der    Verfasser    nicht    leichtfertig    an 
schwere  Aufgabe  herantrat,  geben  wir  bereitwillig  zu;  um  so  mehr  wfirdflk! 
es    uns    freuen,    wenn    er   die    Bemerkungen,    die  wir   über  das  Buch  1 
machen  hatten,  auch  wo  sie  blos  mehr  subjectiver  Natur  waren,  bei  dai 
Fortselznng  seiner  Arbeit  zn  verwerthen  Gelegenheit  nehmen  möchte.- 
Die  AostaltuDg  ist  vortrefflich,  der  Druck  sehr  correct;  doch  wUnscbU 
wir  einem  .solchen   Buche  auch  Figuren  beigegeben. 

Ansbach.  Dr.  S.  GöSTHBB,  ( 


Carteggio  Oalileano  inedito  con  note  ed  appendic 
Campori.     Modeua   1881.    ¥o\.    ÖMÄ. 
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hingestellten    Sätzi 
retische   Mechnui 
Anderer,    schon    Archj 
trieben    (8.  146).     Dnse  Alhazen    und  Jbo   Haitham,  der  dem  Autor 
Bofolge    (S.  J6S)    hundert   Jahre    nai^h    ErHterem    lehte,    Jo   Wirklichkeit 
eiu    und    diwelbe    Person    waren,    eollte   heatzntage    in  Faclikieisen    bH- 
gemein  bekannt  aein.    Die  Ableitung  de«  Wortes  ..coelum"  von  getriebener 
Arbeit   eignet    nicht   (S.  177)   dem    RhAbanus   Maurue,   sondern    dem 
zweiTellos  besten    Konner   der   Isteinischen    Sprsüho   im  Altertham,    dem 
.  TerentioK    Varro,      Eine    dci    besten    Erklftrungen    Roger    Bacon's 
I  für  physikalische  Dinge,  warum  uümlich  der  lenchteiide  Mond  als  Scheibe 
nnd    nicht    hlos    ala    Lichtpunkt    erscheint,    ist    mit    Stillschweigen    Über- 
gangen worden.     Dass  der  Optiker  „Vitello"  eigentlich  nicht  so  biess 
(8.  205),  ist  frlüier  bereits  bemerkt     Richtig  ist,  dana  Scharpff  (S,  222) 
einige    wichtige    SchriTten    Cusa's    ins    Duutsdie    Übertragen    hat,    allein 
gerade  die  matbematischen  und  physikalischen  befinden  sich  nicht  darunter. 
Geradezu  unbegreiflich  ist,  dass  auch  in  diesem,  nach  wissenschaftlichem 
Ernst   strebenden    Buche    (S.  255)  Coppornic  zum  Schflier  des  Regio- 
:    gemacht   wird,    der   drei  .Tahre    nach  Jenes  Geburt  verstarb 
I  und  Übet  dessen  Todesjahr  man  durchaus  nicht  so  sehr  im  Unklaren  ist, 
I&Ib  der  Verfasser  (S.  2ö7)  ansunebraen   geneigt  ist.     Mit  welchem  Hechte 
tläsat  sieb  ferner  sagen  (S.  259),   Jas  ptolemaeische  Weltsystem  habe  sich 
I  fliaer    fast     sweitausendjAhrigcn     Herrschaft    erfreut,    während    man    im 
l.beelen  Falle  1401)   Jahre    rechnen  kann!     Die  „Variation"  des  Mondes 
Ibat  nach  S^dillot  der  Araber  Äbnl   Wafä  lange  vor  Brahe  (S.  278) 
laafgefnnden.    Die  euklidische  Optik  |,S.  290)  hat  doch  nicht  die  Katoptrik, 
Bdie  ja    aller  Wahrscfaein liebkeit    nach    den    Alexandriner    gar  nicht    zum 
I  Verfasser  hat,  als  Bestandtheil  in  sieb  begriffen.     Bei  den  von  Francis 
I  handelnden  Schriften  fehlt  die  vielleicht  beste,  die  überhaupt  über 
'  ihn  geschrieben  wnrde;    Emil  Wohlwill's  geistvolle  Abhandlung  in  den 
„Constitut.  Jahrb.".     Ob   Theopbrastus    Paracelsus    (8.  322)  wirk- 
lich   ganz   und    gar   ein  Kind   seiner  ^eit  war,    acheint    uns  zweifelhaft; 
wer   Kerschenateiner'a    schönen  Vortrag  auf    der   Salzbnrger    Natnr- 
forscberversammlung   gehört   oder   im    Druck    kennen    gelernt    hat,    wird 
der  Ansicht  zuneigen,  dass  jener  merkwürdige  Mann  doch  in  recht  vielen 
Dingen    über   dem  geistigen  Niveau  seiner  Zeitgenossen  stand.     Endlich 
tattasen    wir    es    tadeln,    dass    wiederum   eine   „Geschichte    der  Physik" 
ntir    Ein  Mal,    ganz  im  Vorbeigeheu    (S.  2U9),    den  Namen    des  Mannes 
n  nennt,   in  welchem  wir  ohne  Scheu  einer  mfiglichen  Zarecht  Weisung  den 
■'•charfeinnigäteu    Naturforscher    des    XIV.  Jahrhunderts    erblicken.      Wir 
Lneinen  natlirlicb  Dante  Alighieri. 

■  Auch    ein    paar    kleine   geographische  SUnden    haben  wir  dem  Ver- 

^fiuaer  vorauhalieo.     Die  Stadt  Fcaueubuig  VtegV  bÄAa,  Vw  \i\««  ^$l.1S^\^ 
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za  sein  scheint  Galilei 's  Briefe  dürften  —  wann  und  wie  ist  freilich 
durchaus  unbekannt  —  zu  Grunde  gegangen  sein.  Der  wissenschaftliche 
Gewinn  aus  den  neu  veröffentlichten  Briefen  Sagred  o*s  ist  nicht  sonder- 
lich bedeutend.  Fast  einzig  die  Versuche  Sagredo's  an  Magneten 
bilden  einen  für  die  Geschichte  der  Physik  interessanten  Gegenstand 
derselben.  Um  so  mehr  lernen  wir  von  den  persönlichen  Beziehungen 
der  beiden  Freunde  kennen,  welche  einander,  man  möchte  fast  sagen 
vorzugsweise,  unangenehme  geschäftliche  Aufträge  zu  geben  pflegten. 
Galilei  hatte  die  Aufgabe  für  Sagred o  Handlungsdiener  zu  besorgen, 
mit  denen  dieser  zuerst  über  alle  Maassen  zufrieden  sich  zeigte,  bis  sie 
hinterher  als  nichtsnutzig  sich  erwiesen;  Sagredo  dagegen  hatte  für 
Galilei  eine  Schuldforderung  bei  Cremonini  einzutreiben.  Das  war 
derselbe  Cremonini,  der  in  Ferrara,  später  in  Padua  Philosophie  lehrte 
und  im  Jahre  1611  wegen  seiner  Vorlesungen  mit  der  Inquisition  in 
eine  Verwickelung  gerieth,  die  zu  der  bekannten  von  Gherardi  ver- 
öffentlichten Aufzeichnung  vom  17.  Mai  jenes  Jahres  führte:  „Ka  ist 
nachzusehen  f  ob  in  dem  Processe  des  Doctor  Cesare  Cremonini 
Galilei  Professor  der  Philosophie  und  Mathematik  genannt  worden  sei." 
Das  war  derselbe,  von  welchem  in  den  Jahren  1622  und  1623  ein  Buch 
auf  den  Index  gesetzt  wurde,  derselbe,  welcher  1626  in  Rom  angeklagt 
wurde,  er  behaupte  die  Sterblichkeit  der  Seele  und  die  Ewigkeit  der 
Welt.  Und  dieser  Freidenker  war  in  den  Banden  aristotelischer  Physik 
und  ptolemäischer  Astronomie  so  befangen,  dass  er  sich  weigerte,  durch 
ein  Fernrohr  zu  sehen,  um  die  sogenannten  Galilei 'sehen  Entdeckungen 
durch  Augenschein  zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen.  (Vergl.  einen 
Brief  von  Paolo  Gualdo  S.  47.)  Von  diesen  eigen thümlicheui  dem 
Charakter  der  Zeit  keineswegs  fremdartigen  Widersprüchen  wusste  man. 
Unbekannt  war  aber  bis  zum  Abdrucke  der  Briefe  Sagredo *8,  dmss 
ebenderselbe  Cremonini  von  Galilei  Geld  geborgt  hat,  bei  dessen 
Wiedererstattung  er  sich  nicht  nur  im  höchsten  Grade  saumselig  erwies, 
sondern  auch  Nichts  weniger  als  ehrenhafter  Winkelzüge  sich  bediente, 
um  wenigstens  einen  Theil  der  Schuld  in  Abrede  zu  stellen  (8.  90, 
101,  104,  106,  108,  109,  111,  122,  123,  125,  132,  133). 

Ein  zweiter  Briefsteller,  von  welchen  gleichfalls  59  Briefe  in  der 
Sammlung  erschienen,  ist  Fulgenzio  Micanzio.  Auch  er  ist  den 
Kennern  der  Galilei  Literatur  eine  längst  befreundete  Persönlichkeit 
Er  war  um  sieben  Jahre  jünger  als  Galilei,  als  dessen  eifriger  An- 
hänger er  sich  insbesondere  seit  dem  Erscheinen  der  Gespräche  über 
die  Weltsysteme  bewährte.  Micanzio  gehörte  zwar  selbst  einem  Orden 
(dem  der  Serviten  oder  der  Brüder  von  Ave  Maria)  an,  aber  diese 
kirchliche  Stellung  beeinflusste  seine  wissenschaftliche  Parteinahme  so 
wenig,  wie  die  vieler  anderer  Freunde  Galileis,  des  Benedictiners 
Benedetto   Castelli,   des  Jesuaten  Boii«kV^\iX\x.\«L  Q;«.^^\v«tl^   des 


t 
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Olivetaners  Vincenzo  Reninri.  Allenfalls  konnte  Micanaio  in  dem 
freieu  Venedig  angescbeuter  die  Meinnngen  Aneeern  and  bctliättgeD,  die 
für  die  Anderen  ein  mehr  oder  weniger  gePfthrliches  Herzenegeheimniss 
bildeten.  Nur  die  Gefahr,  welche  etwa  für  Galilei  in  seiner  halben 
Gefangenschaft  in  der  Villa  von  Arcetri  aaa  dem  Erhalten  ketzerischer 
Briefe,  ans  der  Verbindung  mit  aaswHrtigen  Gelehrten  und  Buchhändlern 
erwachsen  konnte,  war  für  Micanzio  maBsgebead,  und  man  mnsB  die 
Geschicklichkeit  in  der  That  bewnndern,  mit  welcher  ex  gelang,  den 
um fangr eichen  Briefwechsel  GaMlei's  nach  und  von  allen  Orten  darch 
Bfiltelperscneu  bis  in  die  höchaten  Ilofkreise  vno  Florenz  den  Spiiraugen 
dar  Feinde  zu  entziehen.  Micanzin  ist  insbesondere  der  Vermittler 
des  bei  Elsevir  erfolgten  Druckes  jener  späteren  Galilei 'achen  Ge- 
aprHche  über  die  Mechanik  gewesen.  Auch  in  Venedig  hfilla  eine  aolche 
Urnckgebung  nicht  stattfinden  können,  wenn  ancb  Micsnziii  sieb  am 
6.  Januar  163.")  noch  mit  dieser  Hoffnung  schmeichelte  (S.  427).  Wir 
wissen  aus  eiuem  durch  Alberi  veröffentlichten  Briefe  ebendei^selben  vom 
10.  Februar  1631),  wie  die  vielleicht  vcrsnchshalber  geäusserte  Absicht, 
die  Abhandlung  Über  die  schwimmenden  Körper  neu  drucken  au  lassen, 
•O  dem  dortigen  Inquisilionsvertreter  scheiterte.  „Er  sagte  mir,  er  habe 
einen  ausdrücklichen  Auftrag  von  Rom.  der  dag  nicht  gestattete,  leb 
antwortete,  der  Auftrag  werde  sich  auf  das  Werk  über  das  oopernicanische 
System  bezieben.  Nein,  erwiderte  er,  es  ist  ein  allgemeines  Verbot  de 
ethtii  Omnibus  cl  edeiidis,  Ich  sagte:  Aber  wenn  er  das  Credo  oder 
das  Paternoster  drucken  lassen  will?"  Diese  Briefstelle  kennzeichnet 
Micansio's  scheTzhnrten ,  oftmals  beissend  spöttischen  Ton,  welcher 
auch  die  neuen  Briefe  zu  einem  ergötslichen  Lesestoffe  gestaltet.  Wir 
kennen  ans  nicht  versagen,  aus  einem  Briefe  vom  6.  Dezember  1636 
eine  Probe  mitzutheilen  (8.495).  „Einer  aus  unserem  Orden,  Bruder 
Vincentino,  gab  einem  Schneider,  seinem  Freunde,  den  Auftrag,  ihm 
znm  Zwecke  des  Terminirens  einen  l':Ee]  zu  kaufen.  Er  kaufte  ihn. 
Wie  nun  die  Zeit  des  Gebrauches  herankam,  zeigte  sieb  Herr  Esel  stein- 
gallig und  nnfAhig  benntzt  xa  werden.  Der  Bruder  belangte  den  Schneider 
vor  den  Bischof,  oder  bossor  gesagt  vor  den  Weihbischhof,  der  der 
Bischof  in  der  Fabel  war,  einen  spassliebenden  Mann,  und  dieser  fragte 
bei  der  Verhandlung  der  Sache  den  Angeklagten,  wessen  Standes  er  sei. 
Ein  Schneider,  sagte  dieser,  und  der  Bruder  bekräftigte  es.  Der  Richter 
venirtheilte  den  Bruder,  den  Esel  ku  behalten,  und  zwar  aas  dem  Grunde, 
weil  er  wissen  musste.  dsss  Schneider  sieb  nicht  auf  Esel  verstehen. 
Die  Geschichte  ist  durchaus  wahr;  bei  Gott ,  die  Nutzanwendung  ist 
leicht." 

Wir  nennen  noch  Bonaventura  CBTali«Ti,  won  welchem  37  Briefe 
nbgedmckt  sind,  aas  welchen  sich  manche  rUr  die  Geschichte  der  An- 
ninge    der  Infinitesimal recbuuDg   nicht  iinw\<:,\itig&  lt!iVQiAVft\\»Tv  WL^äaKvi.. 
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So  gebraucht  Cavalieri  am  22.  März  1622  die  Ansdrncksweise :  tutte 
Ic  linee,  tutte  te  superficie  (S.  191),  welche  aaffallender  Weise  in  einem 
mehr  als  12  Jahre  spSteren  Briefe  vom  19.  December  1634  (8.422)  noch 
näher  erläutert  wird:  ^^ch  nenne  alle  Linien  einer  ebenen  Figur  die 
Durchschnitte  mit  der  Ebene,  welche  die  Figur  schneidet  nnd  sich  von 
einem  Ende  aam  anderen  bewegt,  oder  von  einer  Tangente  bis  cur 
gegenüberliegenden  Tangente.'*  Wir  nennen  diese  späte  Erläatemng 
auffallend  mit  Rücksicht  auf  den  durch  eine  Briefstelle  vom  4.  April 
1626  (S.  243)  bezeugten  Umstand,  dass  Galilei  selbst  und  zwar  vor 
Cavalieri  ähnliche  Infinitesimaluntersuchungen  angestellt  haben  muss: 
„Ich  schreibe  italienisch  und  gebe  Ihnen  davon  Nachricht,  damit  Sie, 
wenn  es  Ihnen  gut  dünkt,  in  Bezug  auf  Ihre  Arbeit  über  Indivisibilien 
ebenso  verfahren  mögen/*  Für  Cavalieri 's  sonstige  mathematische  Er- 
findungen entndimen  wir  einem  Briefe  von  8.  April  1631  (S.  305),  dass 
Cavalieri  sich  beim  logarithmischen  Rechnen  des  dekadischen  Com- 
plements  (quäle  chiamo  compimenlo  aritmetico)  bediente,  einem  Briefe 
vom  9.  September  1631  (S.  313)  den  Flächeninhalt  des  sphärischen  Drei* 
ecks,  einem  Briefe  vom  12.  Februar  1636  (S.  464)  den  Satz,  dass  eine 
Parabel  einem  Vierecke  nur  dann  umschrieben  werden  könne,  wenn 
dasselbe  keinen  einspringenden  Winkel  besitze  und  kein  Parallelo- 
gramm sei. 

Wir  unterlassen  es,  die  Briefe  von  Benedetto  Castelli,  von 
Vincenzo  Renieri,  den  beiden  oben  erwähnten  Galilei  befreundeten 
Ordensgeistlichen,  von  den  Brüdern  Rinuccini  und  Anderen  einer 
ähnlichen  Durchmusterung  zu  unterbreiten,  wiewohl  sich  denselben  Mannig- 
faches entnehmen  Hesse.  Wir  wollen  nur  noch  auf  einige  Punkte  auf- 
merksam machen,  welche  die  persönlichen  Schicksale  Galilei's  betreffen. 
Man  weiss,  dass  Galilei  im  Juni  1616  aus  Rom  abreiste,  nachdem  am 
26.  Februar  bereits  eine  nach  verschiedenen  Ansichten  verschieden  ver- 
laufende Warnung  ihm  ertheilt  worden  war,  zu  deren  Erläuterung  unter 
allen  Umständen  das  Bei  lärm ino'sche  Zeugniss  vom  26.  Mai  dient. 
Sagred 0,  welcher  wohl  mit  die  Veranlassung  gab,  dass  Galilei  sich 
eben  letzteres  Zeugniss  erbat,  dadurch,  dass  er  am  23.  April  ihm  nach 
Rom  die  Gerüchte  mittheilte,  welche  in  Venedig  über  gegen  ihn  ver- 
hängte Strafen  im  Umlauf  waren,  Sagrodo  macht  noch  am  16.  Juli 
des  gleichen  Jahres  dem  nach  Florenz  zurückgekehrten  Galilei  (S.  102) 
um  so  eigeuthümlichere ,  weil  ganz  ohne  Veranlassung  eingemischte  An- 
spielungen auf  eine  Androhung  der  grossen  Excommunication.  Fast  noch 
eigenthümlicher  sind  Anspielungen  in  einem  anderen  Briefe  Sagredo's 
vom  28.  Juli  1618  (S.  134),  man  müsse  Gott  danken,  der  doch  zuletzt 
die  Gerechtigkeit  beschütze.  Allerdings  ist  dabei  von  einem  Freunde 
Ga)i)eVB  die  Rede,  dessen  Angelegenheiten  sich  brieflich  nicht  be* 
sprechen  lassen ,  aber  die  VermulWn^  \\e^t  \i«Xi^>  ^\^i^^\   >^¥\^TWDLd*'  sei 


«aU  Gftlilei  selbst,  dar  vlelleiulit  in  Pinem  Briefe  su  Sagredo,  dessen 
Verlost  Dur  uro  so  beklag^nswerthet  erscheint,  sich  deutlich  über  die 
Ereignisse  von  1616  «usgesprochen  haben  mag.  Eine  lelzte  Stelle,  weiche 
wir  namhaft  machen  möchten,  ist  einem  Briefe  Castelli's,  über  die 
Schwierigkeiten,  welche  die  Drackgebung  der  GesprSuhe  über  die  Welt- 
systeme bedrohten,  vom  16.  Februar  1(330  (8.  290)  entnommen :  „Es 
scheine  ein  höherer,  härterer  Widerslnnd  (/liii  dum  e  piii  allu  inlo/ipo) 
an  überwinden."  Ist  damit  etwa  an  eine  abgeneigte  Stimmung  Urban's  VIII. 
so  denken?  Wir  halten  es  nicht  fOr  ganz  unmöglich  und  wollen  die 
meist  dem  Anhang  an  die  uns  vorliegen-de  Briefsammlang  entstammenden 
Gründe  vorbringen,  welche  dafür  zeugen,  dass  Galilei's  Feinde  in  der 
That  sahon  I63ü.  gleichviel  ob  mit  oder  ohne  Erfolg,  anfingen  Urban  VlII. 
sn  nmgarneu,  wenn  gleich  unsere  Beweisstücke  sich  erst  auf  eine  um 
ein  Vierteljahr  splilere  l'eriode  beliehen.  Am  3,  Mai  nämlich  kam 
Galilei  mit  dem  druckfertigen  Manuscripte  seiner  Gespräche  über  die 
Weltsysteme  naeh  Rom,  um  das  Imprimatur  zu  erwirken.  Im  gleichen 
Monate  melden  die  rümischen  Nauhricliten  (Avvisi),  eine  Art  von  Zei- 
tnngen,  die  in  Abschriften  verbreitet  an  bestimmten  Orten  gegen  Ue- 
zahlnng  von  7  Quadriui  oder  einer  Gazzetla  (daher  das  Wort  Gazette  = 
Zeitung)  zum  Lesen  für  Jedermann  auflagen:  Galileo,  der  berUhmte 
Florentiner  Astrolog,  sei  in  Rom  eingetroffen;  er  betreibe  den  Druck  eines 
Werkes,  in  welchem  viele  von  den  Jesuiten  behauptete  Lehren  bekämpft 
wurden;  er  habe  nuaserdem  neben  anderen  politischen  und  die  päpstliche 
Familie  der  Barberini  berührenden  Prophezeiungen  den  nahe  bevor- 
stehenden Tod  des  Papstes  selbst  vorausgesagt  (S.  594).  Man  sieht  bier  die 
Verleumdung  ihre  Fäden  ziehen,  sieht  zugleich,  von  welchem  Schlupf- 
winkel aus  diese  sich  ansetzen.  Die  Verleumdung  war  überdies  nicht 
angeschickt.  Urban  VIII  war  Nichts  weniger  als  beliebt;  sein  Tod 
wurde  von  Vielen  gewünscht  und  demzufolgo  verkündet,  Am  13.  Juli 
1630  wurde  Orazi^^  Morandi,  General  des  Vallombrosanerordens,  weil 
er  den  Tod  des  Papstes  aus  den  Sternen  gelesen  haben  sollte,  ins  Ge- 
fKngnisa  geworfen  (S.  244,  Anmerkung  I)  und  einem  Processe  unter- 
worfen, dem  am  0.  October  der  plötzliche  Tod  des  Angeklagten  ein 
Ende  machte.  Morandi  stand  aber  in  Beziehungen  zu  Galilei.  Er 
hat  dessen  NativitJlt  gestellt,  and  das  nach  allen  Kegeln  der  sogenannten 
judiciSren  Aslrulogie  gefertigte  Horoscop  bat  sich  bis  auf  den  heutigen 
Tag  erhalten  (S,  &S5),  beiläufig  bemerkt  ein  schlagendes  Beweisstück 
dafür,  dass  von  dt-n  drei  Geburtsdaten,  welche  für  Galilei  angegeben 
'  15G4,  das  erste  das  richtige  ist.  Jene 
lelir  als  nur  Verleumdung  war,  musste  bei 
sie  nicht  gleich,  so  bereitete  sie  doch  das 
i  so  vor,  dsBB  spätere  gleich  unbegründete 
i  der  in  den  Ges^tin^iB'Q  »\\^ftm'6\».«m  ^t- 


werden,    15.,   18, 
Verleumdung  also. 
Urban  VIII.  wirkei 
Oemfith  des  reizbaren  Man 
EinfitUterangen ,  der  Papst 


Wirkte 
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gekommen  ist  der  Paragraph  über  die  partiellen  Differentialgleicbungen« 
denen  Resultante  and  Discriminante  genügen.  Es  wird  gezeigt ,  daas  zur 
völligen  Cbarakterisirung  der  Resultante  ausser  denjenigen  partiellen 
Differentialgleichungen,  welche  ihre  Covarianten-  und  Combinanteneigen- 
Schaft  feststellen,  nur  noch  eine  der  von  Brioschi  für  die  Resaltaote 
angegebeneu  Differentialgleichungen  nöthig  ist.  Den  Schluss  des  Werkes 
bildet  ein  kurzer  Abriss  der  Symbolik,  welche  Clebsch  und  Gordan 
in  ihren  Arbeiten  ausgebildet  und  mit  so  grossem  Erfolg  verwendet 
haben. 

Dass  in  den  Anwendungen  die  deutsche  Ausgabe  allenthalben  die 
Formen  sechster  Ordnung  ausser  Betracht  lässt,  wo  sie  das  Original 
heranzieht,  hat  wohl  seinen  Grund  in  den  grossen  Rechnungen,  die  mit 
einer  zuverlässigen  Aufzählung  des  Formensystems  verbunden  wären, 
dürfte  jedoch  von  manchem  Leser  als  Lücke  empfunden  werden.  Sollten 
in  einer  späteren  Auflage  die  Formen  sechster  Ordnung  Berücksichtignng 
finden,  so  sei  im  Vorbeigehen  bemerkt,  dass  die  auf  S.  249  des  Originals 
gegebene  Co  Variante  sechster  Ordnung  dritter  Grades  einer  genauen 
Durchsicht  hinsichtlich  der  Zahlencoefficienten  bedarf.  —  Zu  empfehlen 
wäre  alsdann  auch  ein  ausführlicheres  Inhaltsverzeichniss  des  Werkes, 
oder  besser  ein  alphabetisch  geordnetes  Sacb-  und  Namenregister,  durch 
welches  die  bei  dem  enggeschlossenen  Druck  schwierige  Orientirang  im 
Text  unterstützt  wird. 

Referent  kann  bei  diesem  Anlass  eine  Bemerkung  nicht  unterdrücken, 
die  ihm  der  Vergleich  von  Original  und  Uebersetznng  hinsichtlich  der 
Ausstattung  aufgedrängt  hat. 

Die  Buchhandlung  von  Weltruf,  welche  die  Uebersetzung  verlegt 
hat  und  die  durch  Uebernahme  von  so  manchem  Verlagswerk  mit  weit 
beschränkterem  Absatzkreis  der  deutschen  Wissenschaft  einen  Dienst 
geleistet  hat,  wird  über  den  Geschmack  des  Publicums  hinreichend 
unterrichtet  sein,  um  zu  wissen,  weshalb  sie  ihre  Werke  gerade  in  der 
hier  vorliegenden  Form  ausstattet.  Dies  zugegeben,  so  gestaltet  sich 
der  Vergleich  zwischen  der  Ausstattung  des  fremdländischen  Werkes 
und  des  deutschen  nicht  gerade  zu  einem  Compliment  für  den  deutschen 
Geschmack.  Allerdings  beträgt  der  Preis  der  Uebersetzung  nur  etwa 
zwei  Drittel  von  dem  des  Originals.  Aber  in  Bezug  auf  Opulenz 
und  Uebersichtlicbkeit  des  Druckes  —  wobei  die  Abschnitte  deutlich 
hervortreten  sollen  und  die  Formeln  sieb  klar  und  wie  ein  Bild  aus  dem 
Satz  hervorheben  —  sowie  auch  Qualität  des  Papier^s  mnss  Referent 
dem  Original  den  entschiedenen  Vorrang  zugesteheu.  Sollte  wirklich 
die  Absatzfäbigkeit  eines  deutseben  Verlagswerkes  durch  eine  massige 
Erhöhung  des  ohnedies  nicht  niederen  Kaufpreises  zu  Gunsten  einer 
eleganteren  Ausstattung  —  sowohl  hinsichtlich  des  Druckes  wie  der  etwa 
beizagebeuden  Holzschnittfigureu  — "«weBe\i\\\<i\\  V>^^Ä\iü\wi8t  werden?    Eine 


Receneijtni 


I  ooneiu  i^sdruckttweise   des  auf  dem  Titel   MitgenannteD   erkennen 
lassen. 

Das  Werk  zerfällt  in  sieben  AbacLnitte,  Der  erste  sehr  umfang- 
reiche handelt  von  den  aym metrischen  Fnuctionen.  Za  der  Literatur 
über  den  betrefl'enden  Gegenstand  wäre  etwa  noch  ein  Scbriftcben  von 
Metsler  über  ayrometrisclie  Functionen  (Darinstndt,  L.  Schlapp,  ISTO) 
nachsatragen ,  welches  auf  eine  Controle  für  Tafeln,  wie  sie  am 
Ende  de»  Bucbee  (8.311—314°)  angefügt  sind,  aufmerksam  macht,  die 
darin    besteht,    dass    die  algehraisthe  Summe  aller  Cnef6cienten  in  einer 

r jeden  der  Tabellen  2—11  Null  sein  muss,  —  Das  zweite  Capilel  des 
Originals  über  ßesaltanten  und  Uiecriminaolen  hat  eine  vollständige  Um 
Mbeitung  erfahren,  indem  in  der  deutschen  Ausgabe  die  wichtige  Unter- 
•achnng  über  die  verschiedenen  Fälle  des  Zusammenbestebens  zweier 
klgebraiscben  Gleichungen  auf  Grund  der  Methode  des  ^rössten  gemein- 
samen Theilers  vorgenommen  wird,  wodurch  das  Eingehen  auf  die  War- 
zeln  der  Gleichungen  vermieden  wird. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  den  canonlscheu  Gleich ungsformea, 
der  vierte  von  den  Invarianten  und  den  partiellen  Difl'erentialgleichungen, 
welchen  sie  genügen  mUssen,  Dass  dieselben  zur  Definition  auch  hin- 
reichen, wird  abweichend  vom  Original  und  in  strenger  Form  bewiesen. 
Es  folgt  ein  Abriss  von  Uayloy's  Untersuchung  im  zweiten  Memoir  on 
qnantics  über  die  Anzahl  der  Invarianten  einer  gegebenen  Form  von 
gegebenem    Grade,  dann    eine    Anfzahlnng    der  Invarianten    der  Formen 

Bftlnfter  Ordnung, 
Uer  vierte  Abschnitt  ist  den  Covarianten  gewidmet,  ihren  partiellen 
piffereutialgleichungen  und  der  EntBcheidnng  der  Frage,  inwieweit  die 
letzteren  zu  ihrer  Definition  genügen,  ferner  den  Polarenbildungen  und 
verwandten  I'rocesseu.  Die  Darstellung  der  Covarianten  in  Function 
der  Wurzeln  einer  gegebenen  Form  führt  auf  die  Bildung  von  Covarianten, 
[^elche  die  Rolle  der  Sturm'schen  Reete  spielen.  Der  Paragraph  über 
pie  Anzahl  der  Grundformen  ist  aus  Anlass  der  jüngsten  Untersuchungen 
ssen  Ameriuan  Journal  weiter  ausgeführt,  der  über  die 
simultanen  Covarianten  mehrerer  Formen  nach  den  Arbeiten  von  Clebsch 
und  Gordan  neu  bearbeitet  worden.  Den  Schlnss  des  fiiuften  Ab- 
_  Bcbnittes  bildet  die  Auflösnug  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 
l^ttelst  Invariantenbildnngon;  letztere  im  Anschlnss  an  Clebsch's 
Ilsrstellung  in  detisen  ,, Theorie  der  binären  Formen". 
Es  folgt  ein  Abachnitt  Über  associirte  Formen  nnd 
ParstetluDg "  insbesondere  der  Formen  fünfter  Ordnung 
^oran  eine  Betrachtang  über  die  Transformirbarkeit 
bander  geknüpft  wird;  ferner  ein  Abschnitt  ' 
isetz  von  Hermite  undTschirnhauitett'»' 


der 
^^el 

m; 


34  Historisch- literarische  Abtheilnng. 

punkten  zusammenstossenden  coniscben  Theile  der  Fläche  entweder  auflöst 
oder  zusammenzieht,  so  dass  die  Fläche  in  der  Nähe  des  früheren  Knoten- 
punktes entweder  die  Gestalt  eines  zweischaligen  oder  die  eines  ein- 
schaligen Hyperboloids  erhält.  Durch  Reduction  der  dadurch  etwa 
entstehenden  eiförmigen  Theile  auf  einen  Punkt  erhält  man  wieder 
Flächen  mit  isolirten  Knotenpunkten.  Ueberall,  wo  Knotenpunkte  wareoi 
entstehen  in  den  Formen  ohne  dieselben  Oeffnungen,  und  durch  Zu. 
sammenziehen  solcher  Oeffnungen  erhält  man  umgekehrt  wieder  Knoten- 
punkte. In  dieser  Weise  werden  durch  Zusammenziehen  von  drei  Oeff- 
nungen aus  der  Diagonalfläche  Flächen  mit  drei  Knotenpunkten  ab- 
geleitet, welche  aus  denen  mit  vieren  nicht  unmittelbar  abgeleitet  werden 
können;  sie  sind  in  den  Modellen  7  und  8  dargestellt,  welche  sich 
jedoch  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  in  dem  zweiten  der  Hohlraum 
des  ersten  ausgefüllt  ist,  und  umgekehrt. 

In  den  Modellen  9  — 19  sind  dann  die  Flächen  mit  biplanaren  und 
uniplanaren  Knotenpunkten  dargestellt.  Hier  haben  wir,  wie  schon  er- 
wähnt wurde,  zum  ersten  Male  eine  Veranschaulichung  allermöglichen 
Doppelpunkte  'von  Flächen,  die  sich  also  für  biplanare  und  uniplanare 
Knotenpunkte,  d.  h.  für  solche,  deren  Osculationskegel  in  zwei  Ebenen 
resp.  eine  Doppelebene  ausarten,  durch  die  Beziehungen  dieser  Ebenen 
zur  Fläche  unterscheiden.  Die  Modelle  16—19  von  Flächen  mit  uni- 
planaren Knotenpunkten  dürften  von  besonderem  Interesse  sein.  In  den 
Modellen  20  —  23  sind  die  geradlinigen  Flächen  dritter  Ordnung  dar- 
gestellt, nämlich  in  Modell  20  eine  Regelfläche,  deren  Doppelgerade 
ganz  auf  ihr  liegt,  in  Modell  21  dagegen  eine  solche,  von  deren  Doppel- 
graden nur  ein  endliches  Stück  auf  der  Fläche  liegt,  dessen  Endpunkte 
also  sogenannte  Pinch-points  sind;  in  Modell  23  und  24  endlich  swei 
verschiedene  Formen  der  Cajley^schen  Regelfläche  dritter  Ordnung 
und  dritter  Classe.  In  den  Modellen  24*,  24^  und  25  sind  die  Hesse- 
echen  Flächen  vierter  Ordnung  von  Flächen  dritter  Ordnung  mit  vier 
Knotenpunkten  dargestellt  und  zwar  zwei  verschiedene  Typen  derselben; 
Modell  24^  stellt  nur  einen  in  Modell  24*  weniger  deutlich  sichtbaren, 
würfelähnlichen  Theil  derselben  noch  einmal  dar.  Modell  26  endlich 
soll  zur  Orientirung  des  in  der  beigegebenen  Abhandlung  Über  das 
Pentaeder  Gesagten  dienen.  In  dieser  Abhandlung  ist  ausführlich  die 
Entstehung  der  verschiedenen  Modelle  aus  einander  erläutert,  ausserdem 
angegeben,  wie  man  sich  die  nicht  modellirten  Flächen  aus  den  Modellen 
entstehend  zu  denken  hat.  In  §  4  ist  ferner  ein  für 'die  Entstehung  der 
verschiedenen  Formen  wichtiger  Satz  über  den  Zusammenhang  der  Knoten- 
punkte der  Flächen  dritter  Ordnung  mit  denen  ihrer  Hesse^schen  Fläche 
bewiesen.  Der  Referent  erlaubt  sich  zum  Schlüsse  noch  den  Wunach 
auszusprechen,  dass  neben  dieser  nur  für  Leser  der  oben  citirten  Ab* 
haadJüDgen    der    Herren    Klein    und  1&od^w\>^i^  N^x^ULudlichen  und 
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für  diese  sehr  erwünschten  Abhandlung  eine  kurze,   nach  den  Nummern 
der  Modelle   geordnete  Erklärung   derselben    beigegeben    werden  möchte. 

Leipzig,  im  Mai  1882.  F.  Schur. 


Das  mathematische  Raumproblem  und  die  geometrischen  Axiome,  von 
A.  DoNADT.     Leipzig  bei  Barth.     Preis:  1  Mk.  60  Pf. 

Je  höher  im  Allgemeinen  seit  den  bahnbrechenden  Untersuchungen 
von  Riemann  und  Helmholtz  das  Interesse  an  den  Forschungen  über 
die  Raumlehre  in  den  Kreisen  der  Mathematiker  geworden  ist,  um  so  mehr 
darf  jede  in  dieser  Hinsicht  neue  Erscheinung  auf  Beachtung  und,  falls 
sie  als  Fortschritt  erkannt  wird,  auf  Anerkennung  rechnen.  Die  Refe- 
renten gestehen  gern,  dass  sie  mit  diesen  Gedanken  an  die  vorliegende 
Schrift  herangetreten  sind. 

Dieselbe  hat  im  Oanzen  den  Umfang  von  68  Seiten  und  zerfl^llt 
ungezwungen  in  vier  Theile,  die  allerdings  wohl  etwas  schärfer  hätten 
äusserlich  markirt  sein  sollen. 

Der  erste  Theil  reicht  bis  S.  21  und  giebt  eine  historische  Ueber- 
sieht  über  die  betreffenden  Untersuchungen,  von  Legendre  und  La- 
grange ausgegangen  bis  zu  Riemann  und  Helmholtz.  Obgleich 
diese  Einleitung  selbstverständlich  sachlich  nicht  Neues  bringt,  ja  nicht 
einmal  unseres  Erachtens  nach  neuen  Gesichtspunkten  geordnet  erscheint, 
so  soll  es  doch  keineswegs  getadelt  werden ,  dass  der  Verfasser,  der  für 
einen  mathematisch  gebildeten  Leser  schreibt,  demselben  das  historische 
Material  Übersichtlich  zusammenstellt. 

Der  zweite  Theil  reicht  bis  S.  33  und  ist  ausschliesslich  philosophi- 
schen Inhalts.  Wenn  wir  auf  eine  Besprechung  desselben  ausdrücklich 
verzichten,  weil  sie  uns  mit  der  Richtung  dieser  Zeitschrift  nicht  verein- 
bar scheint,  so  wollen  wir  doch  nicht  mit  dem  Ausspruche  zurückhalten, 
dsss  wir  überhaupt  Seiten  der  Philosophie  wenig  Förderung  für  die  Mathe- 
matik erwarten.  Doch  sollen  dem  Leser  die  folgenden  Sätze  nicht  vor- 
enthalten werden,  welche  den  Schluss  der  bezeichneten  Auseinander- 
setzungen bilden. 

„Wir  sind  durchaus  nicht  im  Stande,  wie  Er d mann  meint,  den 
Raum  zu  Körpern,  Flächen,  Linien  zu  verengen,  wir  können  höchstens 
Flächen  und  Linien  als  Verengungen  von  Körpern  auffassen,  denn  wir 
können  uns  Flächen  und  Linien  nur  als  Grensen  von  Körpern»  d.  h. 
an  Raumgebilden   vorstellen.  —  Es  leuchtet  o  die 

so   ausgemalte  Geometrie  die  Geometrie  xaim 
man  sich  bemüht,  durch  Fiction  von  Tier^ 
Schäften    im    vierdimensionalen    Bmw 
Helmholtz  sagt:   „ AnBchaniuige*^ 
leicht,  aber  AoscbaDongeOi  fllr  ii 
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vorzustellen,  ist  sehr  schwer/*  Dass  dies  nicht  nur  sehr  schwer,  sondern 
geradezu  unmöglich  ist,  beweist  schon  Kant  mit  den  Worten:  „Wir 
können  von  den  Anschauungen  anderer  denkenden  Wesen  gar  nicht 
urtheilen ,  ob  sie  an  die  nämlichen  Bedingungen  gebunden  seien,  welche 
unsere  Anschauungen  einschränken  und  für  uns  allgemein  giltig  sind." 
Völlig  rathlos  stehe  ich  daher  einer  Stelle  Erdmann 's  gegenüber,  in 
der  er  sagt,  dass  im  vierdimensionalen  Räume  in  jedem  Punkte  vier  auf 
einander  senkrechte  Linien  construirbar  sein  müssen." 

Ohne  auf  diese  eine  sehr  deutliche  Sprache  redenden  Zeilen  wider- 
legend einzugehen,  bemerken  wir,  dass  Helmholtz  an  der  angegebenen 
Stelle  von  den  Anschauungen  vierdimensionaler  Wesen  gar  nicht  redet, 
sondern  von  den  Anschauungen,  die  intelligente  Wesen  wie  wir  im  sphä- 
rischen oder  pseudosphärischen  Räume  haben  würden. 

Der  dritte  Theil  der  Abhandlung,  S.  33  bis  61,  bringt  vorwiegend 
analytische  Entwickelungen  und  auf  diese  bezügliche  Bemerkungen.  Es 
mag  anerkennend  hervorgehoben  werden,  dass  Herr  D.  nicht,  wie  es 
sonst  wohl  üblich  ist,  der  Rechnung  vornehm  aus  dem  Wege  geht.  Er 
behandelt  die  Verallgemeinerung  des  Gauss 'sehen  Erümmungsmaasses, 
wobei  er  sich  auf  den  einfachsten  Fall,  die  n- fache  Mannigfaltigkeit,  welche 
aus  der  ebenen  n-J-l-fachen  Mannigfaltigkeit  ausgeschieden  ist^  beschränkt. 
Der  Verfasser  giebt  die  betreffenden  allbekannten  Entwickelungen,  denen 
er  indess  die  subjective  Priorität  vindicirt,  da  er  dieselben  ohne  Kennt- 
niss  der  Arbeiten  von  Kronecker  und  Beez  ausgeführt  habe.  Wir 
wollen  darüber  mit  ihm  nicht  rechten,  jedoch  mag,  um  einem  immerhin 
möglichen  Missverständnisse  vorzubeugen ,  ausdrücklich  bemerkt  werden^ 
dass  auch  da,  wo  Herr  D.,  wie  S.  49,  Ausdrücke  mit  einem  „finde 
ich"  einführt,  nur  bekannte  Darstellungsformen  gebracht  werden.  Neu 
ist  lediglich  ein  Factor  (—  I)",  durch  welchen  S.  43  Beez  ausdrücklich 
corrigirt  wird.  Doch  ist  dieser  Factor  wohl  nur  durch  Uebereilung  hinein- 
gerathen,  da  aus  den  Gleichungen: 

Ä-  —     L—  i  'V  ^^  ?^        •    •  —  n  ^ 


doch  nur  folgen  kann: 


2]  dyh   dxk  ^ 
*•  dpi  '  dpj  ~     '^ 


Ganz  unrichtig  und  irre  führend  ist  die  Bemerkung  S.  46,  „daaa 
der  Ausdruck  für  das  Krüramungsmaass  im  allgemeinen  Sinne  sich  nicht 
durch  die  Coefficienten  des  Linienelementes  ausdrücken  lasse ^^  Merk- 
würdiger Weise  wird  auch  schon  S.  4S  das  Resultat  der  Arbeit  von 
Lipschitz,  Grelle  B.  81  S.  230,  durch  welche  jene  Behauptung  ans- 
firücklich  widerlegt  ist,  richtig  mUgelVieWX.    NXi^ix  «^\x<iV\  «.\i^<ftwommen ,  diese 


Bemorkang  »Xre  richtig,  so  würde  dnrans  doch  nicht  feigen,  „  daas 
ftir  MRitnigraltigkeiten  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  die  Biogbarkeit 
ohne  Dehnang  niclit  müglich  sei"  (S.  46),  aondern  dass  höhere  Mannig- 
Wtigkeiten,  wenn  überbnupt,  Bich  nnr  nnter  Veränderung  des  Krüm- 
mnngsmnasees  deformiren  lassen.  Die  nach  dieser  verwirrenden  Einleilnng 
folgenden  Bemerkungen  Über  Dcfr^rmationsnihigkeil  sind  im  Ganzen 
wird  aber  jeden  mit  den  einschlägigen  Arbeiten  vertrauten 
leser  eigentbllmlich  berühren,  dass  S.  49  Herr  U.  die  Entscheidung  dieser 
'rage  seihst  in  die  Hand  nimmt  und  erklärt:  „Anf  Grnnd  dieser  That- 
ichen  musB  „ich",  Lipschita  gegenüber,  Beea  Recht  geben,  wenn 
DerormaticDsfähigkeit  der  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung 
langnet."  [{ätte  er  etwa  die  Bemerknngen  von  A.  Voss  gelesen,  welche 
derselbe  über  den  fraglichen  Gegenstand  in  den  „Math.  Annalen"  Bd.  16 
S.  147  macht,  so  würde  er  gesehen  haben,  dass  eine  derartige  Eut- 
echeidnng  nicht  mehr  erwartet  wurde.  Eine  genaue  und  kurze  Zusammea- 
i  vorhandenen  Beweismaterials  wHro  immerhin  eine  verdienst- 
liche Arbeit  gewesen;  aber  wem  nutzt  bb  ,  wenn  Herr  D.  S.  55  versichert: 
„  Wie  ich  es  auf  der  einen  Seite  für  falsch  halte,  deu  Untersuchungen 
von  Iliemann  nnil  Helmholtz  Jeden  mathematischen  Werth  abzu- 
sprechen, wie  dies  u.A.  DUhringund  Tobias  in  schroß'er  Weise  gethan 
bähen,  s«  kann  ich  ihnen  doch  auf  der  andern  Seite  nicht  deu  hohen 
ing  einräumen,  den  Caspari  ihnen  vindicirt,  wenn  er  sagt,  sie  hätten 
iie  Geometrie  Euklid's  als  die  allein  seligniacbende  gestürzt." 

Schlusstheile  der  Arbeit  giebt  der  Verfasser  S.  65  eine  Definition 
des  Kanmes  in  drei  SStzeu  und  leitet  dann  sechs  Axiome  „durch  An- 
wendung der  logiscfaen  Axiome"  daraus  ab,  die  aber  „  nnr  in  unwesentlichen 
Punkten  von  den  von  Wnndl  gegebenen"  abweichen.  Znm  wirklichen 
Aufbau  der  Geometrie  sind  noch  zwei  weitere  nöthig,  die  auch  aus- 
gesprochen werden.  Diesen  Aufbau  hat  Herr  D.  vorlHuBg  nicht  ans- 
{[efUbrt,  weshalb  wir  keine  Veranlassung  haben,  anf  diesen  Theil  näher 
inBUgehen.  g  Schwkrino.     H.  Hovebtadt. 

Iloniometrie  und  ebsne  Trigonometrie  dargestellt  von  Dr.  E,  Sucdsland, 

ordentlichem  Lehrer   am  Gymnasinm    zu  Btolp.     8tolp  i.  P.  18S1. 

Verlag  von  C.  Schrader.     32  S.und  eine  Figurentafel. 

n  anspruchsloser  Kürze  tritt  uns  hier  ein  recht  gutes  Lehrbuch  eichen 

über,  welches  durch  manche  Eigenthümlichkeit  sich  von  den  land- 

Rkufigen  Trigonometrien    unterscheidet.      ZnnScbst   definirt   der  Verfasser 

sechs  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  möglichen  Seitenquotienlen 

verwandelt    sie,    nachdem    das  Dreieck   so   in    einen  Kreis   verlegt 

wurde,    dasB    die  Spitze  des  einen  spitzen  Winkels  im  Centmm,  die  des 

loderen  *nf  der  Peripberie  sich  befindet,  m  Bn\c\i6Bt'ät\ife,ift\ftTi'Sw«Ä^ 
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Rbusculb,  C,  Die  Deck -Elemente.  Ein  Beitrag  zur  descriptiven  Geo- 
metrie.    Stuttgart,  Metzler.  1  Mk.  40  Pf. 

SoHEPFLBR,  H.,  Die  magischen  Figuren.  Allgemeine  Lösung  und  Er- 
weiterung eines  aus  dem  Alterthum  stammenden  Problems.  Leipzig, 
Teubner.  2  Mk.  40  Pf. 

Angewandte  Mathematik. 

Die  preossische  Landestriangulation.  Polarcoordinaten ,  geographische 
Coordinaten  und  Höhen  sämmtlicher  trigonometrisch  bestimmten 
Punkte.  5.  Thl.  Von  32 «  bis  34^  Länge  und  von  53^  Breite  bis 
zur  Ostsee.     Berlin,  Mittler.  15  Mk. 

Astronomisch -geodätische  Arbeiten  für  die  europäische  Graclmessnng  im 
Königreich  Sachsen.  1.  Abth.  Die  Grossenhainer  Grundlinie;  be- 
arbeitet von  C.  Bruhns  und  A.Nagel.     Berlin,  Friedberg  &  Mode. 

10  Mk. 

Handbuch  der  nautischen  Instrumente;  herausgeg.  vom  hydrographischen 
Amt  der  kaiserl.  Admiralität.     Berlin,  Mittler.  12  Mk. 

Kajaba,  J.  ,  Beitrag  zur  Theorie  der  in  der  Praxis  hauptsächlich  ver- 
wendeten Polarplanimeter.     (Akad.)    Wien,  Gerold.  80  Pf. 

LoRBBR,  F.,  Beitrag  zur  Bestimmung  der  Constanten  des  Polarplani- 
meters.     (Akad.)     Ebendas.  25  Pf. 

Oppolzbr,  Th.  V.,  Lehrbuch  der  Bahnbestimmung  der  Kometen  und 
Planeten.     1.  Bd.  2.  Aufl.     Leipzig,  Engelmann.  40  Mk. 

Habusslbr,  J.  W. ,  Beiträge  zur  mechanischen  Wärmetheorie,  insbeson- 
dere die  mathematische  Behandlung  der  von  der  Wärme  geleisteten 
inneren  Arbeiten.     Leipzig,  Teubner.  1  Mk.  20  Pf. 

Physik  «nd  Meteorologe. 

Dorn,   E.,   Beobachtungen   der   Erdtemperatur  in   verschiedenen  Tiefen 

des  botan.  Gartens  zu  Königsberg  i.  Pr.     Januar  bis  December  1878. 

Königsberg,  Koch.  60  Pf. 

Maxwbix,  J.  C,  Lehrbuch  der  Elektricitit  und  des  Magnetismus.    Auto- 

risirta  Uebersetaung  von  B.  Wbi.vstkik.      1.  Bd.     Berlin,  Springer. 

12  Mk. 
Zabm,  W.  V.,  Untersuchungen  über  ConUctelektricitit.   Leipzig,  Teubner. 

2  Mk. 
SCBSIXBX,  H.,    Der  elektromagnetische  Telegraph   in   den  Uaupt^tadien 

seiner  Entwiekelung.     6.  Aufl.,  bearb.  v.  J.  Karcis.     1    a.  2.  Lief. 

Braansehweig,  Vieweg.  *^   Mk. 

PaaaDAT,  M.,  Experimental  researche»  in  electiicitv.    3  VoU      Kx>c.aBiIe 

lopruited.    LoadoB,  Qaarltcb.  ^>  ^b. 
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Pbscqka,  G.  ,  Darstellende  und  projective  Geometrie.  1.  Bd.  Wien, 
Gerold.  V^  ^«t^* 


42  Historisch  -  literarische  Ahtheilnng. 

ferentis  oblectari  se  äieebai,  dum  audiret.  se  transeunde:  Hie  est  tue  De- 
mosthenes  gut  et  Senatum  et  Theatrum  suae  oralionis  vi  moderattir.  Oblectar 
et  ego ,  dum  me  tuis  verbis  commendari  percipio ,  quamms  non  sum  is  quem  tu 
judicas,  Pierigue  hoc  vituperant  vellentque  potius  centemni  quam  laudari^ 
verum  ego  has  laudes  tuas  non  adjactantiam ,  quia  mihi  sum  conscius.  sed  ad 
incitamenta  virttUum  recipio.  daturus  operam,  ut  talis  sim,  qualem  me  prae- 
dicas,  ne  fama,  quam  de  me  vtägo  praetes.  omnino  sit  irritn.  Plttra  in  hone 
sentetiam  dicere  possem,  sed  absil  hoc  loco  disputatio,  facessant  argumenta, 
Agamus  invicem,  ut  amicornm  est.  Nunquam  ego  te  vidi  neque  tu  me ,  uti 
arbiträr,  vidisti^  sed  tua  fama  fncit^  ut  te  unice  observem^  nam  sneculi 
nostri  praecipium  decus  c.onseris,  qui  et  siderum  curstts  et  futuras 
tempestates  et  pestes  et  steriles  et  fertiles  annos  unicus  prae dicere  noris. 
Hincte  amo,  colo,  observo,  sumgtie  tuus,  nam  virtus  homini  est,  ut  et  gnos 
nunquam  ridimus  nmare  non  faciat.  ff  ine  veteres  itlo  Fabios,  ScipioneSy  Fa- 
bricios  caeterosgue  vir  tute  praestantes,  gui  multis  ante  nos  saeculis  ritam 
exueruntj  etiam  mortuos  diligimus,  Sicut  fundatoris  nostrae  fidei  vel  apostot»s 
vel  martyres  singulari  devotione  et  nffectu  vener amur,  Virtus  namque  stti 
natura  amaf>iiis  est,  Vitium  vero  odibile.  Tu  ergo,  vir  praestantissime. 
jure  a  me  amaris,  qui  tun  singulari  ac  praestanti  virtute  nos 
trum  ornas  saeculum,  Me,  cur  tu  diligas,  non  scio.  ut  tamen  ditigere 
non  cesses  oro  et  observo,  magnifacio  namgue  tuum  amorem  et  ornari  me  tua 
dilectione  non  ambigo,  Persevera  igitur,  nam  etsi  non  sum  quem  veris,  is 
tamen  sum ,  qui  diligentes  me  reciproce  diligo ,  totisgue  viribus  amo, 

Vale  M.CCCCXLL' 

Ans  diesem  Briefe  geht  wohl  hervor,  dass  Joannes  Scindel 
(Ssindelins,  Sjndelius,  eigentlich  aber  Schindel)  ein  vornehmer 
Mathematiker  seiner  Zeit  war,  und  haben  wir  dennoch  nur  einige  oft 
lückenhafte  Biographien,  wie  Dr.  Kaiina  von  Jättenstein's  „Nsch- 
richten  über  böhmische  Schriftsteller  and  Gelehrte"  (Prag  1848)  in  den 
„Abhandinngen  der  königl.  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften^*,  Pa- 
lacky^s  in  der  ,, Zeitschrift  des  böhmischen  Museum**  1829  (böhmisch), 
Prochaska,.  ,,De  secularibus  artium  liberalium^'  u.  s.  w.  Damm  will  ich 
in  diesen  Zeilen  die  hochverdiente  Aufmerksamkeit  auf  diesen  Oelohrteii 
lenken  und  einige  Beiträge  zu  seinem  Leben  liefern. 

Weder  die  Zeit  der  Geburt,  noch  die  Familie,  aus  der  unser  Schin- 
del entstammte,  sind  bekannt.  Nur  das  steht  fest,  dass  er  zu  König- 
grütz  geboren  wurde.  Wir  kennen  mehrere  Familien  dieses  Namens, 
z.  B.  Schindel  von  Eberhartz,  eine  mährische  patrizische  Familie,  welche 
in  der  zweiten  Hälfte  des  XVI.  Jahrhunderts  in  Prag  erscheint,  abiM*  im 
XVni.  Jahrhundert  erlosch;  im  Bnnzlauer  Kreise  wird  zum  «fahre  1383 
ein  Wscheslaw  Schindel  von  Nudwogenitz  genannt  und  im  ..  Libcr  deva 
fiorum  iwtrersilnli.s  Pragensis^'  begegnen  wir  einem  ßaccalanriuH  Joannea 
Sindol  de  SwydetUQZ  (zum  Jahre  \SS^).     X\\c\\  \tv  ^^tsv  \^\  ^^v^^v \s:v\xs:\^- 
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gr&tz  nahen  Schlesien  kommen  Schindel  vor,  welche  der  Schlacht  mit 
Tartaren  im  Jahre  1241  beigewohnt  haben,  und  im  Jahre  1342  wird 
Hainz  Schindel  Assessor  bei  der  gehaltenen  Ritterrecht  zn  Schweidnitz 
genannt.  Als  sein  Gebnrtsjahr  setzt  man  1370  oder  1375.  Er  stndirte 
auf  der  Prager  Universität,  wo  er  sub  decanalu  Joannis  de  Monslerberg 
(1395)  Baccalaurins  wurde  und  sub  decanatu  Danieli  de  Praga  magister  in 
artibus  (1399)  und  schon  in  demselben  Jahre  hielt  er  bereits  Vorlesungen 
als  Licentiat.  (Monumenta  bist,  univers.  Pragensis  tom  I.  ad  h.  a.)  Im 
Jahre  1406  erscheint  er  als  Director  der  St.  Niclas- Schule,  aber  schon 
im  nächstfolgenden  Jahre  bis  1409  war  er  in  Wien,  wo  er  Vorlesungen 
über  Mathematik  und  Astronomie  hielt.  (Vergl.  Aschbach,  Geschichte 
der  Wiener  Universität.)  lieber  sein  segensreiches  Wirken  sagt  der 
Wiener  Astronom  und  Leibarzt  des  Kaisers  Maximilian  I.,  Oeorg  Tan* 
stetter,  in  dem  seiner  Ausgabe  ,,Tabulae  ecclipsium  Georgii  Peuer- 
bachii**  (1514)  beigefügten  Katalog  der  Wiener  Mathematiker  zum  Jahre 
1406:  ^^Malhematicum  Gymnasii  Viennensis,  gut  vania  Jurunda  quidem  in 
Astronomia  elaboravil.'^  (Vergl.  auch  A.Kästner,  Gesch.  d.  Mathematik 
Bd.  I,  und  F.  V.  Zach,  Monatliche  Oorrespondenz  zur  Beförderung  der 
Erd-  und  Himmelskunde,  Gotha,  Bd.  XVIII  u.  XiX.)  Nach  Prag  zu- 
rückgekehrt, wurde  er  1410  (von  Georg  bis  Galli)  zum  Rector  der  Uni- 
versität erwählt.  Unter  seinem  Rectorate  wurde  beschlossen ,  die  vom 
Erzbischof  Zbynek  verlangte  Verbrennung  der  Wiklef scheu  Bücher 
nicht  zu  bewilligen.  Von  dieser  Zeit  an  wirkte  er  fortwährend  an  der 
Prager  Hochschule  als  lector  Ordinarius,  wie  dies  eine  von  König  Wen- 
zel IV.  ausgeschriebene  allgemeine  Steuer  (herna  regalis)  beweist,  gemäss 
welcher  die  Stadt  Czaslau  angewiesen  wird,  jährlich  49  Schock  an  den 
Mag.  Joan  Schindel,  .^doctor  et  leclor  Ordinarius  Universila lis  siudii  Pr<t 
(jetisis'^  zu  entrichten  (Materialien  zur  Gesch.  u.  Statistik  von  Böhmen, 
ed.  Riegger,  IV  p.  829;  vergl.  auch  Thom,  Mitis  in  farmg.  prim. 
p.  143.)  Als  Blanchius,  der  gelehrte  Astronom  Italiens,  .^tabulae  mo 
tuum  coeiestium''  an  Kaiser  Friedrich  III.  übersandte,  schrieb  er  unter 
Anderem:  ,,Qua  in  re  doclorum  hominum  correctioni  et  praccipue  Joannis 
Pragensis,  viri  accutissimi  judicio,  me  ipsum  submitto'\  Es  ist  zweifellos, 
dass  Joannes  Pragensis  mit  unserem  Schindel  identisch  ist,  aber 
dieses  Fehlen  des  Familiennamens  bereitet  uns  grosse  Schwiengkeiten 
im  Erzählen  der  weiteren  Geschicke.  Es  erscheinen  nämlich  in  den 
Jahren  1440  —  1480  mehrere  Joan  n  es  Pragensis,  Joannes  de  Praga 
n.  6.  w.  Nur  das  können  wir  bestimmt  sagen,  dass  unser  Mathematiker 
mit  einem  Priester  dieses  Namens,  welcher  in  den  Jahren  1420 — 1436 
Domherr  der  Metropolitankirche  und  nach  dieser  Zeit  der  Wischegrader 
Collegialkirche    war,    verschieden    iat.      '^  ^midt,    Gloria    et 

majestas  ecclesiae.    Wissehradenti^  '^  %%.\fix^^x 

Ä  Bai  bin  ßagt,  daes  er  ancb  al  '"'^'^ 
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eio  anderes  Mal  erzählen  wollen.  Nach  demselben  Historiker  hat  er  dem 
grossen  CoUegiam  200  Handschriften  geschenkt.  Er  starb  um  daa  Jahr 
1450  (Dr.  Sazima,  Tentamen  historiae  medicinae.  Vergl.  Kaiina 
V.  Jättenstein,  Nachrichten,  wo  das  Jahr  1444  gesetzt  wird.) 


Recensionen« 


Die  Einheit  der  Natnrkräfte  nnd  die  Deutung  ihrer  gemeinsamen  FormaL 
Von  0.  Schmitz- DuMONT.  Berlin,  Duncker's  Verlag  (C.  Hey- 
maus).    1881.     IV  u.  168  S.  gr.  8^ 

„Der  allgemeine  Vernunftinstinkt  des  Forschers  verfolgt  ein 
ideelles  Ziel,  und  das  heisst:  möglichst  wenige  letzte  Ursachen ,  womög- 
lich nur  eine  einzige  '*  —  so  sagt  der  Verfasser  gleich  im  ersten  Abschnitte 
seines  Buches,  und  indem  er  seinerseits  diesem  „ideellen  Ziele ^*  nach 
Kräften  zustrebt,  findet  er  es  „naheliegend,  nachzusehen,  ob  jene 
vielen  Ursachen  nicht  Modificationen  einer  einzigen  sind,  und  diese  ein- 
zige (Ursache)  nicht  etwa  in  einer  neuen  phantastischen  ConstructioD 
zu  vermutheUi  sondern  in  der  einfachsten  und  allgemeinsten  Wirkungs- 
weise, welche  wir  bis  dahin  beobachteten". 

Die  Zahl  der  Ursachen  -  Forscher  ist  heutzutage  grösser  als  jemals; 
aber  wenn  man  untersuchen  will,  was  dieselben  eigentlich  meinen,  wenn 
sie  von  „Ursachen"  reden,  so  kommen  manchmal  sehr  wunderliehe 
Dinge,  unklare,  schwankende,  widerspruchsvolle  Begriffe  zum  Vorsehein. 
Schäle  der  Leser  aus  obigem  Text  sich  einmal  den  einfachen  nackten 
Satz  heraus,  so  hat  er  folgende  Wortverbindung  vor  sich:  Ich  vermuthe 
die  einzige  Ursache  (aller  Naturerscheinungen)  nicht  etwa  in  einer 
Construction,  sondern  in  einer  Wirkungsweise  —  und  nun  mag 
er  seinen  „Vernunftinstinkt '^  anstrengen,  um  herauszufinden,  was  Herr 
Schmitz-Dumont  sich  hier  wohl  unter  einer  „Ursache"  eigentlich  ge- 
dacht haben  mag. 

Beim  Aufsuchen  obiger  „einfachsten  und  allgemeinsten  Wirkungs- 
weise'* gelangt  der  Verf.  zu  derjenigen  Wechselwirkung,  welche  dem 
umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  proportional  ist,  und  entscheidet 
sich  bezüglich  der  „Wahl,  ob  wir  diese  Kraft  in  anziehender  oder  ab- 
stossender  Weise  wirkend  annehmen  wollen,  ganz  entschieden  fär  die 
Abstossung.  Denn:  „Hierzu  fülirt  schon  die  einfache  Betrachtung, 
dasB  hei  Anziehung  allein,  wie  gross  auch  die  ursprüngliche  kinetische 
Energie   der  Materie   sein    möge,   BcYiWeasWOa  «\\^ '^>ci\^^x  %vOti  yü  ^^«il 


F" 


einsigen  Kliimpei 
der  Welt    prophf 
nor  Zeiten  schon 

lang, 

tinmenballeD  mliBBt 
würdü,    WHB   bpi   dp 
it   liälte  erreiclii  Wi 

r  g 
artle 

womit  nicht 

n   mtissen  ,   h 

Widersprach 
;'Wtst  ist," 

gegf^D 

iIas    Priocip 

vnp 

der 

ErhMtmig 

Wir  Uberlntseu  eii  dem  Leser,  über  < 
I  llehaiiptiingen,  denfn  der  Verf.  keinen  l 
riich  selbst  ein  Drtbeii  zu  bilden,  und  mi 

Art  und  Weise  sulmcrkssm  mache 
BrösBen  verwnrthet  werden.  —  Obscho 
[«rKlellangsweise  die  Meinung  aufdrtiiigt, 

iilheee  einer  allgemeinen  Abstosseodi 
4ich  die  Körper  im  Räume  zerstreue» 
'fliegen,"    so    hült    die«,    wie    gesagt,     de 

)  Theorie    auf  dieee   eine  lIjpotheK( 


e  Wucht  und  Tragweite  dicxer 
isondern  Beweis  beigel'ügt  hat, 
ihten  nur  im  Vorübergehen  auf 
,  wie  hier  die  „grenzlosen" 
nun  ,,sich  der  gewöhnlichen 
es  mUssten  (hei  AuTstellung  der 
I  Kraft  als  einzigen  Ürkraft) 
die  ganze  Welt  auseinander- 
Verf.  keineswegs  ah,  seine 
aufzubauen,    und  er  fnrmulirt 


dieselbe  folgendermassen :    ,,Ks  giebt  nichts  Anderes,  all 

gleicher   Inlensität   in    verschiedenen    ZuEtändeu    der    B( 

,  abBtoBsend,    umgekehrt    proportional    dem    Quadrat    der 

ffcinaiider  wirken,"     Hierbei  erwähnt  der  Verf.  auch  jener 


Kraftcentra  von 
weguiig.  welche 
■Entfernung  auf 
'  „bekannten  und 
«e  Physiker  „die 
unzullissig  fihnr- 
ipStern   Abschnitt 


K 


^■ehr  berechtigten  Bedenken",  aus  welchen  gei 
Idee  einer  fernewirkenden  Kraft  als  unbegreifli 
liaupt  abweisen",  und  vertröstet  die  Leser  auf 
seines  Buches,  in  welchem  dargethnn  werden  soll,  dass  die  von  ihm 
benutzte  fernwirkende  Kraft  eigentlich  gar  keine  ,,  Kruft  in  dem  mii 
Recht  angefochtenen  Sinne"  ist.  Dasselbe  Verfahren,  einen  Begriff  vor- 
Iflnfig  bei  der  Betrachtung  zti  Qrunde  zn  legen,  mit  dem  Vorbehalt, 
denselben  später  zu  elimiuiren,  weil  er  nämlich  „ein  Neut  von  Wider- 
sprilvlieii  nnd  zugleich  ganz  nnnöthig"  sei,  befolgt  der  Verf.  auch  bezüg- 
lich des  „körperlichen  Domicils  der  KräCte".  Er  meint,  „es  könuo 
einstweilen  keinen  Schaden  vernrsacheD,  wenn  wir  der  Kraft  einen 
materiellen  Aufenthaltsort  gönnen";  deraelbe  besteht  in  „nntheilbaren 
materiellen  Körperohen",  welche  alleeamint  „Kngeln  von  gleicher  Grösse 
sind".  Diese  Kngeln  nun  stellen  die  „  Aetherelcmeote"  vor,  und  weil 
sie  „nach  den  gegebenen  einfachsten  Bestimmungen  ebenso  wirken,  als 
wenn  ihre  ganze  Kraft  im  Centram  des  Kngelelementea  concenirirt  wäre, 
werden  sie  schlechtweg  Kraflpunkte  genannt". 


Nun  aber  fährt  der  Verf.   fort 
(ftlao    kugelförmige)    Kraftpnnkle 
il  dort  ihre  abitoi 
0  gesichert."     Dit 
wirklich  wahr  ist, 


ha 


„Vorerst  ist  klar,  das?  zwei  solche 

fl    var    ßerührnng    gelangen    können, 

nde  Kraft  cn  wird;  ihre  Ooustanz  als   t:]ement  ist 

mos«  dem  Leser  nicht  wenig  anffal'  ■  falts 

as  man  soeben  von  den  Kugelm 


so    ist   gerade  die  BerUhning    ein  Ww 
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Werdens,  weil  sie  „die  Kraft  von  der  Form ^  ",  welche  för  abnehmen- 

.des  r   stetig  zunimmt,    augenscheinlich   nöthigt,   bei   dem  Wertha 


(wobei  Q  den  Radius  jener  Kugeln  bedeutet)  stehen  zu  bleiben,  und  sie 
demnach  verhindert,  ins  Unendliche  weiter  zu  wachsen. 

Im  II.  Capitel  theilt  der  Verf.  den  Raum  in  würfelförmige  Kist- 
chen ein,  setzt  Kraftpunkte  auf  alle  Wtirfelecken,  ferner  noch  je  einen 
in  das  Centrum  der  Würfel  und  untersucht  nun  die  Wirkung  des  so^ 
arrangirten  Aethers  ,iauf  je  eines  seiner  verschobenen  Elemente *^  Zur 
Vereinfachung  der  Rechnung  construirt  er  sich  zunächst  ein  Quadrat  mit 
vier  festen  Kraftpunkten  und  stellt  einen  fünften,  beweglichen  in  die 
Mitte.  Dann  verschiebt  er  letzteren  senkrecht  zu  einer  Quadratseite  am 
die  Strecke  x  und  behauptet :   „  Die  Wirkung  der  vier  Punkte  anf  den 

um  X  verschobenen  ist 

_       _     1_ 1-j:  _  1 i  +  x  ,, 

Hierauf  rechnet  er  für  eine  Reihe  von  Werthen  der  Grösse  x  die 
Werthe  dieser  Function  aus,  stellt  letztere  zu  einer  Curve  zusammen,  be- 
stimmt den  Nullpunkt  derselben  und  glaubt  damit  „eine  hinreichende 
Uebersicht  der  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  vier  quadratisch  gelege- 
nen" gegeben  und  dargethan  zu  haben,  dass  derselbe  „eine  sehr  stabile 
Lage"  besitze,  weil  er  nämlich  „stets  nach  dem  Centrum  zurückgetrieben 
werde,  so  lange  er  nicht  über  die  Nulllinie  verschoben  worden  sei". 

Hiergegen  ist  Dreierlei  zu  erinnern.  Erstens  kann  nämlich  von 
einer  „hinreichenden  Uebersicht"  über  die  Bewegung  des  betreffenden 
Punktes  doch  kaum  die  Rede  sein,  wenn  weiter  nichts  als  der  Verlauf 
derjenigen  Function,  welche  den  Werth  der  beschleunigenden  Kraft 
angiebt,  und  zwar  nur  für  einen  ganz  singulären  Fall,  untersucht  wor- 
den ist. 

Zweitens  ruht  der  Beweis  der  Stabilität  auf  höchst  bedenklichen 
Voraussetzungen,  nämlich  einerseits  auf  der  Annahme,  dass  die  vier 
Ecken  in  den  Raum  unverrückbar  festgeheftet  sind,  .andererseits  dass 
der  verschobene  Punkt  die  Nulllinie  wirklich  nicht  überschreitet.  Damit 
ist  die  Stabilität  ja  in  die  ganze  Betrachtung  hineinhjpostasirt. 

Drittens  überzeugt  jeder  Mathematiker  sich  leicht,  dass  die  obige 
(Tleichnng  überhaupt  falsch  ist.  —  lieber  diesen  seltsamen  Fehler,  der 
meines  Wissens  schon  zweimal,  nämlich  von  Lasswitz  in  den  „Oöt- 
tingischen  gelehrten  Anzeigen"  und  von  Wem  icke  in  der  „Viertel- 
jahrsschrift für  wissenschaftliche  Philosophie"  gerügt  worden  ist,  sagt  der 
Verf.  selbst  in  einem  nachträglich  durch  die  Verlagshandlnng  versandten 
Blatte:  die  eigentlich  an  die  betreffende  Stelle  des  Buches  hingehörige 
GJeicbaag  sei  irrtbümlich  ausgeblieben >  und  die  dort  sich  vorfindende  sei 


Hittel  für  verschiedene  Schnitte  anoHhernd  gebildet  worden". 
lit  tRi  dipselhe  der  intithematiGcheu  Coiitrole  nalürlirli  entiugen. 
r  mag  es  bicIi  nun  a«cli  mit  der  Fnndirnng  jener  Gleichung  ver- 
hallen wie  es  will:  eine  Rechnimg,  die  auf  der  Aonnlime  beruht,  dasE 
gewisse  regelmnesig  gruppirte  Piinkle  in  den  Ranin  unbeweglich  fest 
genaobert  seien,  hört  jedenlalle  nnt',  eine  genügende  Basis  zu  bilden, 
sobald  mau  auf  jenen  Zauber  veraiehtet,  deu  Atomen  ihre  Beweglichkeit 
sarückgiebt  und  sie  blos  ihrer  eigenen  abstusBenden  BigenBchaft  Oberlüsst. 
Der  Verf.  wendet  sich  in  einem  weitern  Abschnitte  seines  Buches 
dem  „Körperatom"  zu  und  alellt  sich  liemselben  folgendermasBen  gegen- 
über: .,Dft  nach  unserer  Hypothese  nur  Kraftpnnkte  in  verscliiedeuen 
BewegnngsznsiKndeu  existiren .  si>  steht  uns  nicht  die  bisher  (Ihliche  be 
quemc  Methode  zu  Gebote,  aus  harteu,  uutheilbaren  Körperchen  Materie 
zu  cnn&trairen  oder  willkürlich  sogeuannle  Dynamideusystemc  aufzubauen, 
welche  Körperalome  genannt  werden  und  zu  deren  Constanz  verschiedene 
neue  KrKftesorien  nothwendig  w^reii.  Weun  aus  unseren  Kraflpnuklen 
ohne  Zuhilfenahme  neuer  Kiäfle  keine  coDstanleu  Gebilde  construirhar 
Bind,    so    taugt    unsere    Hypothese    Nichte ;    diese    Construction    ist    aber 

.möglich,"  —  Und  nun  kommt  ein  Beweis  hierfür,  den  ich  als  Probe  der 

FArt,  wie  der  Verf.  „construirt",  mittheilen   will. 

f  »Hat    ein    Punkt    des    Aetbers    eine    binreichend    grosse    kinetische 

Energie  A,  um  aus  der  Gleichgewichtslage  die  NuUlinie  seiner  aachsten 
Nachbarn  zu  Überschreiten,  so  wird  er  auf  «einer  Bahn  such  die  Null' 
linio  jeder   anderen    Nachbarn    aberschteiten ,    sofern    deren    geome- 


Irische 

Lager 

nng  dieselbe  bleibt.     Denn   \ 

'on  der  dnrchbrochenen 

Nulllinie 

bis    zu 

m  Gleichgewichtspunkte  der  näcli 

islen   Zelle  (!)    erhHll  er 

wieder   d 

le  gan: 

te  kinetische  Energie,  welche  er - 

mn  dem  vorigen  Gleich- 

gewicbtspnukte 
,,ohne  Znhilfens 

bis    zur    NuUlinie    verloren    hatte 
hme  neuer  Kräftesorien  ",  d.  h.  i 

{Eiii    Beweis    hierfür 
toter  Voraussetzung  be 

weglichei 
gebauten 
moment 

r    „Zeir 
(fest?, 
ertheilt 

"Kcken,    wird    gar   nicht  veranebt)     In   einem  homolog 
Aotlier   kann    ein   Punkt,    dem    ein  solches  Bewegungs- 
wird    oder   der    es    ursprQnglich    heeitat,    nie    zu    einem 

Ruhezustände  gelangen." 

Anf  dieser  Basis  wird  nun 
lem    bewegten  Kraftpuokte 
I  lllid  damit  zum  Kürperaiom  voll 
i    Gruppe 


.   uud 


BBewegnogsmi 
■.derselben    Lage    zusam 
I^Kraftponkte  im  Aelher 

ihen    gegenüber    die  R 
llJlaterie   zeigen ,    welche 


Üebergao;:  nder  vielmehr  -Sprnng  von 

einer   gaozen  Gruppe  solcher  Punkte 

vollzogen,     hies  geschieht,  wie  folgt:     .Besitzt 

:hst    liegender    Punkte    das    ^  entsprechende 


'ird  diese  Gruppe  durch 
engchalten,  so  dass  eine  Zerstreuung  der 
rhindert  wird,  so  wird  diese  Gmppe  allen  fihn- 
sheinnngen  der  harten,  stosseudeu,  greifbaren 
ich  im  Aetber  wie  in  einem  leeren  Banro«  bo- 


regt." 


Hie 


weiss    man    nicht  ■    denkt    der  Verf.    sich   die    „ti^w)^" 


■hfl  Äbtheilang. 

«IwA  ftls  eiue  einzelne  Reihe  von  Funkten,  die  nach-  und  hint«reiiiaittfi 
dieselben  „Zellen"niiUeD  durchsclireiten ?  oder  eind  die  Paukte  »ach 
nebeneinander  ^oppirt  und  dsuD  ao  geordnet,  dast»  sie  alle  geaftu 
durch  die  Mitten  benaebbarter  Zellen  hinduruhpaseiren ?  —  Sollte  dabei 
eine  Zeil-Ecke,  die  vnn  allen  vier  Seiten  zugleich  durch  die  abstossende 
Kraft  von  vier  benaclibarten  Punkten  der  „Giuppe"  in  einer  und  der- 
Helben  Ricblnng  vorwärts  getrieben  wird,  nicht  doch  etwa  derartig  in 
Motion  kommen,  dass  das  Gchöae  ..lessemle"  Gefüge  erbeblich  in  Gefahr 
geriethe,  sumal  da  hinter  den  ersten  vier  Kraftelementen  der„Grupp«*' 
leicht  vier  andere  nnd  immer  wieder  vier  nndere  heranrücken  kSDUlen. 
die  das  von  jenen  begonnene  Zerstörungswerk  fordern  und  snletxt  dio 
wundervolle  Ordnang  dee  „homolog  gebildeten  Aethers"  in  nnheilbai« 
Verwirrnng  bringen  möchten?  Und  wie  erst,  wenn  die  Grnppenpnnkte 
nicht  gerade  die  Mitten  der  ..Zellen"  passiren?  oder  wenn  die.  Richtung 
ihrer  Bewegung  den  teaeerMen  Axen  nicht  parallel  isti'  —  In  solchen 
Fällen  laesi  die  vom  Verf.  vorauagcBchickte  Rechnung  nns  ganz  und  gar 
im  Stich. 

Nnn  war  vorhin  für  die  Giltigkeit  der  Suhlaeefolgerung  noch  ans- 
drücklicb  die  Bedingung  angegeben.  dasB  die  betreffende  „Gruppe  dnrch 
eine  Kraft  in  ein  und  derselben  Lage  zusammengehalten  werde".  Mit 
Bezug  hierauf  fährt  der  Verf.  fort:  „Es  soll  nun  geneigt  werden,  das* 
gewisse  Straklaren  und  Bewegungen  solcher  Grappen  alte  diese  Eigen- 
schaften der  wideret Rudsfüh igen  ponderabten  Materie  aufweisen  kfinnen, 
ohne  dasG  ihren  t^lemeulen  eine  andere  Kraft  zugesprochen  wird,  als  die 

Kraft ^.  Infolge  des  GesetzeB  —  3  kann  ein  Kraftpankt  mit  be- 
liebig grosser  kinetischer  Energie  eine  Reihe  solcher  nicbt  durchbrechen, 
wenn  der  Winkel  seiner  Bewegungsrichtnng  mit  dor  Richtung  jener  Reihe 
hinreichend  klein  ist,  sondern  er  wird  von  jener  Reihe  dem  Reflexions- 
gesetz  entsprechend  zu  rückgestossen.  (Ein  Beweis  steht  nicbt 
da.  Verf.  beruft  sich  auch  nicbt  aaf  einen  schon  dagewesenen  oder  etwa 
noch  zn  erwartenden  Beweis  flir  diese  Behauptung.)  Eine  im  Aether 
rotirende  Kreisebene  (!)  von  Kraftpunkten  wird  deshalb  einen  sta- 
bilen Complex  bilden,  wenn  ihr  Durchmesser  bei  einer  gegebenen  Winkel- 
geschwindigkeit hinreichend  groES  und  die  Potentialen ergie  ihrer  Kraft- 
pnnkte,  vermehrt  um  ihre  Drehnngsenergie  (!),  gleich  ist  der  Pntenüal- 
energie  einer  gleichgrossen  Fl&che  dee  äussern  Äethers;  mit  einem  Worte, 
wenn  die  rotirende  KreisQäche  eine  gewisse  Anzahl  weniger  Kraftpaukte 
aufweist,  als  eine  gleich  grosse  Fläche  dee  umgebenden  Aethers." 

In  dieser  Entwickelang  documentirt  sich  eine  klaffende  Gedankeo- 
lücke.  Wie  kommen  wir  von  der  einfachen  Gruppe  zu  einer  ,,rotireDdeD" 
Gruppe?  Wie  gelangt  ein  Kraftpankt  (thnrliaupl  in  die  Lage 
eia   Cenlraai    zu    rotirenV     Bis    d&h'tn    ist  doch    nur  von  einer  Vorwl 


1 


bewegang  in  gerader  Lini 
stDBsnng  Dach  dem  Refle^iit 
hin   soll    denn    der  Leser    i 


und  von  einer  (pFoblenmtiBchen)  „Zurllck- 
isgesetB"  die  Rede  gewesen:  niif  welche  Basis 
m  di«  Bewegung  eines  Kraftpunktee  in  ge- 
1 


seblossener  Curve  als  Oonaeqnena  der  Kraft j  nnoehmen?    Und  erst: 


^f  ein 


Wie  kommt  eine  Gruppe  von  Kraftpnnkten  dasu,  um  ein  gemein- 
Bchaftlicbes  Centrnm  zu  kreisen  und  auf  diese  Weise  jenes  sonder- 
bare Gebilde  darKnstellen,  wiis  der  Verf-  ..rotirende  KreisflMche"  nennt? 
Wie  kommt  ein  Kraftpnnkt  dazn,  „Drebnngsenergie"  za  haben,  wenn 
ar  mit  keinem  andern  Punkte,  mit  keiner  Aie  durch  ein  festes  Band 
isammenliängt?  —  Ja,  man  könnte  die  ganze  Rotationsthese  an  der 
einzigen   acbwacben  Wurzel,    mit   welcher  der  Verf.  sie  durch  ein  „des- 


halb" verbunden    bat,    antasten    und  fragen 

wenn    er   von  einer  gewiaaen  „Reihe"  wegi 

keU  ,,reflectirt"  worden  nnd  nachher  an  ei 

jedesmal  unter  einem  Winkel  aufprallen,  dei 

>n  klein  ist?    Und   die  aufeinander  folgend« 

im  Innern  des  tesseral  zelligen  oder  sonstwie  ,,  homolog 

—  auch  stets  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  wie 


Warum  muss  ein  Punkt, 
Kleinheit  des  Einfallswin- 
zweite  Reibe  kommt,  dort 

nm  Eindringen  auch  wieder 

Babnstücke,  müssen  die  — 

ibauten  Äethere" 

IS  die  „  rotironde 


Kreisfläche"  doch  Beides  voraussetzt?  Gründe! 
Allee  das  auch  in  acbtineler  Ordnung  wäre,  so  fehlt  immer  noch  jede 
Basis  für  die  „  Drehnngseoergie",  nnd  gerade  diese  bildet  den  Kern- 
nnd  Angelpunkt,  ohne  welchen  die  ganze  Atomtheorie  des  Verf-  in  ein 
reines  Nichts  zerfällt.  Denn  die  „Stabilität  des  Atoms"  beruht  wesent- 
lich auf  der  Voraussetzung,  dasa  die  , (Verminderte  Potentialenergie  du 
jedem  Orte  ersetzt  werde  durch  Drebnngsenergie". 

Von  seiner  „rotirenden  Kreisflfiche"  ab  achreitet  der  Verf.  nun  rasch 

▼orwfirts.      „Denken    wir   nna   nun    eine    Kugel    von   Kraftpunkten    und 

ertbeilen  derselben  eine  stets  rascher  werdende  Rotation  um  einen  ihrer 

.  Durchmesser...   Denken  wir  uns  dagegen  eine  Gruppe  von  Kraftpnnkten 

Kin  Ringform  mit  kreiafürmigem  Querschnitt  und  einer  Rotation  in  dem 

l'QQerschnitt ...     Ein   solches  Kingatom   kannte  ausaer  seiner  Rotation  im 

E«ben  besprochenen  Querschnitt  auch  noch  eine  solche  in  der  daan  senk- 

icbten  Ebene    in    der  Axe  «J  des  Ringes    haben"  etc.   —    Und    so    con- 

Btinirt  der  Verf.  ruhig  weiter  und  baut  nuf  seine  Atomtheorie  noch  sieben 

weitere  physikalische  Capital  auf,  welche  folgende  Ueberscbriften  tragen : 

hwegung  der  Körper  im  Aether,  Gravitation,  Cobäsion,  Licht,  Wärme, 

RektricitSt ,  Magnetismus.      Es    würde   zu   weit    führen,    wollten  wir  den 

Vfahalt  derselben  auch  nur  flüchtig  hier  durchgehen^  wir  müssen  die  Leser, 

■irelche  Interesse  daran  haben,   die  Schlüase  des  Verf.  kennen  zu  leruen, 

«f  das  Original  verweisen.      Wesentlich  kam  es  uns  hier  darauf  an,  das 

Fvndament    der   ganzen  Theorie  zu  prUfen,    nnd  in  dieser  Beziehung 

wer  Urtheil  dahin,   dass  der  Verf.  eich  die  Grßttd\»^«  ».wäm  ^V 


b()  HistoriBcb  -  literarische  AbthHInng. 

eikaliechen  Entwickelniigpu ,  di<>  Körperalome  nüinlich,  darchan*  nii 
auf  recbtsbrÄftig"  Art  und  Weifte  erworben  liat,  daes  es  ifam  nicht  ge- 
lungen ist,  dieaelben  ans  seinitr  FandamfüitalliypolheHe  herans  zn  deda- 
ciren,  ja,  wir  vermögen  kanm  den  eroBtlichen  Versncli  einer  aolcheu 
Dednclion  za  erblicken.  Anf  di«  Stipulation  eines  Systems  nnbeweglicli 
im  Uaume  feBlgebaltener  Kraftpnnkte  folgt  eine  Gleicbung  von  nncoDlro- 
lirbBrer  Herknnfl,  nnd  darauf  eine  numeriscbe  nnd  graphische  DarsteiUung 
von  nnfeinander  fulgeoden  Werthen  der  beschlennigenden  Kraft  für  die 
Bewegung  eines  einEelneu  mobilen  fnnktes,  der  in  gerader  Linie  und 
in  einer  ganz  speciellen  Uicbtnng  fortschreitet,  Wia  diese  gertngfllgig«< 
mechnnische  Entwickelung  schon  als  eine  genügende  Basis  anges^ben 
werden  kfinne  für  rutirendf  Bewegung,  kreidende  Punktgrnppen ,  Bing- 
Htome  etc.,  nnd  dazu  noch  in  einem  Aelher  von  lauter  freien  Elemen- 
larbeatandtheilen ,  ist  nicht  abzusehen.  —  Vorhin  haben  wir  schon  des 
Verfassers  Satz  citirt:  ,,Wenn  ans  unseren  Kraflpnnkten  ohne  Zubüfe- 
nähme  nener  Kräfte  keine  consta,nten  Gebilde  construirbar  sind,  so  langt 
unsere  Hypothese  nichts;  diese  Constmction  ist  aber  roöglicb,"  L'ebej 
die  Möglichkeit  soll  hier  nicht  gestritten  werden;  sofern  der  Leser  abw 
den  B  ew  e  i  s  derselben  durch  eine  vom  Verf.  wirklich  geleistete 
atmction  erwartet  bat,  sieht  er  sich  getSuschl. 

Das  ganze  Interesse  an  einem  solchen  Beweise  bernhl  Ubri] 
wesentlich  auf  der  Annahme,  dass  der  Verf.  sein  oben  schon  erwShnle* 
Versprechen,  im  zweiten  AhBcboitte  des  Bnches  den  Leser  üfier  die  Natni 
der  von  ihm  benntaten  Kraft  zn  beruhigen,  halten  werde.  Dieser  zweite 
Abschnitt    fahrt    den    Titel:    „Bach    B.      Erkenntnisstbeuretiscfae 

Deutung  des  Oesetzes  -  j"     Oas  Buch  B  nun  enthjflt  vier  Capitel 

nnd  einen  „Rückblick".  In  dem  vierten  dieser  t^npitel.  welches  Über- 
schrieben ist:  ,|Die  arithmetische  Fi>rm  des  physiknlischen  Ca  n  aal  hegrille", 
findet  sieb  folgende   Uedu<:lion  des  fraglichen  Wirkangsgesetzes: 

„Wie  aDSgefiihrt,  beobachten  wir  direct  nur  Veränderungen  i  alle» 
Andere  ist  Felgernng  aus  solchen  Veränderungen.  Bettachten  wii 
einfachst  mtigliche  Veränderung,  diejenige,  welche  stattfinden  kann 
scben  »wei  Punktelementen.  Alles,  was  bei  solchen  veränderlich 
ihre  Entfernnugi  denn  sie  seihst  sind  unveränderlich  der  Constanzdel 
tian  zufolge.  Es  giebt  in  diesem  Systeme  weiter  nichts,  als  die  heidi 
Pnnktelemente  i  nnd  b  nnd  ihre  Entfernung  r.  Von  Richtungen  kann 
erst  die  Reue  sein,  wenn  mehr  als  zwei  Elemente  da  sind;  so  lange  daa 
System  aaf  i,  b  beschränkt  bleibt,  igt  nur  Distanz,  keine  Rtphtang  di< 
Distanz  vorhanden. 

Wenn    nun    a.  1,    zu    den    Zeiten    (,,  l„,  l,„,    .       die    li^ntferniii 


ab«T 

m 


i 


haben,    so    sind    die  Verhältnisi 


diaM^_ 
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der  Veränderang  (!),    welche   das   System   erlitten   hat.     Setzen  wir 
daher  r  als  veränderliche  Grösse,    d.  h.  als  Symbol   der  veränderlichen 

Entfernung  überhaupt,    und    1  als   Distanzeinheit,   so   ist   -     der  arith- 
metische Allgemeinausdruck  für  alle  Veränderungen  des  Systems. 

Fragen  wir  jetzt:  Welches  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  die  gegen- 
seitige Bewegung  der  beiden  Funkte  a,  b  stattfinden  muss,  damit  —  der 

allgemeingiltige    Ausdruck   der  Veränderung,   des   Maasses   der  Verände- 
rung, welche  in  dem  System  vorgegangen  ist,  sein  könne? 

So  ist  die  Antwort:  Das  durch  die  derivirte  Function  von   ~,  also 

r 

durch 2   dargestellte  Gesetz.  . . . 

...  Das  Bedürfniss  causaler  Verbindung  der  Erscheinungen  fordert 
von  uns,  die  wahrgenommenen  Veränderungen  als  Wirkungen  von 

1 
Ursachen    zu   betrachten.     Die  Ursache   der  obigen  Wirkung   -^   muss 

in   die   beiden  Punkte  a,   b  verlegt  werden,    weil   es  ja  nichts  anderes 
Constantes    in  jenem   System   giebt.     Das    Gesetz,    nach   welchem  jene 

Ursache    wirkt,    ist    gegeben    durch ^.     Wir    sagen    demnach,    jene 

r 

Funkte   wirken   aufeinander   mit  einer  Ursache  (Kraft),    welche  abnimmt 

umgekehrt    vie    das    Quadrat    der    Entfernung.      Das    Causalgesetz 

erscheint  also  in  der  Maske  einer  fernewirkenden  Kraft.    Ein 

jedes    andere    hiervou    verschiedene   Gesetz    +  ~    wäre   aber   nicht   das 

Causalgesetz,   sondern    die  Hypothese  einer   unerklärlicherweise  in 
die  Ferne  wirkenden  todten  Masse.**  ... 

Mancher  Leser  denkt  bei  den  letzten  Worten  YieHeicht,  es  sei  be- 
ztiglich  des  Glaubens  an  Fernewirkung  der  Exponent  der  Grösse  r 
doch  eine  ganz  gleichgiltige  Ziffer;  ob  diese  Wirkung  dem  Quadrat  oder 
dem  Cubus  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sei,  komme  doch  gar 
nicht  in  Betracht,  wenn  die  Frage  allgemein  dahin  gehe:  ist  sie  eine 
Femewirkung  oder  ist  sie  keine?  —  Dieser  Gedanke  wird  durch  das 
Wort  „Maske**  einigermassen  nahe  gelegt.  Allein  der  Verf.  hat  schon  im 
zweiten  Capitel  des  „Buches  B**  mit  den  fernewirfLenden  Kräften  in  fol* 
gender  Weise  Frieden  geschlossen: 

„Hiermit  sind  wir  bei  den  versehmi^^  Kräften  als 

letzten  Ursachen  wieder  angelangt     Al^  ^ 

Femewirkung  haben  gleichviel  Dnb^* 
verständliches.     Bei  der  mallMv 
es  aber  stets  nothweDdigi  fry 
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nun  ofFen  zugestAndeu ,  oder  darch  den  Kdrperelementen  beigelegte  Eigen- 
schaften, oder  durch  nicht  motirirte  Combination  von  Formeln,  die  in- 
haltlich dasselbe  apodiktisch  erfordern,  ausgeführt/* 

lieber  die  Behauptung,  dass  „Stoss  und  Fernewirkung  gleicIiTiel 
Unbegreifliches  haben**,  mit  dem  Verf.  zu  streiten,  ist  hier  der  Ort  nicht. 
Wir  wollen   daher  von  dieser  Frage  einmal  gftnzlich  absehen  und  dafür 

die    vorhin    mitgetheilte    Ableitung    des    Repulsionsgesetzes    — -=    etwas 

näher  ins  Auge  fassen. 

Die  „wahrgenommenen  Veränderungen**  sind  zu  betrachten  als  die 
„Wirkungen  von  Ursachen**.  Wer  letztere  abschätzen  will,  muss  also 
die  Veränderungen  messen.  Wenn  nun  aber  zwei  Punkte  a  und  6 
in   zwei   verschiedenen  Zeitpunkten   die  Entfernungen   r,  und  r„  haben, 

so  ist  „das  Verhältniss  — ^  ein  Maass  der  Veränderung,  welche  das 

System  erlitten  hat.** 

Was  ist  das  denn  eigentlich,  was  hier  „Maass  der  Veränderung** 
heisst?  —  Nehmen  wir  ein  Beispiel.  Zwei  Punkte  sind  in  diesem  Augen- 
blicke 1  Meter,  morgen  10  Meter  von  einander  entfernt.  Das  ,,  Maass 
der  Veränderung**  ist  ^.  —  Uebermorgen  sind  sie  20  Meter  von  ein- 
ander entfernt.  Das  ,,  Maass  der  Veränderung  **  ist  daher  auf  ^gesun- 
ken. Wären  in  diesen  zwei  Tagen  die  beiden  Punkte  ruhig  an  ihrem 
Anfangsorte  geblieben,  hätte  sich  keiner  von  der  Stelle  gerflhrt,  so  wäre 
das  „Maass  der  Veränderung**  zwanzigmal  so  gross  wie  vorhin,  näm- 
lich gleich  1  gewesen!  —   Wer  versteht  das? 

Und  wie  soll  man*s  erst  verstehen,  wenn  man  drei  Seiten  frtther 
vom  Verf.  aufgefordert  worden  ist,  zu  „bedenken,  dass  die  Bewegung, 
speciell  die  gleichförmige  Bewegung,  gar  keine  Ursachen  zu  haben 
brauche!**  —  Wie  stimmt  denn  in  diesem  Falle  mit  der  gleich  Null 
gesetzten  Ursache  ^as  vorhin  statuirte  veränderliche  Maass  der  Wirkung 
überein  ? 

So  naheliegend  diese  Fragen  erscheinen,  so  vergeblich  ist  es,  in 
dem    vorliegenden   Buche    sich    nach    einer  Antwort    umzusehen.      Herr 

Schmitz-Dumont   schreibt  seine  Sätze  über  den  Bruch   — ^   und  ttber 

„  den    arithmetischen  Allgemeinausdruck    —    für   alle  Veränderungen  des 
Systems**  ganz  ohne  Erklärung,   ohne  Angabe  von  Gründen*  rabig  hin 


*  Wohl  beruft  sich  der  Verf.  auf  einen  Abschnitt  seines  Buches:  „Mathe- 
matische  Elemente   der   Erkenntnisstheorie^S   aber  gar  nicht  zur  Auf- 

«• 
klärung  der  hier  sonächstliegenden  Frage:  wieso  der  Bruch   —  berechtigt  oder 

auch  nur  befähigt  ist^  als  „Maass  der  VerV[ideiuti^'''  \i\ii^^\i^Ut  zu  werden,  son« 
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und    bsQt    darauf    eeine    ganze    Tbeori«    anf,    gerai^r^    nie    ob    nicht    der 
Scliattfin  pinet  Unklarheit  oder  eines  Zweifels  darüber  schwebte.  — 

Auf  Jae  „Buch  B"  folgt  nnii  noch  ein  „Buch  0.  Die  aeitlioh 
räumliche  Ordnung",  welches  fünf  Oapilel  Hutbält  mit  den  Ueber- 
Schriften:  1.  Die  Zeit,  der  Bildner  des  Kaumes.  II.  De£nitionen.  (Em- 
pGudnng,  Vorstellnng,  Denken,  Wahrnehmung,  Bpgriff.l  lU.  Die  Ord- 
nungsreihen der  logischen  Synthese.  IV.  UnToUkommenheiten  analytischer 
Symbolik.     V.  Das  Oongruenzen  ■  Axiom. 

l'eber  den  philosophisch  ■  mathematischen  Inhalt  dieser  Abtheilung 
eine  Uebersicht  zu  geben,  ist  nicht  möglich,  ohne  die  für  gegenwärtiges 
Referat  gealecktou  Grenzen  allzuweit  zu  überschreiten.  Wir  müssen 
daher  den  sich  dafür  interessireDden  Leser  auf  das  Original  verweisen 
nnd  wollen  hier  nur  ans  dem  letzten  Abschnitte  des  Buchei,  welcher 
den  Titel:  „ScbluBaresullate''  führt,  einige  charakteristische  Sätze  mit- 
theilea. 

„...Die  reine  Materie  ist  weiter  nichts,  als  die  Forderung  — 
and  die  logische  Möglichkeit,  diese  Forderung  zo  ei füllen  — ,  dass  jene 
Eigenschafleu  des  Körpers,  nach  bestimmtem  Maass,  einer  bestimmten 
mathematischen  Function  entsprechend ,  snsammengefaast  werden  Hollen 
und  können. 

Von  dem  Gotde  sagen  wir,  dass  es  gelb  =  ".  von  dieser  specifischen 
Dichte=l',  dehnbar  =  f,  schmelzbar  bei  dieser  Temperatur  =" '/,  etc.  sei. 

Das  Gold  ist  deshalb  eine  bestimmte  Vereinigung  dieser  Eigen- 
schaften,  also  Gold  =/"("i  ^1  *^T ''t  ■  -li  worin  /'eine  bestimmte  Art  nnd 
Weise  bedeutet,  in  welcher  diese  o,  h,  r,  ...  zu  einem  Ganzen  vereinigt 
gedacht  werden.  Wenn  diese  Eigenschaften  a,  d,  c,  ...  zurückgeffibrt 
sind  auf  Bewegungen  von  Punktatomon,  dann  bedeutet  /  nicht  mehr 
eine  bestimmte  Function  von  vielen  möglichen,  sondern  Function  über- 
haupt, Abhängigkeit  der  einen  Bewegung  von  jeder  andern;  dai 
die   intellectuelle    Arbeit,    symbolisch    durch  f(  )  bezeichnet,   die 


gern 


insamen  Urkraft 


J 


'irkende  Ma 


Uaterie  ist  — 
minder  wie  ei: 
„Forderung" 

I dieses  Symbol 
I 


enthalt,    ebenso    ist    d 

tlen  Inhalt;  der  aber  eine 
d,  die  aufeinander  bezöge] 


Arbeit!   Dieses  genus  pronin 
eh    die  beiden  obigen :    die 
und    eine   gewisse    „logische    Möglichkeit".) 
nichtsesgpud    ist,    so  lange  seine  Klammer  ki 


(Also;  dii 

ist  bemerkenswerth 
B  Materie  ist  eine  gewi 


Ebei 


Mal 

calilät  bildt 

werden   kö: 


Beziehnngs begriff  ohne  jeden 
hilft,  sobald  Sachen  (!)  d»- 


dein  nur  mit  Rflchiichl  auf  denjenigen  weitereu  Gedaukt^i 
zu  ihrer  Üerivirten r  hinüberfahrt. 
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Diejenigen,  welche  Kraft  and  Stoff  anterscheiden,  können  die  logisehe 
Berechtigung  hierzu  gleichfalls  an  dem  Symbol  f( )  finden.  Die  tod  der 
Materie  losgelöste  Kraft  ist  das  f^  der  von  der  Kraft  gereinigte,  also 
jetat  urreine  Stoff  ist  die  Klammer  ()/*  — 

Sehr  merkwürdig  ist  auch  noch  der  Schluss  des  Buches,  in  welchem 
der  Verf.  sich  anschickt,  seine  eigene  Person,  die  Substans  seines 
eigenen  Ich,  vor  unseren  Augen  aufzulösen  und  zu  verflüchtigen,  ihre 
räumlich •  zeitliche  Continuität  in  Frage  zu  stellen  und  über  die 
Grenzen  seines  Daseins  Zweifel  zu  verbreiten.  Das  geschieht  folgen- 
dermassen : 

„In  dem  vorhin  gebrauchten  Ausdrucke:  Der  Geist  schafft  den  Körper 
—  bezeichneten  wir  die  Summe  bewusster  Zustände  mit  dem  Worte 
, Geist*.  Das  ist  zu  unterscheiden  von  dem  Üblichen  Begriffe  , Geister*. 
Ebenso  wenig,  wie  beseelten  Monaden  im  Leibnitz'schen  Sinne,  ist 
hier  empfindenden  Atomen,  welche  zuweilen  für  ein  System  des  Monis- 
mus ausgegeben  werden,  das  Wort  geredet  worden;  ebenso  wenig  sta- 
bilen Persönlichkeiten' als  Geistern  oder  Gespenstern  im  mittelalterlichen 
Sinne.  Von  solchen  stabilen  Persönlichkeiten  weiss  unsere  Ana- 
lyse nichts;  im  Gegentheil,  es  würde  derselben  eher  entsprechen, 
auch  das  lebendige  Individuum  in  eine  Unzahl  einander  folgender  Ich 
aufzulösen,  von  denen  ein  jedes  nur  einem  einzigen  Momente  in 
dem  Leben  eines  Menschen  entspricht.  Das  Ich  ist  vorab  nur  ein  geo- 
metrischer Begriff,  zum  Zwecke,  um  die  verschiedenen  Zustände  des 
Bewusstseins  auf  ein  einheitliches  Subject  zu  beziehen;  und  deshalb 
von  derselben  Relativität  als  metaphysischer  Begriff,  wie  die  Indivi- 
dualität der  Dinge.  Wollte  man  aus  diesem  Ich  ohne  weitere  Einschrän- 
kung eine  stabile  Substanz  machen,  so  wäre  dem  zu  widersprechen; 
denn  jenes  Ich  ist  eine  ebenso  flüchtige  Erscheinung,  wie  ein  Einzel- 
gedanke, eine  Einzelempfindung.  Wir  sind  gewohnt,  eine  Reihe  solcher 
Ich,  Brennpunkte,  welche  ein  jeder  für  sich  ein  vollständiges  Gemälde 
enthalten,  wenn  wir  sie  in  uns  selbst  als  Erinnerungen ,  oder  ausser  uns 
als  eine  räumlich  -  zeitliche  Continuität  verfolgen  zu  können 
glauben,  Persönlichkeiten  zu  nennen.  Aber  diese  Continuität  ist  häufig 
eine  sehr  anfechtbare.  Die  in  der  Erinnerung  uns  vorschwebende  hat 
häufig  ganz  andere  Endpunkte,  als  die  von  dem  Standesamt  zunächst 
für  den  Leib  trotz  aller  seiner  physischen  Veränderungen  registrirte; 
und  wer  kann  wissen,  was  andere  Organismen  —  wenn  es  deren  giebt(!) 
-  für  Meinungen  über  diese  unsere  Continuität  als  Person  haben,  ob 
sie  uns  nicht  ganz  andere  Grenzen  zusprechen.  ...  Hiermit  soll 
keine  weitere  verborgene  Weisheit  angedeutet,  sondern  nur  zu  GemÜtbe 
geführt  werden ,  dass  alle  apodiktischen  Behauptungen  auf  diesem  Gebiete 
böcbuteus   VerstaudesbeschrKukuu^ew  vV^x  '^^x^^s^i^i  vci'l^x^^w. 


Unsere  Aufgabe  echlieast  hier,  denn  wir  stehen  mit  den  letzten 
Utxen  schon  vor  den  Problemen  der  IndividDalion  ADS  liem  allgemeia 
fficoleD,  und  der  AurUsung  der  Individnen  —  Prublemen,  welche 
ftnxserhalb  des  Kftbmeus  unserer  Untersnchnng  liegen;  ja  anBserLalb  defl- 
selbeo  liegt  schon  die  Vorfrage,  ob  diese  Gegenstande  überhanpt  neben 
der  puetidclien  nach  eine  wissenscb  aftHche  Behandlung  zulassen." 
L  Auch  de»  Heferenien  Aufgabe  schlieaet  hier.  Ueber  die  philosophi- 
PJnhen  ADsichien  des  Verf.  enthatten  wir  uns,  ein  Urtheil  abzngeben, 
■  weil  wir  auf  die  Motivirung  desselben  hier  nicht  in  genügender  Weise 
eingeben  können.  Möge  der  Leser,  wenn  er  sich  durch  Torstebenden 
Scbluss  der  „ ScblnsHresnltate "  augelockt  fühlt,  im  Original  selbst  Be- 
lehrung BOcben  nnd  dann  seinerseits  entscheiden,  inwiefern  es  eine 
„poetische  oder  wissenschaftliche  Behandlung"  mler  vielleicht  etwas 
Drittes  ist,  was  der  Verfasser  den  von  ihm  besprnchenen  Fragen  an  ■ 
gedeihen  lässC.  Ueber  den  physikalischen  Inhalt  des  Buches  aber  haben 
wir  unsere  Meinung  oben  schon  in  genügender  Weise  ausgesjjrouben.  Das 
Streben  des  Verf.  mag  vom  besten  Willen  beseelt  sein;  aber  wer  eine 
physikalische  Theorie  aufhaut,  muss  mit  änsserster  Vorsicht  zu  Werke 
gehen,  nnd  wer  dieselbe  der  wissenschnrilii-hen  Welt  plausibel  machen 
will,  der  muss,  unter  sorgfliltiger  Vermeidnng  aller  GedankensprUuge, 
sich  möglichster  Schärfe  und  Klarheit  in  der  Darstellung  befleiseen.  Vor- 
siebt im  Anfbau  der  Schlüsse  nnd  Klarheit  der  Onrstellung;  das  sind 
aber    gerade    die    Eigenschaften,    welche    dein    vorliegenden    Buche    am 


I  meisten  fehlen, 


Dr.  C.  IstNKi 


IIbluert,  Die  mathematischen  ond  physikalischen  Theorien  der  böheten 
Geodäsie.  Einleitung  und  l.Theil:  Die  malhfmalisdjen  'l'beovien. 
Leipzig  1880,  Teubuer.  XII  und  631  8,  8". 
)ie  Aufgabe,  die  Gestalt  der  Erde  so  beslimmen,  wSre  einer  ein- 
lachen Lösung  fKhig,  wenn  die  Erite  nicht  mit  Luft  umgehen  wäre, 
Reiche  die  Lichtstrahlen  in  einer  nicht  genau  SDiiigebendeu  Weise  von 
ihrer  geradlinigen  Bsbn  ablenken  würde.  Infolge  dieser  Hefraetinnswir- 
Riang  muss  man  zur  Bestimmung  der  Erdge^slalt  zu  einer  Combination  von 
geodätischen,  astronomischen  und  physikalischen  Metboden  seinr  ZuSuchl 
nehmen,  die  in  ihrer  Gesammtheit  aber  snah  nur  eine  nJibernngs weise 
KenntnisH  der  Form  der  Erde  liefern.  Der  Verfasser  des  vorliegen- 
[den  Werkes  hat  die  dankenswerthe  Aufgdbp  nntemommeu,  dieae  'Pheorier 

1  Zusammenhange  voizulUhreu,  und   gieht  uns  in  dem  ersten,  bis  i 
llillein  erschienenen    Bande  zuiillchst  die  geodJttiacheu  Methoden  ■ 

natischen  Begründung,     Die  Messungsresultate,  die  dar 
F'dieeer  Methode  xu  Grunde  liegen,  sind'-  geii^Ta9Vi%v.W.AAn^ 

a 
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ten,  die  Längen  einzelner  —  im  VerhältnisB  knrzer  —  Linien ,  dflr 
Basen ,  Dod  endlich  die  Horiiontal winke!  swiachen  den  BeobHcbtnnge- 
stationen.  Dieses  Haterial  reicht  offenbar  nicht  ans  zur  BeBtimmnng  der 
wahren,  physischen  Enloberflliche  mit  ihren  un rege) massigen  Formen, 
und  deswegen  sncht  man  es  znnSchsl  anznweDden ,  um  die  GeBtalt  des 
Ueoids  zu  andeu,  d.  h.  derjenigen  NiveauHAche  der  Erdattraction ,  von 
welcher  die  Oberfläche  der  ruhenden  Meere  einen  Theil  bildet.  Ob  ei 
überhaupt  möglich  ist,  aus  Messungen,  die  den  geudütischen  ähnlich  sind 
(falls  «ie  in  genügender  Menge  vorhanden  würenl,  die  (lestalt  des  Geoids 
zn  finden,  nnteraucht  der  Verf-,  nach  dem  Vorgange  von  Chrietofrel, 
und  findet,  dass  die  Frage  zu  bejahen  ist  nnter  den  Voraussetzungen, 
die  wir  bei  der  Erde  machen  dürfen.  Vorerst  —  d  h.  bis  die  Messungen 
viel  dichter  als  jetzt  die  Erde  umspannen  —  kann  man  aber  die  ge 
dachten  Methoden  nicht  anwenden,  sondern  muss  eine  AnnSherang 
enchen,  indem  man  von  der  Annahme  ausgehl,  dnes  das  Geoid  im 
Grossen  und  Ganzen  nicht  viel  Ton  einer  Engel,  nnd  noch  weniger  vt*a 
einem  Rotnlionsellipsoid  eich  nnterecheidet.  Man  vergleicht  die  Messungen 
mit  piner  Referenzfläche,  als  welche  man  bei  kleineren  Gebieten  eine 
Kugel,  bei  grösseren  ein  RolationEellipsoid  wählt,  desfen  Dimensiooen 
gegeben  sind  (aus  praktischen  Gründen  wird  man  die  Eessel'schen  ror 
sieben)  und  dessen  Axe  der  Erdaxe  parallel  ist.  Man  denkt  sieb  die 
Referenzfläche  so  gelegt,  dass  ihr  geodätischer  Bogen  zwischen  den  Fns«- 
punkten  derjenigen  Normalen ,  »eiche  durch  die  Endpunkte  der  Basis 
gehen,  die  gemessene  Länge  der  Basis  hat.  Auf  diese  Referenzfläche 
werden  dann  die  Funkle  der  Erdoberflliehe  durch  Normalen  (d^t  Refe- 
renzfläcbel  projicirt;  die  Abweichungen  dieser  projicirenden  Normalen 
von  den  Lothlinien  der  Erdorte  bilden  die  Lolbab  weich  uugen.  Ffir 
jeden  Erdort  sind  dann  ans  den  Messungen  fSnf  Unbekannte  zu  bestim- 
men, nämlich:  Länge  und  Breite  der  projicirenden  Normale,  Höhe  über 
dem  Referenzellipsoid  nnd  zwei  BestimmungsstUcke  der  Lothabweichung. 
Diese  Grössen  werden  aus  den  Gleichungen  gefunden,  welche  die  be 
obachteten  Daten  durch  die  Unbekannten  ausdrücken.  Die  Auflusnog 
erfordert  die  Einführung  von  Nähernngswerthen  und  die  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate,  und  ist  eine  mühevolle  Arbeil.  Wie 
dieselbe  anzuordnen  ist,  bei  verschiedenen  Annahmen  über  den  Umfftng 
und  die  Reichhaltigkeit  des  vorliegenden  Beobachtungsmalerials  nnd  dessen 
Genauigkeit,  wird  im  II.  n.  12.  Cap.  des  Bitches  gelehrt,  und  zwar  ohne 
und  mit  RUcksicht  anf  die  Lothabweichnngen.  Wenn  für  gehörig  viele 
Pnnkte  die  Lothabweithungcn  bestimmt  bind,  so  kann  man  empiriech 
eine  Fläche  finden,  welche  alle  Lothlinien  senkrecht  schneidet,  und  diese 
«1«  eine  Annäherung  an  eine  Niveaufläche  der  Schwere  belrachten. 
tietmett  hezeichnet  sie  als  Spbäroid  und  giebt  zwei  Beispiele  für 
BeBÜmmang. 


1 


Wenn  eine  Reihe  von  M^sBnng§ gebieten  vorliegen,  so  kann  man 
endlich  ein  EeferenzelHpsoid  licgtimmeD,  wfilcbes  allen  Meseuagen  sicli 
möglichet  genau  anBchlicBst  nnd  das  dann  am  meiElen  den  Namen  Erd- 
ellipBoid  verdient.  Wie  diese  BestimmuDg  en  mncben  sei,  ist  im 
13.  Capitel  gelehrt. 

Um  nao  die  vorgenannten  Aufgaben  lösen  zn  können,  muss  man 
im  Stande  sein,  den  Znsammenhang  zwischen  den  beobachleten  Grössen 
und  den  iu  das  Problem  eingehenden  Unbekannten  anzugeben;  die  Her- 
stellung der  Gleichungen ,  welche  die  gesuchten  Beziehungen  ergeben, 
bildet  den  Inhalt  der  Capitel  1  —  10,  wahrend  die  vorausgeschickte ,  aus 
drei  Capitelu  bestehende  Einleitung  BegriEF  nnd  Gegenstand  der  höheren 
Geodäsie,  historische  Entwickelung  der  Kenntnisse  von  der  ErdoheiflSche 
nud  mathematische  Entnickelungen,  die  in  den  Anwendungen  viel  ge- 
braucht werden,  behandelt.  Die  erwähnten  Gleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  nnd  den  gemessenen  Orüssen  gestalten  sich  verschieden,  je 
nachdem  man  eine  Kugel  nder  ein  Ellipeotd  als  Keferenzflücbe  zu  Grunde 
legt.  Für  die  Kugel  werden  im  2.  und  3.  Capitel  zuerst  die  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  entwickelt,  welche  die  strenge  Lösung  der 
gestellten  Aufgabe  ergeben;  da  aber  die  vorkommenden  Dreiecke  kleine 
Seiten  haben,  können  die  Löiungen  in  Uoiben  entwickelt  werden,   oder 


der  sphärisch 
uter  UmsIÜndi 


man  kann  die  Bere 
rednctren.     Auch  ki 
nnd  Horizontalwinkeln   statt 
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die  eine  eine  grössere  Mübc  zur  Erreichnug  einer  gegebenen  Genauigkeit 
verlangt,  als  die  andere.  Deshalb  werden  in  den  genannten  beiden 
Capitetn  die  verschiedenen  Methoden  entwickelt  und  mit  einander  ver- 
glichen. 

Die  Sehne  nnd  der  Vertikalscbnitt ,  d.  h.  Normalschnitt  auf  dem 
Ellipsoid  bilden  den  Gegenstand  des  vierten  Capitels,  in  dem  die  Auf- 
gaben der  Geodäsie  mit  einer  ellipsoid ischen  RelerenzflMche,  zunHchst 
mit  Benutzung  der  bezeichneten  Elemente,  durchgcföhrt  werden.  Es 
seigt  sich,  dass  die  anf  Sehnen  und  Horizontalwinkel  gegründeten  For- 
meln im  Ganzen  bequem  nnd  scharf  sind  und,  unter  Umständen,  «ich 
praktisch  gut  verwenden  lassen.  Obgleich  somit,  vom  rein  mathemati- 
schen Standpunkte  aus,  kein  Grnnd  vnriAge,  die  geodätische  Linie  in 
die  Geodiisie  einzuführen,  wie  dies  Gausa  nnd  Bessel  gelhan  hab 
ebt  doch  die  Untersuchung  der  Fnrmeln,  welche  die  Geod' 


1er  geodAliachei 
Abtblg.  il 


Lin 


liefert,    das 


i  yr&kl\ac\\«i  U\n\Vd 
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faftft    ist    and    in    dieser  Beziehung  anch  von  keinem  andern    der   vor- 
geschlagenen   Hilfsmittel    Übertroffen   wird.     Nachdem«  im   5.  Capitel   die 
Formeln,    die  sich  auf  die  einzelne  geodätische  Linie  beliehen,   streng 
und   mit  Hilfe  von  Reihen   abgeleitet  sind,   wird   im  6.  Capitel  die  von 
Christof  fei  zuerst  eingeführte  reducirte  Lange  einer  geodätischen  Linie 
definirt    und    werden    mit    ihrer   Hilfe   die   wichtigen    Differentialformeln 
angegeben  für  die  Aendernngen  der  Länge  und  der  Azimuthe  einer  geo- 
dätischen Linie,    deren  Endpunkte   sich   verschieben.     Auch  der  Zusam- 
menhang zwischen  Länge  und  den  geodätischen  Azimuthen  einer  solcbea 
Linie  einerseits   und   den   geographischen   Coordinaten   ihrer  Endpunkts 
andererseits   wird  in  diesem  Capitel  aufgestellt.     Das  7.  Capitel  ist  dem 
Laufe  der  geodätischen  Linie  und  ihrem  Verhältnisse  zu  den  gegeoseiti- 
gen  Vertikalschnitten    der  Endpunkte  gewidmet,   und  das  8.  giebt  dann 
die  Formeln  für  die  Trigonometrie  der  geodätischen  Dreiecke.     Die  Bat- 
Wickelung    folgt    hier    dem    von    Christoffel    eingeschlagenen    Oauge, 
indem  zuerst   die  Differentialgleichungen   zwischen  Seiten-   und  Winkd- 
änderungen   entwickelt   und    diese   dann   durch  Reihen    integrirt  werden. 
Man  findet  dabei,  wie  sich  ein  solches  Dreieck  auf  ein  sphärisches  odei 
ein    ebenes   reduciren    lässt,   und    dass   ein  Dreieck  von  noch  messbaieT 
Dimensionen   auf   der  Erde   immer  als    auf  einer  Kugel  von    passendei 
Radius  liegend  angesehen  werden  kann.     Statt  nun  die  Punkte  des  £ 
lipsoids  durch  geographische  Coordinaten  (Länge  und  Breite)  su  bestii 
men,  kann  man  auch  mit  geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  Coordin 
tensysteme  bilden,  und  zwar  Polarcoordinatensysteme  oder  rechtwinklig 
Das   erstere   hat   früher   schon  Verwendung  gefunden,   die  dem   sweit 
entsprechenden  Formeln  werden  im  9.  Capitel  abgeleitet.   Dieselben  la8^ 
sich    für  Distanzen  von   ein    paar  hundert  Kilometer  auf  wenige  Olie 
reduciren    und   bei  Gebieten,    die  sich   höchstens   um   hundert  Kilom* 
beiderseits   von  einem  Meridian  entfernen,    durch  eine  Rechnung  in 
Ebene,  mit  nachträglichen  kleinen  Correctionen,  ersetsen  (Cap.  10). 

Das  ganze  Buch  ist  in  der  Beziehung  elementar  gehalten,  dass 
gend   von  Variationsrechnung  und  elliptischen  Functionen  Gebranch 
macht    ist.     Die    vorkommenden   Formeln   sind   stets   durch   Berech n 
extremer  Beispiele  und  eventuell  Vergleichung  mit  scharfen  Bechnui 
auf  ihre  Genauigkeit  geprüft,    so   dass   man   in   allen  Fällen  der  Fi 
sich  darauf  verlassen  kann,  hinreichend  genaue  Resultate  zu  finden. 
Reichhaltigkeit  des    Inhalts   lässt   die   obige   kurze   Uebersicht   erkei- 
Diese  Eigenschaften:  Vollständigkeit  im  Inhalt  bei  Einfachheit  und  St. 
in  der  Form  machen  das  Buch  zu  einem  unentbehrlichen  Handbuc 
Geodäsie  für  Jeden,  der  sich  mit  dieser  Wissenschaft  befassen  vih 

Möge   der  Herr  Verfasser   den    zweiten  Band,   der   die   mechai. 
jobjrsikalischen  Theorien  bringen  wird ,  dem  ersten  folgen  su  lasse ii 
die  Müsse  finden.  J.  Lür. 
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Die  Terrain -Aufnahme  mit  der  taohymetrischen  Eippregel  von  Tichjf 
und  Starke.*  Für  das  Selbst- Studium  bearbeitet  von  Anton  Sohbll, 
k.  k.  Professor.  Mit  20  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitteo. 
Wien  1881,  L.  W.  Seidel  &  Sohn.  8®.  48  S.  und  3  Zablen- 
tabellen. 
In  eiuer  früheren  Schrift,  über  welche  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  27 
S.  15,  berichtet  wurde,  hat  der  Verfasser  ein  Tachymeter  mit  theodolitb- 
artigem  Untergestelle  beschrieben.  Wesentlich  dasselbe  Instrument ,  mit 
Weglassung  des  Horizontalkreises,  ist  statt  auf  einen  Dreifuss  auf  eine 
Säule  gestellt  worden  und  so  die  in  vorliegender  Schrift  beschriebene 
Kippregel  entstanden.  Der  Messtisch  mit  allem  Zubehör  ist  veraltet  und 
sollte  ausser  Gebrauch  kommen;  diese  Meinung  theilt  der  Berichterstatter 
mit  den  berufensten  Fachleuten.  Demgemäss  erscheint  ihm  die  Einführung 
einer  neuen  Kippregel,  namentlich  wenn  diese  die  Zugaben  von  Stech- 
nadeln, Parallelschiebern,  Maassstab  hat,  wenn  die  Befestigung  der  Trag- 
säule am  Lineale  nicht  einfach  ist,  das  Fernrohr  eine  verwickelte  Ein- 
richtung hat  und  umständliche  Theilungen  vorkommen,  wie  im  vorliegenden 
Falle,  nicht  als  ein  nützlicher  Fortschritt,  sondern  als  ein  nicht  wün- 
schenswerther  und  nicht  lobenswerther  Rückfall.  Die  Ausstellungen, 
welche  an  dem  (theodolithartigen)  Tachymeter  von  Tichy  und  Starke 
gemacht  wurden,  gelten  auch  für  die  Kippregel  und  neue  Bedenken 
kommen  hinzu,  da  die  Anpassung  der  Vorrichtung  zur  Kippregel  weitere 
Complicationen  bedingt  hat.  Was  hinsichtlich  mangelnder  Schärfe  der 
Darstellung  über  die  erste  Schrift  gesagt  worde,  ist  für  diese  neuere  nur 
zu  wiederholen.  Der  Verfasser  hat  im  3.  Hefte  des  27.  Bandes  dieser 
Zeitschrift  eine  Antikritik  veröffentlicht,  durch  welche  meines  Erachtens 
keineswegs  eine  Entkräftang  meines  Tadels  bewirkt  wird,  sondern  im 
Gegentheil  eine  Bekräftigung  meiner  Ausstellungen,  sowohl  des  in  der 
Antikritik  mit  Stillschweigen  Uebergangenen,  als  des  darin  Besprochenen. 
Was  dort  aus  dem  Rahmen  sachlicher  Besprechung  tritt,  lässt  mich  gänz- 
lich kühl,  hat  für  Andere  also  noch  weniger  Interesse  und  bleibt  un- 
beantwortet. Als  ich  Nachricht  von  der  Antikritik  erhielt,  zunächst  ohne 
etwas  über  ihren  Inhalt  zu  erfahren,  erwartete  ich  die  Aufdeckung  eines 
Versehens,  dessen  ich  mich  schuldig  gemacht  habe.  Diese  blieb  aber 
aus  und  deshalb  benütze  ich  die  Gelegenheit,  mich  selbst  zu  bericb- 
tigen. 

Ich  sagte,  der  anallatische  Punkt  einer  Linsenzusammenstellung  falle 
(wie  bei  einer  Linse)  in  den  vordem  Brennpunkt  der  äquivalenten 
Linse,  diese  an  ihren  wahren  Ort  gedacht,  d.  h.  so  gestellt,  daas  die 
mit  ihr  erhaltenen  Bilder  nach  Grösse  und  Lage  übereinstimmen  mit 
jenen,  welche  mit  der  Linsenznsammenstellung  selbst  erhalten  werden. 
Der  anallatische  Punkt  der  Zusammenstellung  zweier  Linaen  TOii  i^ 
Brennweiten  /\  uud  f^  und   dem  Abstände  d  We^Jt  «V>«t  \%  "^VMi&ifiä 
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um  — -7  hinter  dem  vordem  Brennpunkte  der  an  ihrem  richtigen 

Orte  stehenden  äquivalenten  Linse. 

Einige  der  von  mir  an  den  Tichy- Starke 'sehen  Apparaten  ge- 
machten Ausstellungen  macht  Herr  Schell  eigentlich  selbst,  sucht  sie 
aber  rhetorisch  abzuschwächen.  S.  3  wird  die  Vermehrung  der  kost- 
spieligen Feldarbeit  zugegeben,  dann  aber  geredet:  „Der  ökonomische 
Nachtheil  ...  wird  jedoch  zum  grössten  Theil  dadurch  compenairt,  dass 
...  der  grösste  Theil  der  Hausarbeit  gänzlich  entHlllt*'  u.  s.  w.  Und 
gleich  darauf,  S.  4,  heisst  es:  „Die  nach  Tichy's  Vorgang  erforderliche 
aweite  Ablesung  am  Vertikalkreise  und  die  damit  im  Zusammenhange 
stehende  Ablesung  der  Höhe  an  der  Latte  'ist  allerdings  mit  eineni 
kleinen  Zeitverluste  verbunden,  der  aber  kaum  in  Betracht  kommt, 
wenn  die  Operationen  nur  einigermassen  mit  Geschick  und  Verst&ndniss 
ausgeführt  werden/*  Folgt  noch  eine  Tröstung  für  den  Ökonomischen 
Nachtheil.  Derlei  erinnert  an  gewisse  Badschriften,  in  denen  bewiesen 
werden  muss,  dass  das  betreffende  Wasser  für  alle  möglichen  Schäden 
gut  ist,  Durchfall  heilt  und  Hühneraugen,  Schwindsucht  und  Kurasick- 
tigkeit,  Hämorrhoiden,  Lähmung,  Steinleiden,  Unfruchtbarkeit,  Fettsucht 
und  Gehirnerweichung.  Wer  nicht  gerade  Badearzt  desselben  Kurorts  ist, 
denkt  anders  Über  die  Wirkungen  jenes  Wassers,  gerade  so  wie  ich  fiber 
die  T  ich  7- Starke 'sehen  Tachymeter- Instrumente  eine  andere  Ansiebt 
habe,  als  Herr  Schell.  Boh» 


Die  synthetische  Oeometrie  der  Ebene.  Ein  Lehrbuch  für  den  Schal- 
gebrauch und  Selbstunterricht  von  Dr.  Julius  Wbnck,  Direetor 
der  herzogl.  Baugewerb-  und  Gewerbschule  zu  Gotha.  —  Leipsig 
und  Heidelberg,  bei  Winter.     4  Mk. 

In  keinem  Buche,  welches  zugleich  für  den  Schulgebrauch  und  den 
Selbstunterricht  geschrieben  ist,  wird  die  Darstellung  beiden  Zwecken 
gleichmässig  gerecht  werden  können;  während  der  Schulgebranch  eine 
knappere  Form  verlangt,  erheischt  der  Selbstunterricht  umständliche 
Breite.  Das  vorliegende  Werk  scheint  mebr  dem  letzten  Zwecke  zu  dienen. 
Für  den  Schulgebraach  dürfte  es  sich  aber  nicht  eignen,  da  es  wohl 
kaum  eine  Schule  geben  wird,  welche  Zeit  hätte,  in  der  gebotenen 
Form  die  Schüler  in  die  synthetische  Geometrie  einzuführen.  Vor  Allem 
ist  die  Reihenfolge  der  einzolnen  Abschnitte  bedenklich.  Fs  werden 
nämlich  zuerst  die  allgemeinen  Principien  der  projectiven  Geometrie  aus- 
führlich dargelegt,  ohne  im  Folgenden  rechte  Verwertbung  zu  finden. 
So  behandeln  die  ersten  Abschnitte  auf  164  Seiten  die  Punktreihen, 
Strahlonhdscho]   und  die  proJeclWeti  \exyjva^V*^*k^v.^\i.^  Tiud  werden  nur 
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»nf  nngel^br  30  Seiten  durch  die  Theorie  des  volUtändigen  Vierecks 
und  Vierseits  und -die  Transveraalentheorie  de»  Dreiecks  unterbrochen. 
Die  letztere  führt  zu  den  Salzen  des  Menelaua  nod  Oevs  und  kann 
(liglich  in  einer  sj'ntlieti sehen  Darstellung  der  Planimetrie  entbehrt  wer- 
den, da  diese  Sätze  eich  der  pinnimetriechen  Änschauang  entziehen  und 
bei  geometriGchen  Untersuchnngeti,  die  eich  auf  prnjeclive  Eigenscbafien 
stutzen,  wolil  kaum  gebraucht  »erdea. 

Ohne  Benntzung  der  vorher  entwickelten  projectiveo  Beziehungen 
werden  dann  in  bekannter  Form  die  barmoniächen  Eigenschaften  des 
Kreises  abgeleitet.  Man  findet  den  Satz:  Wenn  zwei  Kreiee  »ich  recht- 
winklig schneiden,  eo  wird  jeder  Durdimesser  des  einen  von  der  Peri- 
pberie  des  andern  harmonisch  getheilt,  aber  nicht  seine  Verallgemeine- 
rnng  Tür  den  Fall,  dass  der  Dnrchmet^ser  des  einen  Kreises  von  dem 
andern  nicht  geHchnitteu  wird,  eine  Verallgemeinernng,  welche  für  die 
Theorie  der  Potenzlinie  und  der  g em ei aech ältlichen  Secanten  der  Kreise 
vnn  fnndamentaler  Bedeutung  ist.  Die  Lehre  von  der  Potenzlinie 
nnd  den  Aehnlichkeitspnnkten  wird  gegeben,  doch  fehlen  die  schönen 
gegenseitigen  Beziehungen,  welche  der  Poten^kreis  vermittelt,  und  die 
Anwendungen  auf  das  Berühren  und  Schneiden  der  Kreise  unter  gegebe- 
nen Winkeln.  Uie  Eegeleclinitte  erscheinen  als  collineare  Cutven  des 
Kreises  und  daher  gelten  die  prujectiven  Eigenschaften  der  Kreise  auch 
für  Kegelschnitte;  die  Fundament Hlconstructionen  der  letzteren  aus  fünC 
Punkten  und  Tangenten  sind  durch  projective  Gebilde  anageführl;  frtiber 
schon  war  mit  Hilfe  von  congttienten  projectiven  Strahlen  huscheln  eine 
Conslrnction  von  beliebig  vielen  Pankten  des  durch  drei  Punkte  bestimm- 
ten  Kreises  gegeben,  eine  Construclion,   deren  Zweck  bei  der  einfachen 

■  argauischen  Construclion  des  Kreises  nicht  recht  ersichtlich  ist. 
Es  fehlt  der  Nachweis,  dass  Jede  durch  prnjective  Gebilde  erzeugte  Curve 

weiter  Ordnung  als  collineare  Curve  des  Kreises  betrachtet  werden  kann. 

Die  Brennpunkte  erscheinen  als  Doppelpunkte  der  Involutionen,  in 

welchen    die  Axen    durch    conjngirle  Normalstrahlen  geschnitten  werden; 

r  Construction  der  Brennpunkte  ergeben  sich  unmittelbar  einige 

Baupteigenschaflen ;  die  Leitlinie  wird  als  Polare  des  Brennpunktes  defi- 

Valrt,    doch  wird  die  H&uptbeziehung  zwischen   Brennpnnkt  und  Leitlinie 

■  sieht  angegeben,  dass  das  Verhültniss  der  Abstände  eines  Kegolscbnitt- 
pnnktee  von  einer  Leitlinie  und  ihrem  Brennpunkte  constant  ist,  wührend 
der  specielle  Fall  dieses  Satzes  für  die  Parabel  bewiesen  wird. 

Die  Darstellung  der  behandelten  Abschnitte  ist  klar  nnd  eingebend 

und  deshalb  kann  das  Buch  Demjenigen,  der  ohne  Lehrer  sich  mit  den 

G»undz(lgen    der    synthetiscben    Geometrie    vertraut    machen    will,    von 

gntem   Nutzen    sein.     Für   den  Schnlgebraucb   kann    es    nicht   empfohlen 

ÄJI*'^^"'  M1LIB..W8K1. 
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Vorlesungen  tlber  neuere  Oeometrie  von  Dr.  Moritz  Pasch,    Professor 
an  der  Universität  zn  Giessen.     Leipzig  bei  Tenbner. 

Die  ,, Vorlesungen  über  neuere  Oeometrie**  fassen  die  Geometrie  als 
eine  Wissenschaft  auf,  welche,  durch  gewisse  Naturheobachtnngen  hervor 
gerufen,  aus  den  unmittelbar  beobachteten  Gesetzen  einfacher  Erschei- 
nungen ohne  jede  Zuthat  und  auf  rein  deductivem  Wege  die  Gesetze 
complicirterer  Erscheinungen  zu  gewinnen  sucht,  und  erhalten,  indem  sie 
sich  von  vorn  herein  auf  den  empirischen  Kern  beschränken,  der  Oeo- 
metrie den  Charakter  der  Naturwissenschaft. 

Auf  die  Eaklidische  „elementare**  Geometrie,  elementar  „wegen  der 
gleichförmigen  Einfachheit  ihres  Verfahrens*',  stützen  sich  die  analytische 
und  die  neuere  Geometrie.  Die  analytische  Geometrie  ist  dem  Stoffe 
nach  eine  Fortsetzung,  der  Methode  nach  ein  Gegensatz  zu  den  Elemen- 
ten; die  neuere  Geometrie  benutzt  wie  die  elementare  im  Wesentlichen 
dieselben  Mittel  der  Forschung,  ist  aber  im  Gepräge  wesentlich  von  ihr 
unterschieden.  Während  die  elementare  Geometrie  die  Begriffe  möglichst 
eng  begrenzt,  den  vom  Einfachen  zum  Zusammengesetzten  fortschreiten- 
den Entwickelungsgang  einschlägt  und  deshalb  nicht  zu  allgemeinen 
Principien  gelangt,  geht  die  neuere  Geometrie  von  weiten  Begriffen  ans 
und  überträgt  die  allgemeinen  und  umfassenden  Grundgesetse  auf. die 
einzelnen  Fälle.  Diese  neuen  Gesichtspunkte  der  neueren  synthetischen 
Geometrie  hat  die  analytische  Geometrie  sich  zu  eigen  gemacht;  die  ele- 
mentare Geometrie  dagegen  ist  von  ihnen  noch  wenig  beeinflusst.  Die 
erweiterten  modern  •  geometrischen  Begriffe  auch  in  den  Elementen  in 
verwenden,  ist  die  Aufgabe  des  vorliegenden  Werkes,  das  ans  diesem 
Grunde  schon,  vor  Allem  den  Lehrern  der  Mathematik,  zu  empfehlen 
wäre,  wenn  nicht  auch  die  Neuheit  der  Darstellung  demselben  grösseres 
wissenschaftliches  Interesse  verleihen  würde.  Es  setzt  keine  Kenntnisse 
voraus,  welche  erst  in  der  Geometrie  erworben  zu  werden  pflegen,  leitet 
uns  bis  an  die  ersten  Anfänge  zurück  und  strebt  überall  nach  Klarheit 
der  Begriffe  und  Reinheit  der  Entwickelung. 

Der  „Punkt**  wird  als  Körper  aufgefasst,  dessen  Theilnng  sich  mit 
den  Beobachtungsgrenzen  nicht  verträgt;  auf  der  begrenzten  y,Linie" 
ist  es  erfahrungsmässig  unmöglich,  verschiedene  Wege  zwischen  densel- 
ben Punkten  zurückzulegen. 

Die  Begriffe  der  geraden  Strecke  und  der  Ebene  sind  durch  Erfahrung 
bekannt;  .sie  sind  Grundbegriffe  und  können  nicht  definirt  werden.  An 
den  geraden  Strecken  und  ihren  Funkten  werden  durch  unmittelbare 
Beobachtung  einfache  Eigenschaften  wahrgenommen;  diese  unmittelbaren 
Wahrnehmungen,  aus  denen  auf  deductivem  Wege  andere  Eigenschaften 
abgeleitet  werden,  sind  die  Grundsätze.  Sie  sollen  das  von  der  Mathe- 
matik  zu  verarbeitende  empmsciie  ^Va\.&i\«\  NQ\\^\\&.\idv^  umfassen ,  so  dasi 
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D«ob  ihi-ei  Anfelellung  aaf  die  SinaeswAbmehmaDgen  nicht  mebr 
ZDrUckzngehen  brnncbt. 

Sind  A  nad  B  zwei  Punkte  einer  geraden  Strecke,  so  Iftest  sich 
zwiechen  ihnen  ein  Jritter  Poukt  C  wSklen;  wird  hierauf  der  Punkt  C, 
zwischen  A  n«d  C  der  Piinkt  C,  zwischen  A  und  C^  n,  h.  f.  eingeschaltet, 
so  kann  mjin  immer  mehr  in  die  Nabe  de»  Punktes  A  gelangeu  und  muss 
dann  Bcblie^ulicb  saf  weitere  EinHchaltungen  verzichten;  es  lässt  sieb 
vielmehr,  wie  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Punktes  folgt,  eine 
Strecke  angehen,  auf  weichet  einaeine  Punkte  nicht  mehr  von  einander 
unterschieden  werden  können,  die  also  hei  der  Messang  vernachlässigt 
werden  kann.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  jeder  kleineren  Strecke.  Uier- 
durch  wird  innerhalb  der  Beobaohtungsgrenzen  der  Begriff  der  Irraliona- 
Itttit  anfgehuben  und  die  Geometrie  in  einfachster  Weise  zur  erfolgreichen 
Anwendung  in  den  Naturwissenschaften  und  Im  praktischen  Leben  be- 
nthigt,  da  diese  Anwendung  darauf  hernbt,  dass  die  geometrischen  Be- 
griffe den  empirischen  Objecten  genau  onliiprecben. 

Der  Begrjä' Punkt  oder  eigentlicher  Punkt,  wie  er  bis  dabin  benutzt 
ist,  erffihrt  eine  Erweiterung;  als  uneigeutlicbe  Punkte  erscheinen  die 
ideellen,  nicht  beobachtnngs fähigen  Durchschnitte  von  Geraden,  wie  z.  B. 
in  der  Enklidischen  Geometrie  die  unendlich  fernen  Puukte.  In  gleicher 
Art  wird  der  ideelle  Ünrcbschuilt  zweier  Ebenen  eine  nn eigentliche  Ge- 
rade genanut  nnd  es  werden  die  bisher  für  eigentliche  Punkte  und 
Gerade  gewonnenen  Resultate  auch  für  die  nneigentlichen  als  giltig  nach- 
gewiesen, namentlich  auch,  dass  drei  uneigentlicbe  Punkte  eine  Ebene 
bestimmen,  welche  uneigentlicbe  Ebene  genannt  wird.  Sind  also  ABC 
drei  aneigentliche  Punkte  und  liegt  ein  vierter  Punkt  U  in  der  Ebene 
A  BC,  s'i  heisst  das :  die  nneigentlichen  Geraden  A  H  und  CD  schneiden  sich. 

Darauf  werden  die  harmonischen  und  projectiven  Eigenschaften  der 
Eignren  untersucht,  Ferspectivität,  Collinealion,  Reciprocität  in  Betracht 
gezogen-  Die  Lehre  von  der  Congrueuz  wird  bis  zur  Aufstellung  der 
absoluten  Polarsysteme  fortgeführt,  in  denen  jeder  fJeraden  einer  Ebene 
und  jeder  Ebene  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Senkrechten  als  absoluter 
Po!  entspricht.  Der  Zusammenhang  zwischen  Congrnenz  und  Projeoti- 
vitKt  wird   durch  das  barmoniscbe  Gebilde  vermittelt. 

Ist  P  die  Mitte  der  Strecke  AC,  so  ist  der  ihm  zugeordnete  har- 
monische Punkt  B^  ein  uneigentlicher  Punkt;  R  und  B^  beissen  „ver- 
knüpfte" Punkte. 

Wenn  zwei  congruente  Punktreiben  anf  einer  Geraden  liegen,  so 
haben  sie  entweder  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  B  oder  nicht;  im 
ersten  Falle  beissen  sie  ,,inverB  congruent"  und  haben  noch  den 
dem  Punkte  B  verknüpften  Punkt  ß,  zum  uneigenllichen  Doppelpunkte; 
im  andern  Falle  beissen  sie  ,,direct  congruent".  .Sind  dir- St  reck  i>' 
Ali  und  BV  der  Geraden  g  einander  gleich  und  ist  l\  dev  d«.^&  V'«,«! 
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B  zngeordoete  harmonische  Pnnkt  in  der  Reihe  ACBB^^  so  bilden  die 
Paare  BB^^  eine  Involution,  die  „absolute  Involution^*  der  Germden 
g.  Diese  ist  entweder  parabolisch  oder  hyperbolisch  oder  elliptisch.  Im 
ersten  Falle  hat  sie  einen  uneigentlichen  Doppelpunkt,  den  „absoluten 
Punkt*'  der  Geraden,  und  führt  zur  Euklidischen  Geometrie;  im  «weiten 
Falle  hat  sie  zwei  uneigentliche  Doppelpunkte  und  führt  zur  Gauss- 
sehen,  im  dritten  Falle  endlich  zur  Riemann*schen  Geometrie. 

Entsprechen  sich  in  congruenten  Systemen  zwei  Punkte  A  und  B 
seihst,  so  entsprechen  sich  alle  Punkte  ihrer  Verbindungslinie  /  selbst 
und  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  C  und  D  können  durch  Drehung 
um  f  vertauscht  werden.  Wird  f  von  CD  in  E  geschnitten,  so  ist  CE 
^=DEy  und  sind  CDEF  harmonisch,  so  ist  F  ein  uneigentlicher  sieh 
selbst  entsprechender  Punkt  der  beiden  Systeme  und  zwar  der  einiige 
noch  mögliche;  er  heisst  der  absolute  Pol  von  /*. 

Zu  jeder  Geraden  gehört  also  ein  absoluter  Pol;  liegen  zwei  Gerade 
so,  dass  jede  durch  den  absoluten  Pol  der  andern  geht,  so  sind  sie 
„senkrecht**. 

Alle  einem  Punkte  S  verknüpften  Punkte  einer  Ebene  liegen  in 
einer  uneigentlichen  Geraden,  der  „absoluten  Polare**  von  S, 

Sind  in  dem  so  hergestellten  absoluten  Polarsysteme  R  und  S  eigent- 
liche Punkte  einer  Ebene  17,  r  und  s  ihre  absoluten  Polaren,  so  ist  rs 
der  absolute  Pol  von  RS, 

Macht  man  nun  die  Annahme,  dass  r  und  s  zusammenfallen,  so 
schneidet  r  die  Gerade  RS  lu  ihrem  absoluten  Punkte  und  man  gelangt 
zur  Euklidischen  Geometrie;  die  Gerade  r  heisst  die  „absolute  Ge- 
rade** der  Ebene.  Die  Paare  conjugirter  Strahlen  der  circularen  Invo- 
lution in  /?  und  S  schneiden  die  absolute  Gerade  r  in  derselben  Invo- 
lution, der  „absoluten   Involution**  der  Ebene. 

In  analoger  Art  gelangt  man  zum  absoluten  Polarsystem  im  Räume. 

Jetzt  lässt  sich  nachweisen,  dass  diie  Winkelsumme  eines  Dreiecks 
in  der  Euklidischen  Geometrie  gleich  180^  in  der  Gauss*schen  kleiner, 
in  der  Ri  e  mann 'sehen  grösser  als  180^  ist.  Der  Versuch  entscheidet 
für  die  Euklidische  Geometrie. 

Die  letzten  Paragraphen  beschäftigen  sich  mit  der  Verbindung  der 
geometrischen  Zahlen  begriffe,  also  namentlich  mit  der  Messung,  und  ent* 
halten  die  Theorie  der  DoppelverhältDisse  und  die  Methode  der  Coordi- 
naten.  Erst  die  analytische  Untersuchung  giebt  dem  Begriffe  des  Punktes 
diejenigen  Merkmale,  welche  man  sonst  von  vornherein  mit  dem  so- 
genannten „mathematischen**  Punkte  zu  verbinden  pflegt. 

Jedem,   der  sich  mit  den   fundamentalen  Principien  der  Geometrie 
beschäftigt,  bietet  das  vorliegende  Werk  eine  Fülle  von  Anregungen,  die 
Grundsätze  und  Methoden  der  neueren  Geometrie  auf  die  elementare  an  ttber- 
tragen,  und  ist  sein  Studium  anr»  V^\^Tm%\.ft  wi'uqlx^xV«^.      '^wAÄC^^a«, 


H 
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itfad«ii  ftkr  den  seometriaoben  Unterricht ,  znm  Oelirfmche  an  höheren 
UnterrichtfidnstBltpn  bearbeitet  von  Dr.  R.  Uegeu.  Erster  Tbeil, 
Plnnimetrie.  Breslau  1882,  Eduard  Trewendt. 
Je  grösser  die  Anzahl  der  Mitstreiter  uod  je  irefflicher  ihre  Leist- 
iD  Bind,  nm  so  strenger  pflegen  die  Zuschauer  nnd  Preisrichter  zu 
■ein.  Es  kann  daher  nicht  befremden,  dass  dietier  Orundafttz  auch  auf 
die  Bearbeitung  eines  „Leitfadens",  welcher  durch  die  Elemente  der 
Geometrie  hindurchfUhrt,  Anwendung  findet  und  der  Masastab  der  Be- 
urtheilung  auch  hier  in  den  letaten  Decennien  sich  sehr  verSndert  bat. 
Neben  die  Hauptfrage:  „Ist  das  Geleistete  branchbar?"  tritt  nnansweiah- 
bar  die  Nebenfrage;  „Wodurch  übertrifft  dieser  Verfasser  seine  Vor-  nud 
Mitkämpfer?"     Zur  Sache! 

Uie  Parallelentheorie  wird  auf  das  Axiom  gebaut;  ,,  Unrch  einen 
'unkt  giebt  es  za  einer  Geraden  eine  nnd  nur  eine  nicht  schneidende 
Gerade."  E«  folgen  Sätze  über  Lage  eines  Kreises  zum  Punkte  und  zur 
Geraden,  dann  die  Sstze  über  die  gegenseitige  Lage  zweier  Kreise.  Die 
letzteren  füllen  mehr  als  drei  Seiten;  und  wenn  Referent  auch  nicht 
glaubt,  dass  dieselben  für  Anfänger  zu  schwer  seien,  so  hSit  er  doch 
eine  andere  Behandlung  für  kürzer,  interessanter  und  fruchtbarer.  Auf 
8.  17  leitet  der  Verfasser  einen  Satz  zu  zwei  verschiedenen  Figuren  (31) 
ab,  wobei  AB  —  AE  in  der  einen  einen  positiven,  in  der  andern  einen 
negativen  Werth  hat,  loh  würde  diese  Kleinigkeit  nicht  erwähnen, 
wenn  sie  mir  nicht  mit  einer  gewissen  Liebhaberei  des  Verfassers  im 
Zusammenhang  zu  stehen  schiene. 

Auf  S.  22  — 40    werden    die  Congraenzaätze,    die  Lehre  vom  Paral- 
lelogramm und  Aufgaben  behandelt,  welche  sich  um  die  Mittelsenkrechte 
(oder,  wie  der  Verfasser  sagt,  die  Nnrmalhalbirende  einer  Strecke)  grnp- 
merkwürdigen    Punkte    mit    Ausnahme    des    Schwerpunktes 
ihlieeaen  sich  an.     Diese  Partie  ist  nicht  schlechter  als  in  anderen  Lehr- 
iBchern  behandelt. 

Gleiches  gilt  im  Ganzen  von  den  folgenden  Abschnitten,  in  denen 
8.  48  die  Lehre  von  den  Linien  nnd  Winkeln  am  Kreise,  bis  S.  56 
Lehre  von  der  FISchengleichheit,  den  Pythagoras  einschliesslich, 
iliB&delt  wird.  Warum  an  dieser  Stelle  der  Begriff  Projection  nicht 
igeftihrt,  sondern  von  Hypotennsenahschnitteu  die  Rede  ist,  weiss 
nicht 

Auf  S.  59  begegnen  wir  „  Fläcbenregeln ",  die  sonderbar  genug  aus- 
leben.    Man  nrtbeile  selbst: 

Seite  eines  Qnadmts  =  (/Fläche. 

doppelte  FIXch« 
^sls  ' 

Ibenao   wenig  Sympathie  fldast  nns  8.  61  die  Gleicbn 


Bfibe  eines  Dreiecke  = 


Normale  =>/(ein  UyputenuBenabaabaUClX V.U 
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heim  ersten  Beispiel  doch  nicht,  woran  ein  anderer  Druckfehler  schuld 
sein  wird. 

Falsch  ist  fem  er  die  Formel  20  S.  51 ,   wonach  sin  -^  an  Stelle  Ton 

2 

cos  -^  gesetzt  ist.     Hier  wird  nun  auch  nach  der  falschen  Formel  munter 

gerechnet  und  der  Verfasser  wundert  sich  nicht,  dass  er  ein  Dreieck  mit 
den  Seiten  25,  28,  17  als  stumpfwinkliges  erhält  und  der  stumpfe  Win- 
kel gar  der  nicht  grössten  Seite  25  recht  behaglich  gegeuttberliegt. 

EiS  pflegt  sich  eben  bitter  zu  rächen,  wenn  man  die  geometrische 
Anschauung  vernachlässigt  und  sich  in  den  gedankenlosen  Calcul  stfirzt. 

Die  Anzahl  der  Aufgaben  beträgt  nach  meiner  Zählung  ungefähr 
500,  die  Seitenzahl  127. 

Es  ist  unangenehm,  dass  im  Druck  das  Meter  bezeichnende  m  nicht 
von  dem  sonstigen  m  unterschieden  ist. 

Druck  und  Papier  sind  wenig  erfreulich.  tr   Qcuweriiio 


Lehrbuch  der  Elementargeometrie  von  J.  Hbnrici,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Heidelberg,  und  P.  Tbbutlbin,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Karlsruhe.  ZweiterTheil:  Perspectivische  Abbildung 
in  der  Ebene.  Berechnung  der  planimetrischen  Grössen.  Pensum 
der  Secunda  (nebst  weiteren  Ausführungen  für  Prima).  Mit 
189  Figuren  in  Holzschnitt  und  einem  Kärtchen.  Leipzig,  bei 
B.  G.  Teubner.     1882.     VIII,  242  S. 

Wir  haben  S.  139  des  vorigen  Bandes  über  den  ersten  Theil  diesee 
neuen  Schulbuches  berichtet.  Wir  können  dem  heute  uns  vorliegenden 
zweiten  Theile  in  gewiss  nicht  minderem  Grade  die  Eigenthdmlichkeit 
des  Ganges,  die  Strenge  der  Beweise,  die  mit  dieser  Strenge  verbundene 
Eleganz  nachrühmen.  Die  sämmtlichen  Vorzüge  entspringen  einer  ein* 
zigen  Quelle.  Die  Verfasser  haben  fortwährend  das  Bestreben  im  Auge, 
nicht  vom  Einzelnen  zum  Allgemeinen,  sondern  vom  Allgemeinen  cum 
Einzelnen  überzugehen.  Was  der  Referent  über  Paschas  Vorlesungen 
über  neuere  Geometrie  als  für  jenes  Werk  bezeichnend,  als  für  jeden 
Leser  beherzigenswerth  hervorhob,  das  haben  die  Herren  Henrici  und 
Treutlein  aus  sich  heraus  gleichfalls  als  wesentliche  Erneuerung  des 
geometrischen  Lehrganges  erkannt,  und  ist  gleichwohl  ihr  Gang  von  dem 
des  ebengenannten  Buches  verschieden,  so  zeigt  uns  diese  Verschiedien* 
heit  nur,  dass  dem  gleichen  Endziele  auf  mehr  als  einem  Wege  zugestrebt 
werden  kann.  lieber  die  Schulfähigkeit,  wenn  wir  uns  dieses  Wortes 
bedienen  dürfen,  muss  wieder  die  Erfahrung  das  Urtheil  sprechen.  Nur 
e/ne  Bemerkung  dürfen  wir  uns  eT\Mi\)^Ti\  ^«a^  «v\i  \L\\.^^vl  ^e^en  das 


Idm  Schülers  eteheo,  b»  wirkt  das  Anregend  »nt  seioe  Lernbegior;  er 
•Eebt.  äuss  die  Mathem&tik  doch  ihren  „Nutzen"  hat.  Wenn  nuderer- 
■ejte  Aufgaben  gestellt  werden ,  welche  ein  wirkliches  mathematiecben 
IntereSEe  darbieten,  so  pflegen  dieselbeo  bei  richtigem  Vortrag  auch  den 
DarchscbnittHBchÜler  zu  l'esaeln,  da  die  Bewältigung  H&chlicher,  nicht  ge- 
machter Bchwierigkeiten  die  Arbeilt^krart  eteigett  und  die  Ärbeitsfreudig- 
Ilceit  erhöbt.  Mau  darf  wohl  aueeprecben ,  daea  die  ncneren  LehrhUcher 
in  dieser  Rttckaieht  einen  erfreulichen  Fortschritt  gegen  früher  im  All- 
^meinen  darbieten, 
[  Nnn  giebt  es  aber  noch  eine  dritte  Art  Aurgaben,  bei  denen  weder 
äer  eine,  noch  der  andere  QeaichtBpunkt  obwaltet;  der  Schüler  erstens 
mnas  sofort  den  Gindruck  haben,  dase  ihm  so  etwa»  nie  praktisch  vnr- 
kommon  werde,  und  die  eigentliche  zu  überwindende  Schwierigkeit  ist  zwei- 
tens für  den  Mathematiker  eine  lediglich  unerfreuliche  Sache.  Leider 
I mögen  solche  Aufgaben  nicht  imnier  zu  vermeiden  sein;  die  in  der  Ste- 
Hometrie  vorkommenden  Formeln  müssen  an  Beispielen  geübt  werden, 
Bild  da  mögen  diese  Uebangea  oft  vom  wissenschaftlichen  Standpunkte 
wie  ein  siel-  und  zweckloses  Herumwühlen  in  dem  rechnerischen  Material 
ArscheiD«n. 
In  dem  uns  vorliegenden  Buche  haben  wir  nun  in  den  Aufgaben, 
Velebe  wir  zur  ersten  oder  zweiten  Kategorie  rechnen  würden,  die  also 
praktisch  oder  theoretisch  interessant  «ein  möchten,  eine  recht  karge 
Ansbeote  gefunden. 
■  Hfiaager  sind   Aufgaben  wie  37,  S.  24:    Der  ans  dem  Boden  hervor- 

Bftehende  Theil  eines  Kilometersteines  ist  ein  Cylinder,  der  Theil  im 
r3aden  ein  Würfel,  dessen  Kante  dem  Durchmesser  des  Cylinders  gleich 
ist,  die  Gesammtoberfläclie  (!)  und  Höhe  ist  gegeben,  ferner  das  speci- 
fische  Gewicht,  gesucht  wird  das  absolute.  —  Solche  Aufgaben  sind  un- 
zweifelhaft  nicht  in  die  ersten  der  obigen  beiden  Kategorien  einzureihen. 
9.  23  Anfg.  34  finden  wir  die  Äafgabe:  Die  Summe  der  Seiteu- 
fiächeu  eines  geraden  dreiseitigen  Prismas,  dessen  Grundkanlen  a,  b,  c 
sind,  ist  n-ma1  so  gross  als  die  Grundfläche.  Wie  gross  ist  OberflHche 
und  Inhalt  des  dem  Prisma  umschriebenen   CylindersV 

Diese  Aufgabe    hat  einer  naheliegenden  Beziehung  »am  Radius  des 
der  Grnndflttche   eingeschriebenen  Kreises    wegen   wohl    eine  geometrisch 
interessante  Seite;  doch  wird  darauf  nicht,  auch  nicht  in  der  Auflösung 
hingewiesen.     An  letzterer  Stelle  ist  ea  sogar  beim  ersten  Zusebeu  twe 
felbfift,   ob    das  Wurzelzeichen    hios  dem  Zähler    oder  auch  dem  N«DI 
gelten  soll. 

Als    grober  Fehler    fallt  S,  13    die  Angabe    des  Inhalts   «iuei 
mSssigPu  Dreiecks    mit    der  Kante    n    zu  ^'''f/S   auf)    doch 
der   richtigen   Formel   gerechnet  so  eeio.     Fnllkb  «tÄnnoll 
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Ein  drittes  Verfahren  endlich  benutzt  die  Spirale,  deren  Oleichong 

sina 
in  Polarcoordinaten  q  =  l . lautet.     Diese   Betrachtung   ist   übrigens, 

wie  der  Verfasser  selbst  angiebt,  einer  von  Herrn  Scheffler  bereits 
yerö£fentlichten  nahe  verwandt.  Eine  gedrängte  Beschreibung  des  Ver- 
fahrens dürfte  sich  nicht  so  leicht  liefern  lassen,  wie  in  den  beiden 
erörterten  Fällen.  Unsere  kurze  Notiz  wird  übrigens  schon  genügen, 
auf  die  Abhandlung  aufmerksam  zu  machen,  welche  viel  Interessantes 
enthält.  Die  Richtigkeit  des  Druckes  lässt  leider  Manches  zu  wünschen 
übrig,  insbesondere  treten  die  Buchstaben  u  und  n  wiederholt  in  bedenk- 
licher Weise  für  einander  ein.  0^«.-.^*« 


Transporteur  und  Massstab  zum  Gebrauch  beim  Unterricht  in  Planimetrie 
und  Trigonometrie,  herausgegeben  von  Professor  Dr.  Mauritius. 
4.  Aufl.     Coburg  1882,  J.  6.  Riemann^sche  Hofbuchhandlung. 

Zum  Preise  von  75  Pfennigen  bietet  die  Verlagshandlung  dem  Käufer 
einen  rechten  Winkel,  dessen  Schenkel  als  Massstäbe  abgetheilt  sind, 
einen  Transporteur,  auf  dessen  Rückseite  ein  Transversalmassstab  auf- 
gezeichnet ist,  beide  aus  Pappe  deutlich  und  verhältnissmässig  fest  her- 
gestellt. Dazu  kommt  eine  kleine  kreisrunde  durchsichtige  Transporteur- 
scheibe mit  Gradtheilung,  eine  Gebrauchsanweisung  auf  7  Druckseiten, 
endlich  auf  der  Innenseite  des  Umschlages  eine  beträchtliche  Anzahl  wich- 
tiger Constanten  und  Formeln  für  den  Unterricht  in  Geometrie,  Physik 
und  Chemie.  Wir  glauben  diese  ebenso  wohlfeilen,  als  zweckmftsaig^ 
kleinen  Apparate  Lehrern  und  Schülern  empfehlen  zu  dürfen. 

Camtok. 


Bei  principali  metodi  in  geometria  e  in  ispecial  modo  del  metodo  ana- 
litico.  Prelezione  äl  corso  di  geometria  analitica  letta  il  giorno 
10  Dicembre  1881  dal  D'-  Giusbppb  Yeromesb  professore  stra- 
ordinario  nella  R.  Universität  di  Padova.  Verona  e  Padova  1882. 
32  8. 

Der  Verfasser,  welcher  noch  in  jungen  Jahren  stehend  den  Lehr- 
stuhl bestiegen  hat,  der  durch  den  Tod  von  Bellavitis  verwaist  war, 
begann  seine  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  mit  einer  £in- 
leitungsrede,  welche  durch  den  Druck  verö£fentlicht  vor  uns  liegt.  E2s 
ist  eine  übersichtliche  Schilderung  der  wesentlichsten  geometrischen  Me- 
thoden der  älteren  und  neueren  Zeit,  die  auf  die  Studirenden  wohl  an- 
regend gewirkt  haben  mag.  Wer  über  die  ersten  Studiensemester  hinaus 
üt,  wird  kaum  Neues  in  dem  Sc\iTUle\\ew  ^vi^^w>  '«^^«t  neue  Thataachen, 


■  bi 


neue  AnBchaauDgflD.     Wnnder  oebmen  ninss,  daee  bei  dem  Bestre- 

dsD  Erfindern  der  verBchiedenen  Metboden  gerncbl  xu  werden, 
■reiches  in  erfreulicher  WBisp  dae  Ganze  durchzieht,  der  Name  HesBe's 
ftncb  niclit  ein  einziges  Mal  genannt  ist.  Gantoh 


.emente  der  daritellenden  Oeometrie  fUr  Realgjmnaüien  und  Ober  Real- 
schulen viin   Ai;Gi;t>T  Schuiot,  ord.  Lehrer  am  liealgymuasinm  stn 
Wiesbaden.      Die  ■  orthogonale    Frojeotinn,      Nebst    eingeberietem 
Atlas  von  S  Tafeln  mit  108  Figaren.     Wiesbaden  1882,  bei  J.  F. 
Bergmann.     XIII,  229  8. 
Das  RealgymnaHinm  zu  Wiesbaden  war  die  Stätte,   von  welcher  aus 
oftmals  namhafte  Mathematiker  ihre  Wirksamkeit  Hblen.     Ad  ibm  lehrte 
J.H.T.  Müller.      In    seinen  Programmen    veriiffentlichie  Uerr  Unver- 
zagt   seine    ersten  Abhandlungen.     Dort  brachte  B.  Eildenbiand  die 
darstellende  Geometrie  zum  Range  eines  regelmässig  beliandelten  Unter- 
richtsstoffes.    Herr   Schmidt,    früher  Schüler  der    gleichen   Anstalt,   als 
deren  Lehrer   er  jetzt  thätig  ist,    hat  der  Aufgabe  sich  nnterKogen,    die 
Anlange  der  darstellenden  Geometrie  der  Hauptsache  nach  in  der  durch 
Eildenbrand   eingeführten  Vortragsweise  einer  grösseren  Oeffenllicbkeit 
in    übergehen.     Er  liefert  uns  damit  ein  Bild  von  d(-in,    was  wenigstens 
Schülern   eines  Realgjmnasinms  seit  fast  20  .lahren  mit  Erfolg  ge- 
boten worden  ist,  nnd  was,  ohne  die  Streitfrage,  ob,  was  an  einem  Orte 
möglich  ist,  aller  Orten  geschehen  kann,  endgiltig  beantworten  zo  wollen, 
jedem    Lehrer    von    Interesse    sein    wird.      Zu    den    EigenlbUmlichkeiten, 
welche  das  Buch  ansEeichnen,  gehört  neben  einer  streng  durchgeführten 
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ich    dae 


ich  die  Art,  wie  die  Lage  einer  begrene- 
I  Vielecks  im  Baume  bestimmt  wird.  Im 
ich  Herr  Schmidt  mit  Erfolg  der  Co 
ordinalen  des  Mittelpunktes  der  Strecke,  im  sweiten  Falle  (S.  90  nnd  94) 
lannlen  Hauptgeraden  des  Vielecks,  worunter  die  Senkrechte 
nie  einem  gegebenen  Pnnkle  der  Vielecksebene  auf  die  Spnr  dieser  Ebene 
'  der  Bildebenen  verstanden  ist.  Wir  mächten  ferner  auf  einen 
iaabesondere  für  den  künftigen  Mineralogen  sehr  nützliehen  Abschnitt 
<-.  Anzahl  vcin  Krystall formen  (8.  128-M7)  hinweisen.  Von  den 
Igelschnitten  ist  an  verschiedenen  Orten  die  Rede.  In  der  Projections- 
lehre  erscheint  die  Ellipse  (8.  75)  als  Projeclion  eines  Kreises,  nnd  der 
khUler  lernt  bei  dieser  Gelegenheit  die  Hanpleigenschaften  der  Ellipse 
denen  des  projicirten  Kreises  ableiten.  Wir  möchten  dabei  bemer- 
I,  dasa  hier  die  Entnickelangen  aur  S.  84  der  ErgSninng  bedfli 
I  «eigen  ist    --    was  leicht  geacbehen  kann  — ,  d&M  Vi^  &«x 
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genommenen  Warzelausziebangen  die  Vorzeichen  gerade  so  zu.  wählen 
sind,  wie  es  geschehen  ist.  Später  treten  die  Kegelschnitte  als  solche 
bei  der  Betrachtung  des  darch  eine  Ebene  geschnittenen  Kreiskegela  auf 
(S.  152  — 155).  Die  Ellipse  entsteht,  wenn  die  Schnittebene  keiner 
Seitenlinie  des  Kegels  parallel  ist;  die  Hyperbel,  Parabel,  wenn  die 
Schnittebeue  zwei  Seitenlinien,  einer  Seitenlinie  parallel  ist.  Aach  hier 
sind  wieder  Folgernngen  anf  Eigenschaften  der  entstehenden  Carren 
gezogen,  so  dass  der  Schüler,  welcher  das  gleiche  Lehrpensnm  splfter 
mit  den  Hilfsmitteln  der  analytischen  Geometrie  behandelt  findet,  die 
Kenntniss  vieler  der  zu  beweisenden  Sätze  nnd  anch  die  der  drei  sn 
einander  senkrechten  Ranmcoordinaten  schon  mitbringt.  Den  Durchdringe 
ungsaufgaben  ist  (S.  202  flgg.)  ein  letzter  Abschnitt  des  Baches  gewidmet. 
Die  beigegebenen  Figuren  sind  in  einer  die  Verlagshandlang  ehrenden 
Weise  hergestellt.  Cahtob. 

Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis,  für  den  Unterricht 
an  technischen  Anstalten  bearbeitet  von  Hans  Staudachbb,  Pro- 
fessor für  Mathematik  und  Physik  am  königl.  Realgymnasium 
Speier.  München  1882,  Schul bücherverlag  von  R.  Oldenbourg. 
VIII,  169  S.  mit  19  Figuren  im  Texte. 

Das  Wort  „Algebraische  Analysis^*  ist  von  bekannter  Dehnsamkeit 
Bücher  wie  Vorlesungen,  welche  unter  diesem  Namen  angekündigt  wer. 
den,  unterscheiden  sich  von  einander  derart,  dass  Keines  dem  Andern 
als  Massstab  dienen  kann.  Jedes  vielmehr  für  sich  beurtheilt  werden 
mnss,  ob  es  neben  der  elementaren  Reihentheorie,  welche  allerdings 
niemals  fehlt  und  insofern  als  Hauptstoff  bezeichnet  werden  darf,  noeh 
anderweitige  interessante  Capitel  behandelt,  und  ob  die  Behandlungs- 
weise  unter  Festbaltung  des  elementaren  Charakters  darnach  angethan 
ist,  den  Schüler  frühzeitig  an  diejenigen  Forderungen  der  Strenge  su 
gewöhnen,  welche  das  kennzeichnende  Merkmal  der  heutigen  Mathematik 
bilden.  Herrn  Staudacher^s  neues  Buch,  entstanden  aus  Vortrügen 
an  den  beiden  oberen  Classen  des  Realgymnasiums  zu  Speier,  kann  als 
Beleg  unserer  Behauptung  dienen,  zumal  wenn  man  es  mit  6$tting*s 
Einleitung  in  die  Analysis  (s.  Bd.  XXVI  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar. 
Abthlg.  S.  71 — 73)  vergleichen  wollte.  Kaum  eine  entfernte  Aehnlichkeit 
zeigen  Beider  Werke,  und  doch  besitzt  jedes  von  beiden  Vorzüge,  die 
es  empfehlen.  Dem  heute  uns  vorliegenden  Bande  können  wir  insbeson- 
dere nachrühmen,  dass  es  der  Fassungskraft  von  Gymnasialschülem, 
wenn  auch  der  obersten  Jahresabtheilungen ,  namentlich  am  Anfange  voll- 
auf Rechnung  trägt  und  nur  ganz  allmälig  eine  etwas  schwerer  verständ- 
liche Behandlungsweise  eintreten  läSBt.  Diesem  Umstände  sind  wohl  die 
gltickUcben   Ergebnisse  zuzuBchreWieu  >   "w^X^Vl^  d^t  Verfasser,   wie   seiae 
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Vorrede  uns  mittbeilt,  bisher  mit  diesem  Lehrgänge  erzielt  bat,  Ergeb- 
nisse, die  wir  mittels  des  Beispieles  einzelner  Schüler,  welche  ans  Speier 
nach  Heidelberg  znm  Studium  der  Mathematik  kamen,  mit  Vergnttgen 
bestätigen  können.  Ferner  dürfen  wir  als  unsere  Vorlage  vortheilhaft 
auszeichnend  einige  Untersuchungen  erwähnen',  die  sonst  übergangen  zu 
werden  pflegen.  Sie  bilden  einen  Theii  des  3.  und  das  ganze  13.  Ca- 
pitel.  Dort  ist  wenigstens  der  Anfang  einer  Lehre  von  den  endlichen 
Differenzen  und  Summen  gegeben ,  hier  am  Ende  des  ganzen  Bandes  die 
Grundlage  einer  Lehre  von  den  recurrenten  Reihen.  Der  Theorie  der 
Gleichungen,  welche  freilich  meistens  mit  einigen  ihrer  Fundamentals&tie 
in  die  algebraische  Analysis  eingezogen  wird,  sind  drei  volle  Capitel 
gewidmet:  7.  Allgemeine  Sätze  Über  die  höheren  Gleichungen,  8.  Auf- 
lösungen numerischer  Gleichungen  beliebigen  Grades,  9.  Allgemeine  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten  Grades  mit  einem  An- 
hang über  Zerlegung  einer  rationalen  Bruch function  in  Partialbrüche. 
Dass  die  Lehre  von  den  complezen  Zahlen  auf  Grandlage  ihrer  geo- 
metrischen Versinnlichung  genügend  berücksichtigt  ist^  dass  Reihen  mit 
complexen  Hauptgrössen  auf  ihre  Convergenz  geprüft  werden,  ist  glück- 
licherweise meistens  selbstverständlich  in  gegenwärtig  veröffentlichten 
Büchern.  Erwähnenswerth  ist,  dass  Herr  Staudacher  bei  der  Betrach- 
tung der  complexen  Reihen  den  Begriff  des  Convergenzkreises  einführt, 
mit  welchem  der  Gymnasialschüler  sonst  wohl  nur  selten  bekannt  wird. 
Sollen  wir  auch  auf  einige  Gegenstände  hinweisen,  die  in  diesem  Buche 
übergangen  sind,  während  sie  in  anderen  Werken  über  algebraische  Ana- 
lysis  vorkommen ,  so  nennen  wir  neben  den  Kettenbrüohen ,  welche  dem 
bayerischen  Unterrichtsprogramme,  das  sie  nicht  enthält,  zu  Liebe  aus- 
geschlossen wurden,  auch  die  Lehre  von  den  Producten folgen  und  von 
den  mit  diesen  nahe  zusammenhängenden  Bern ou Hirschen  Zahlen.  Von 
den  einzelnen  Entwickelungen  beabsichtigen  wir  nicht  zu  reden.  Wir 
begnügen  uns  mit  der  allgemeinen  Bemerkung,  dass  der  sachkundige 
Leser  vielfach  Gelegenheit  hat,  kleinere  oder  grössere  Abweichungen  von 
der  gewöhnlich  betretenen  Strasse  zu  bemerken,  auf  denen  er  meistens 
mit  Vergnügen  dem  Verfasser  folgen  wird.  Camtob 


Binleitung  in  die  Differential-  und  Integralreohnung  von  Dr.  Moritz 
Pasch,  Professor  an  der  Universität  zu  Giessen.  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.     Leipzig  1882.     188  8. 

Der  Verfasser,  dessen  Bestreben  dabin  gerichtet  ist,  die  einleitenden 
Begriff^  der  Infinitesimalrechnung  fester  zu  bestimmen,  als  die  meisten 
Werke  für  Anfänger  es  zu  thun  pflegen,  geht  in  Anschlnss  an  Deda» 
kind,   Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  (BraunscUw^l^  16H\^  ^^^^  ^«t 

UlBL-m.  Abtblg.  d.  Z^itMobr.  f.  M*th.  o.  Phyi.  XXTIU,  1.  ^ 
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iDtegralfonctioo  TerbiDdet  sich  mit  der  LöBiiDg  der  geometrischen  Pro- 
bleme der  Quadratur  und  der  RectifieatioD,  die,  auf  den  Kreis 
besogen,  trigonometrische  Functionen  und  deren  Inverae  entstehen 
lassen.  Von  8.  134  an  tritt  im  letzten,  kleinsten  Drittel  des  Buches  die 
Untersuchung  an  Functionen  mehrerer  Variabein  nfther  heran. 
Allerdings  ist  nur  in  einem  einsigen  Paragraphen  Ton  partiellen  Ab- 
leitungen, sowie  von  Differentiation  eines  bestimmten  Inte- 
grals nach  einem  Parameter  für  den  Fall,  daas  solche  gestaltet  ist, 
die  Rede,  in  einem  weiteren  Paragraphen  von  unentwickelten  Func- 
tionen. Die  noch  übrigen  Paragraphen  (S.  150—188)  haben  es  mit 
unendlichen  Reihen  und  deren  Benutzbarkeit  zu  thun. 

Wir  haben  uns  damit  begnügt,  eine  kaum  mehr  als  blosse  Ueber- 
Mchriften  enthaltende  Uebersicht  des  in  mehrfachen  Besiehungen  beachtens- 
werthen  Buches  zu  geben.  Wir  vermuthen,  es  werde  gleich  uns  der 
akademische  Lehrer,  welcher  Infinitesimalrechnung  zu  lesen  hat,  mit  Inter- 
esse diese  und  jene  Entwickelung  sich  aneignen,  sei  es  für  Vorlesungen 
über  Differential-  und  Integralrechnung,  sei  es,  wie  uns  wahrscheinlicher 
deucht,  für  Vorlesungen  über  eine  wissenschaftlich  gehaltene  Elementar- 
arithmetik und  über  algebraische  Analysis,  weil  im  eigentlichen  College 
(Iber  Di£ferential-  und  Integralrechnung  der  massenweise  vorhandene 
liohrstoff  es  unmöglich  macht,  so  lange  bei  der  Einleitung  zu  verweüen. 
Auch  unseren  Schülern  möchten  wir  das  Buch  nicht  während  eines  sol< 
eben  Collegs  in  die  Hände  wünschen,  um  so  lieber  aber  während  der 
darauf  folgenden  Ferienzeit.  Cantob 


Dia  Arithmetik  und  Algebra,  für  den  Schul-  und  Selbst- Unterricht  be- 
arbeitet von  Karl  Koppk,  Professor.  12.  Auflage,  bearbeitet  von 
Dr.  W.  Daiil,  Oberlehrer  am  Realgymnasium  zu  Braunschweig. 
Essen   1883,  bei  G.  D.  Bädeker.     254  S. 

Der  Herausgeber  sagt  uns  in  seiner  Vorrede,  der  Anfänger  bringe 
(\\t  umständliche  theoretische  Erörterungen  weder  Interesse,  noch  Ver- 
ständnis« mit;  ihm  genüge  es«  das  allgemeine  Gesetz  auf  dem  Wege  der 
Indttction  aus  den  seinem  Anschauungskreise  angehörenden  Ziffembeispie- 
len  abgegleitet  su  habou «  und  daher  dürfe  ,  müsse  der  Anfangsunterricht 
in  der  Arithmetik  auf  allgemein  geführte  Beweise  verzichten.  Man  kann 
die  Krage,  ol*  das«  was  dem  Autlinger  genügt,  auch  für  den  Anfänger 
genüge,  unterdrücken,  man  kann,  der  Krfahrung  des  Schulmannes  sich 
unterx^ninend ,  für  den  allerersten  rnterricht  e^ine  Art  der  Erwerbung 
einer  gewissen  Summe  von  Kenntnissen  dulden,  welche  mit  ^ 
Uu1^r  gew,xf\ionen  Ausdrucke  „billig  uud  schlecht"  beaeicli 
iiMrf\  Mb^T  kann  osan  so  weit  i^beti«  Aarevti  tu  willigen,  di 


von  0;  K)  «null  der  Sata  von  der  glaichroSsfligen  Stetigkeit  unter 
Anwendung  dieaes  von  Seine  eingeTUhrten  Wortes.  Zu  jeder  Fnnctinn 
einer  Variabeln  knnn  die  iaverse  FuDction  gesucht  werden.  Nimmt 
die  Fnnctinn  in  dem  gansen  Intervalle,  in  wetcbem  sie  betrachtet  wird> 
jeden  Wert!»  einmnt  nnd  nur  einmal  nn  ,  so  theilt  dio  inverae  Function 
mit  ibr  die  Eigenschaften  der  Stetigkeit,  der  Eindeutigkeit,  des  Tort- 
währendpn  Ah-  oder  Znnehmens.  Tritt  aber  innerhalb  der  Function  ein 
beatimmler  Werth  mehr  als  einmal  auf,  ohne  dass  die  Function  constnnt 
ist,  Bo  zeigt  sich  die  inverae  Function  mehrdeutig,  nnd  innerhalb  der 
Fanelion  eradieinen  extreme  Werthe,  Maxima  und  Minima.  .Die 
algebiaiaebe  Function  wird  sodann  besprochen  und  gezeigt,  dasB 
dieselbe,  nur  wenn  sie  gebrochen  ist,  noendlicb  oder  unbestimmt  werden 
kann,  Vielleicht  hätte  der  Verfaaaer  bei  dem  (8.  fi5}  angeführten  Bei- 
=  1   unbestimmt  v 


werdenden  Fnnotion  ; 
e  Werthe  1  nnd  J  er. 

,  oder  znerBtt  =  l,  da 


Vari*- 
:heiuen, 


spiele  der  bei  r=  I, 

belo     y-  -  ■   gnt  getha,n,   au  zeigen 

je  nachdem  man  zuerst  ''==1,  dai 

setzt.  Nachdem  ein  Markes  Drittel  des  Buches  vollendet 
das  Differential  nnd  der  Differentialquotient,  Ub< 
slenefrage    der  Verfasser   sich    allerdings    etwas  bequem  m: 

denjenigen  Functionen,  denen 

id  von  denen  der  Functions  begriff 

fifr  +  h)-f(x)     .   _ 


hinweghilft 
man   weitaus 


>tia!  nnd  der  Differen 

'  Verfasser  sich  allerding 
Man  hat  bemerkt,  daes  1 
am   meisten    begegnet  t 


,    erscheint 


i  Worten 


nraprfiugtich 


ist,  der  Differen zquotient  - 


Grenzwerthe  zustrebt,  wenn  />  sich  dem  Grenzwerthe  Null  iiHbert.  Ein 
solches  Verhalten  setzen  wir  hei  der  Function  y  =  fix)  an  der  festgehal- 
tenen Stelle  X  voraus  und  bezeichnen  den  Grenzwerlh  des  Differenz- 
quotienten mit  y."  Die  Betrachtang  von  ff'  als  Ableitung  fflhrl,  nach- 
dem die  Differentiation  algebraisober  Fuuclifinen  gelehrt  worden  ist,  znr 
St  ammfunctio  D  g  mit  ihrer  Constanlen,  als  Unterschied  zweier  Stamm- 
fnuctionen,  und  zum  Beweise  des  Salaes  f{a- +  h)  -  /-(.r)  =  fi.f(a;+0h). 
Anch  den  Beziehungen  zwischen  Differentialqaolient  nnd  iJerllhrungfl- 
linien  an  Plancurven,  vorwärts  und  rUckwKrta  genommenen  Differential- 
qnotientcu,  Spitzen  und  Wendepunkten  ist  ein  Paragraph  gewidmet. 
D«B  bestimmte  Integral  erscheint  darauf  als  Werth,  den  diejenige 
Stammfunction  zur  Ableitung  tj,  welche  bei  x  =  a  verechwindet,  nnfer 
der  VorauBSelzung  x  =  h  annimmt;  es  entwickelt  sich,  unter  Voraussetz- 
ung eines  im  ganzen  Intervalle  endlichen  y,  als  Orentwerlh  eioer  R«ibeQ- 
Burome.  Bei  dieser  De6nition  geht  allmHlig  der  Ursprung 
function  einer  Ableitung  fast  verloren,  und  die  Integrairunct 
kann  mit  ihren  Eigenschaften  untereucht  werden.  Div- 
mmfunction    führt    «um    nnbestimmlen    Inti*- 


>  Ex 


nUn 


ictii 


lud  Logsrithmn 
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facher,  ruhiger  Weise  verlief,  zn  den  fruchtbarsten  Schriftstellern  seiner 
Zeit,  dessen  Werke  noch  heute  den  Leser  manche  wichtige  Stelle  erken- 
nen lassen;  und  sind  doch  die  Schicksale  des  Sohnes,  von  dessen  Ge- 
lehrten thätigkeit  fast  ausschliesslich  eine  grosse  Specialkarte  von  Bayern 
in  24  Blättern  auf  uns  gekommen  ist,  so  spannend  und  mit  der  Ge- 
schichte der  kirchlichen  Unduldsamkeit  von  Katholiken  und  Protestanten 
des  XVI.  Jahrhunderts  so  eng  verquickt,  dass  auch  der  Nichtmathema- 
tiker  die  Zeit  nicht  fUr  verloren  achten  mag,  welche  er  danauf  verwen- 
det, sich  mit  Philipp *s  Erlebnissen  zu  befreunden.  Herr  Günther 
hat  beiden  Männern  eine  genaue  Würdigung  zukommen  lassen,  indem  er 
die  uns  vorliegende  grössere  Abhandlung  der  Oe£fentlichkeit  übergab. 
Persönlich  sympathisirt  er  offenbar  weit  mehr  für  Philipp,  als  für  Peter 
Apian,  eine  Vorliebe,  welche  er  auch  seine  Leser  theilen  lässt.  Für  den 
eigentlichen  Fachmann,  den  Mathematiker,  wird  gleichwohl  Peter  Apia- 
nus die  bedeutendere  und  wichtigere  Persönlichkeit  bleiben,  von  dessen 
Arbeiten  er  Kenntniss  zu  nehmen  wünscht.  Es  ist  zu  bedauern,  dass  ]Ierr 
Günther  seine  Referate  in  dieser  Beziehung  nicht  durch  Figuren  unter- 
stützt hat,  deren  Mangel  z.  B.  S.  31 — 32  sehr  störend  wirkt,  wo  (viel* 
leicht  durch  Ausfallen  einzelner  Wörter  beim  Drucke?)  die  Deutlichkeit 
Einiges  zu  wünschen  übrig  lässt.  Cantob 


Bemerkung  zu  S«  5  dieses  Jahrganges« 
*  Herr  Provinzialschulrath  Dr.  Kruse  zu  Oanzig  macht  mich  darauf  auf- 
merksam, dass  ich  aaf  S.  5  meiner  AbhandlaDg  über  eine  Handschrift  der  königL 
öffentL  Bibliothek  zu  Dresden  in  der  2.  und  3.  Zeile  des  Beweises  der  Formel  des 
Heron  dem  Mannscript  folgend  fälschlich  k  statt  r  habe  setzen  lassen.  Der  Fehler 
ist  um  so  verzeihlicher,  als  k  und  r  zwei  gleiche  Grössen  bedeuten.  Es  mms 
heissen  „et  ad  bc  r'*  und  „quod  continet  tsr*',  and  bitte  ich,  so  verbessern  so 
wollen. 

Thorn.  M.  Cubtsb. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Bemerkungen  zu  den  Arohimedisohen  Näherungs- 
werihen  der  irrationalen  Quadratwurzeln. 

Von 

Prof.  Dr.  H.  Weissenborn. 


Ueber  denselben  Gegenstand  ist  in  der  Zeitschr.  f.  Math  u.  Phjs.  von 
Schlömilch,  Cantor  and  Kahl,  Jahrg.  XXVI,  1881,  hist.-lit.  Abth. 
S.  121 — 126  eine  lesenswerthe  Abhandlung  von  Heilermann  erschienen. 
Jedoch  sind  hier  einige  Gedanken  nicht  so  ausgeführt,  wie  sie  es  wohl 
verdienten,  und  Folgerungen,  welche  sich  ergeben,  nicht  gezogen.  Beides 
zu  thun  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

Herr  H.  verallgemeinert  in  seiner  genannten  Schrift  einen  von  Theon 
Smyrnaeus  überlieferten,  in  Ca ntor*s  Geschichte  der  Mathematik  S. 369 
erwähnten  Satz  Über  Seiten-  und  Durcbmesserzahlen.  Sind  nämlich  Sy  D 
und  a  beliebige  positive  Zahlen,  S  und  D  ganz  oder  unecht  gebrochen, 
a  ganz,  echt  oder  unecht  gebrochen ,  und  bildet  mau  weitere  Zahlen  paare 
Sj,Z>j;  5j, />j;  ...  5„,/>„  nach  folgendem  Bildungsgesetze: 

Si=r5+/>,      Z>i  =  aS+/>, 


allgemein 

1)  S„  =  Sn.i+D^^u     Dn^aSn-i  +  D^^x, 


so  ist 


folglich 


V-«V  =  (l-^)(^n-i'-fl5„_i«). 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  findet  man  leicht 

/>„« -  fl S„«  =  (1  -  a)". (/)« -  a S«) 

und  durch  Division  mit  Sn^ 

DJ  .   ,.        ..   />«-/iS« 


2)  ^^a  +  ^l^a)n. 


% 


Herr  H.  bemerkt  hierzu:  „Wenn  hier  die  Zahlen  o,  /^  S  kMl 
haben,  so  wird  das  zweite  Glied  recht«  mit  waehaeiideia^ 

HiäL'lii.  AbtbJg.  d.  Z€it§chT.  f.  M*tfa.  n.  Pbjt.  XXVUI,  t. 
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des  zanehmenden  Divisors  Sf^*  immer  kleiner.     Daher  wird  durch  diese 

Gleichung  die  beliebige  Zahl  a  in  das  Quadrat  :^  verwandelt  oder  -^ 

als  Näherungswerth  von  j/ä  gefunden.  Wenn  dazu  a>l  ist,  so  haben 
diese  Werthe  auch  noch  die  wichtige  Eigenschaft,  dass  sie  abwechselnd 
zu  gross  und  zu  klein  sind,  also  die  gesuchte  Grösse  a  in  immer  engere 
Grenzen  einschliessen/^  Untersuchen  wir  zunächst  die  hier  angeführten 
Verhältnisse  etwas  genauer. 

Die  Gleichung  2)  lautet  also: 

Ist  nun  I.  a>l,  />*  — a5*>0,  so  ist  1  — a  negativ,  (1— a)"  also 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  n  eine  gerade  Zahl  2m  oder  eine  un- 
gerade 2m +  1  ist;  ß^-^aS^  ist  constant  und  S^  wächst  mit  zunehmendem 

ist  also 


fi,   der  Werth  B  des  Bruches  — ^r-§ —   wird   daher  immer  kleiner.     Es 


8 


folglich 


3)  ^>y--^ 

Ist  II.  a>l,  Z>*— aS*=:0,  8o  ist  offenbar  fttr  jedes  n 

Ist  III.  a>l,  />*  — aS*<0,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  wie 
im  Falle  I. 

4)  |-±i>jr,>|?i=. 

Ist  IV.  0=1,  SO  ist  für  jeden  Werth  von  n 

Ist  V.  rt<l,  /)*  — /iS*>0,  so  Jst  1  — a  positiv,  also  für  jedes  n 


A» 


'n 


sj 


=  a  +  B, 


mithin 


. 


5)  ^  >  l/ä. 

Ist  VI.  a<l,  /)*  — nS*=0,  so  ist  wieder  für  jedes  n 
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IstVn.  a<l,  />*-öS«<0,  so  ist  (1-a)". — ^^  stets  negativ, 
also  fUr  jedes  ft  , 

mithin 

6)  ^<^'^' 

Wie  man  sieht,  bieten  insbesondere  die  Regeln  3),  4),  5),  6)  das 
ausgiebigste  Mittel,  aus  einer  Zahl  nftherungsweise  die  Quadratwurzel  zu 
ziehen,  nach  Bedürfniss  oder  Wunsch.  Will  man  abwechselnd  zu  grosse 
and  zu  kleine  Werthe,  so  dass  der  wahre  in  immer  engere  Grenzen  ein- 
geschlossen wird,  so  wird  man  sich  der  Formeln  3)  oder  4)  bedienen, 
je  nachdem  man  mit  einem  zu  kleinen  oder  zu  grossen  Näherungs werthe 
zu  beginnen  beabsichtigt.     So  erhält  man  aus  3): 

für  5=1,  Z>  =  2,   a  =  2  als  Werthe  von  ^2  nach  einander 
1.  i,     2.  JJl,     3.   14,     4.  If,     5.  11_0,     6.^,     l.m,     8.  IJ^, 

9.«**,    lo-ViiT'    ^^-iW*»   12.  I4IH; 

für  5=1,  Z>  =  2,  a  =  3  als  Werthe  von  j/3 
Q,     1-  -1.      2.   i,      3.  If      4.  ff,     5.  i|,      6.   U,      7.  Ifl,      8.  ^fj, 
^  9.   fll,      10.   J^,      11.  i^U^      12.    IJÜ^;, 

in  welchen  sich  die  Werthe  geradzahliger  Ordnung  von  der  oberen,  die 
ungeradzabliger  Ordnung  von  der  unteren  Grenze  her  den  Grössen  j/i 
und  j/3  nfthem. 

Aus  4)  ergeben  sich: 

für  5=  1,  Z>=  1,  a  =  2  als  Werthe  von  ^2  nach  einander 


9) 


9.  H«»     10.  fllf ,     11.  Iie*»      12.  lUil; 
für  Ä=  1,  Z>=1,  a=3  als  Werthe  von  /3 
1.   2,     2.   I,     3.  J,     4.  If ,     6.  If ,     6.  i|,     7.   H,     8.  M» 


^"^  9.  411,     10.  ^,     11.   ^,|V,     12.  ffii, 

in   welchen   sich   die  Werthe  ungeradzahliger  Ordnung  von  der  oberen, 

die  geradzahliger  Ordnung  von  der  unteren  Grenze  her  den  Grössen  j/i 

und  }/d  nähern. 

Wünscht  man  Werthe  zu  haben,  welche  von  der  oberen  Grenze  nach 

y2  und  j/3  convergiren,    so   setze    man    für  a  die  reciprokao   Zahlen 
a  =  ^,  0  =  -^,  und  man  erhält  nach  6): 

für  5=2,  />  =  1,  a  =  |    --=  grösser  als 

#»   To»   Tri    •¥»  W*  tlat 


[ 
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20)  ».  H.  «•  im- 

Sollen  Werthe  berechnet  werden,  welche  nur  von  der  oberen  Seite 
sich  l/2  nähern,  so  setze  man 

288289-1  ^289/         1  \     289  288 

144""     144     ""144^       289/      144*289' 
also  

Für  5=1,  Z>  =  1,  ö'  =  ||f  hat  man  dann,  da  a'<  1  und  /)*  — aS«>0 
ist,  den  Fall  V.,  nnd  man  erhftlt  als  die  beiden  ersten  Näheranga werthe 

21)  1.  m>  2.  mu^  >y^- 

Sollen  Werthe  berechnet  werden,  welche  nnr  von  der  unteren  Seite 

sich  l/2  nähern,  so  hat  man  für  5  =  2,  />=!,  a'=  |||,  da  a'<l  und 
Z>«— ö'5*<0  ist,  den  Fall  VIT.,  und  man  erhält 

22)  1.  fHt  2.  mu^  </2. 

9  —  1  /- 

Hätte  man   2  =  — j-»  also  ^2  =  f^f  gesetzt,  so  würde  man  fftr  5=1, 

D  =  ly  a'=f  nach   5)  die  zu  grossen  Werthe  1-44»   2*  M»   für  5=2, 
/>  =  1,  a'=f  nach  6)  die  zu  kleinen  1.  f|,  2.  |^  gefunden  haben.  1 

Sollen  Werthe  berechnet  werden,  welche  nur  von  der  oberen  Seite 
sich  )/3  nähern,  so  setze  man 

48^49-1^49/       J[^\     49  48 

^""16        16         16  \       49/      16 '49* 
also 

Dann  findet  man  für  5=1,  Z>=],  ft'==^  nach  5) 
23).  1.  tt,   2.  J^,    >/3. 

Soll  die  Annäherung  an  }/d  von  der  unteren  Seite  stattfinden,    so 
setze  man  5  =  2,  Z>=1,  a'=3^,  und  man  hat  dann 

24)  1.  i^ ,    8.  f W.     <  ^3. 

Hier  erscheint  als  erster  Näherungswerth  ^g^  <  ^3,  also  um  so  mehr  -^^ 

=  -Tj^<^3,  welcher  Brach  bei  Ger  her  t  vorkommt;  vergl.  14).  In  der  ihm 
zugeschriebenen  Geometrie  (Ausgabe  von  Olleris,  Gap.  49  S.  450)  findet 

sich  ^3  =  f|^  gesetzt,  und  in  seinem  Briefe  an  A  dal  hold  (ibid.  S.  477) 

berichtet  er,   er  habe  früher  j/3  =  ff   angenommen ,   die  Rechnung  aber 
genauer  wiederholt  (,y  Sed  et  illa  geometricalis  . . .  subtilius  est  a  me  discussa  ^^^ 

UDO  setze  nunmehr  ^3  =  -^*     l^cibei  ist  aufftllig,  dass  nicht,  wie  Qev 
bert  aogiebtf  1^,  sondern  W  der  genau^T«  \^«i^  \«\.^  ^«ii\^  ^  ist 
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_  Für  5=2,  0  =  1,  a'=^  hat  man  nun  den  Fall  L  und  erhält  für 

^^  445^  IM  Zti^l     &92Q1   S831149   11721498 

TtT'  296  >  3  91 6  6 »  5860  6»  6TT3  643»  TlftoteffT» 

also  für  y%=\V^ 

15)  i.+M.  2.fm»  3.iMH>  ^-mm^  ö.ifm«i  ö.iHmM._ 

Für  5=1,  Z>  =  1,  «'=i^  hat  man  den  Fall  Ilf.  und  erhält  für  y\^ 
M     19g     196Q1     39401     38808H     7891198 

also  für  /2  =  |^|| 
16)   1.^,  2.1^,   3.|Mi,  ^mm^  6.HIW*.   «.M«*iMt. 

o...  «      128      121+7/,  .     7  \      121    128      , 

Hätte  man  gesetzt  2  =  —  =-^^(^1  +  ^j  =  -g^  .  j^I'  *^«^ 

/2=Yym. 

so  hätte  man  für  •9=2,  />  =  1,  <3f'=|^  nach  Fall  I.  die  beiden  ersten 
Näherungswerthe  von  ]^2: 

und  für  5=  1,  Z>  =  1,  a'=  f^f  nach  Fall  IIL  als  die  beiden  ersten  erhalten 

Noch    schneller    convergirende   Werthe    hStte    die   Annahme    2  =  - 

1681  +  1      1681    1682      ,        .5      i,  ,/t«t?         u 
=  -864-  = -847 -1681'  *'""  >^2  =  H/mf  ergeben. 

Um  rasch  convergirende  Werthe  fttr  YZ  zu  finden,  setze  man 

27^25  +  2     26 


25/        2^\_25  27 
~  9  \  ^2f>)~  9  *25 


9  9 

also 

Für  S  =  2,  Z>  =  1,  a=H  hat  man  den  Fall  I,  und  erhält  für  /S 

17)  1.H»  2.4t^,  a.^H.  *-f*H*.  6.?mf*»  ^'TirUr^ 

für  5=1,   />  =  1,   a'=|^  hat  man  den  Fall  III.  und  findet  als  Werthe 
von  j/3 

18)  1.  H.  2.  IH.  3. 11^,  4.  Ly^,  6.  Hm.  «•  -mM*- 

Setzt  man 

„      147     144+3      144 


~  49  V''' 144/"^  49  V"*"  48/      49*48 


49  49 

also 

so   erhält  man  für  5  =  2,  />  =  1,  a=^  nach  Fall  I.  die  ersten  beiden 
Näherungswerthe 

19)  1.  H.  2.  HM. 

and  fttr  S=l,  i)  =  l,  a'=||  nach  lU 
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so   dass  also  der  Kreisamfang  zwischen  dem  3^^- fachen  und  dem  S^-- 
fachen  des  Durchmessers  liegt.    Man  sieht,  Archimedes  rnnss  dem  6e< 
dankengange  znfolge,   den   er  innehält,   bestrebt  sein,   den  Dmfang  d( 
nmgeschriebenen  96 -Ecks  zwar  nahezn  richtig,  aber  doch  etwas  kleinei 
als   den   wirklichen  Werth,   den  umfang   des   eingeschriebenen  96 
aber  ebenfalls  nahezn  richtig,  jedoch  etwas  grösser  als  den  wirklicheis 
Werth  anzugeben.     Dasselbe  gilt  bezüglich  von  einer  Seite  1^  des  um«> 
geschriebenen,   und   einer  Seite  s^  des  eingeschriebenen  96 -Ecks.     Uno 
nun   /gg  zu   finden,   sucht   er  erst  fg,   dann   /j^,   hierauf  ^^,   hierauf  /^g, 
jedes  etwas  zu  klein  nehmend,  und  um  ^9^  zu  finden,  sucht  er  erst  «^ , 
dann  s^,,  dann  5^,  hierauf  5^3,  jedes  etwas  zu  gross  nehmend. 

um  nun  aus  der  Seite  tu  eines  umgeschriebenen  regelmässigen  Viel- 
ecks die  Seite  ^211  des  umgeschriebenen  regelmässigen  Vielecks  von  dop- 
pelter Seitenzahl  zu  finden,  verfährt  Archimed  folgen dermassen:  In 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  E  (diese  und  die  folgende  Figur  wird 

man   sich  leicht  selbst  zeichnen)  sei  ein   Centriwinkel   =-  —  «360^  con- 

n 

struirt  und  seine  Schenkel  über  den  Kreis  hinaus  verlängert;  hierauf  sei 

derselbe  durch  den  Badius  EC  =  r  halbirt  und  in  C  auf  EC  eine  Senk* 

rechte  gesetzt,  welche  den  einen  Winkelschenkel  in  AI  trifft,  so  ist  offenbar 

CM=yn.     Wird   nun   der  Winkel  iRf^^  halbirt  und  heisst  der  Durcb- 

schnittspnnkt  der  Halbirungslinie  mit  CM  iV,   so  ist  ebenso  CN=x  ^i2n. 

Nun  sei  bekannt  das  Verhältniss  ECxMC 'y>  a\b  (oder  \d\\tn^  a\b  oder 

d:/„^a:6),   es  sei  also   das  Verhältniss  a:b   etwas   zu   klein.     Dann 

folgt  aus 

a)  EC:MC>a:b 

EC^  +  MC*: M C^  >  n*  +  b* :b^ 
oder  _ 

ME*:MC'>a*  +  b*:b\ 

also 

ß)  ME'.MC^y^^^ib. 

Nach  der  Regel,  dass  aus  zwei  Proportionen,  welche  das  zweite  und 
das  vierte  Glied  gleich  haben,  wie  z.  B.  aus  civ^diw  und  e\v^f\w 

folgt  c +  6:p^ «?+/': w,  ergiebt  sich  nun  aus 

a)  EC\MCya\b 

und  /?)  ME\MCyya^'\-b^\b 

Da  aber  NE  den   Winkel  MEC  halbirt,  so  verhält  sich  bekanntlich 

EC\ME^CS\Mff 
und  folglich  EC+ MEx  EC  =  CN  +  MN \CN 

oder  EC+ME\  EC  =  MC.  NC 

oder 
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EC+MEiMC:=^EC\NC. 
Man  hat  also  auch,  da  das  erste  Verhältniss  dasselbe  ist  wie  in  y), 


d.h.  man  hat  auch  das  Verhältniss  \d\\t2a='  d^Pm^  und  zwar  in  etwas 
zu  kleinen  Zahlen. 

Um  zweitens,  wenn  das  Verhältniss  diSn  bekannt  ist,  auch  das  Ver* 
hältniss  dxs^n  za  finden,  verfährt  Archi med  folgen dermassen:  In  einem 
Kreise  sei  ein   Durchmesser   AC=d  gezogen   und   der  Peripheriewinkel 

C^ilf=  — «360^  gezeichnet,  so  ist  die  Sehne  MC  =  Sn*    Nun  werde  dieser 

Winkel  halbirt,  die  Halbirungslinie  treffe  die  AfC  in  P^  die  Ereisperi- 
pherie  in  ^,  so  ist  NCz=s2n-  Nun  ist  L  N jC=^  LN AM {=^^LMAC\ 
aber  auch  L  NCM{=  L  NCP)  =  LNAM^  als  Peripheriewinkel  auf  demselben 
Bogen  MN,  folglich  LAAC=^LNCP.  Da  nun  die  Dreiecke  ANC  und 
CNP  den  Winkel  N=90^  gemeinschaftlich  haben,  so  ist 

AANCc^ACNP. 

Ist  nun   bekannt  das  Verhältniss  AC:  MC-*^  a:b  (oder  d:Sn<ai 6), 
und  also  das  Verhältniss  a:b  etwas  zu  gross,  so  folgt  aus 
a)  AC  :  MC  <ia  :  b: 

AC*',MC^<n^:b\ 
AC*^MC*:MC^<Ca*^b*:b^ 
AM*:MC*<Ca*--b*:b\ 


daher  auch 
oder 


also 


ß)  AMiMC^ya^-b^ib. 

Aus  diesen  beiden  Proportionen 

a)  AC:  MC<a:b, 

ß)  AMiMCO/a^'-b^ib 


folgt  nun,  wie  vorhin, 

y)  AM+AC:MC<a  +  j/^^*:b. 

Da  aber  AN  den  Wink'el  MAC  halbirt,  so  verhält  sich 

AM:AC==MP:CP, 

*^^  AM+AC:AC=:MP+CP:CP 

®^®'  AM+AC:AC==MC:CP 

oder 

t)  AM  +  AC.MC^  ACiCP. 

Da  nun  A  ANCc^ACNP  ist,  so  ist  weiter 

ACiCP^ANiCJf 

folglich  nach  d) 

AM+AC:MCt:^ANxi 
und  o»eh  y) 
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daher  auch 

oder 
folglich 


AN  i  CN  <:a  +  ]/a^—lf*:b, 
AN*:  CN*  <  (a  +  y^^^y:  6« 


^JV«:CiV«<2a«-6«  +  2a/a«— Ä«:6«, 


^*®'  ^C*:CiV«<2ö«  +  2a>/?IT«:A2, 

*^*^  ACiCN  <:  >^2a»  +  2a/^5ziy« .  ^^ 

d.  h.  man  hat  auch  das  Verhältniss  diszn^  tind  swar  in  etwas  zn  grossen 
Zahlen. 

Anf  diese  Weise  also  findet  Arcbimed,  vom  Verhältniss  d:t^  aus- 
gehend, nach  einander  die  Verhältnisse  dii^^y  dit^^^  d:i^,  d:i^  in  mn 
kleinen,  und  vom  Verhältniss  dis^  ausgehend,  nach  einander  die  Ver- 
hältnisse </:^|2«  ^'^S4)  ^«^489  ^'^96  ^°  ^^  grossen  Zahlen.  Die  voll- 
ständige Durchführung  dieser  Rechnungen  giebt  Nizze  in  seiner  Ueber- 
setzung  der  Werke  des  Archimedes,  in  der  Anmerkung  auf  S.  111—113. 
Es  kommen,  wie  man  sieht,  dabei  mehrfache  Wurzelausziehungen  vor, 
nämlich:  zur  Bestimmung  von  ig^  und  1/9^ 

27) /34945Ö  =  591J,     ^1373943^=11721,     /5472l32^=2339i^; 
zur  Bestimmung  von  s^  und  ^9^  aber 

2g.  1  ^9082321  =3013^,    /3380929     =  1838,^, 

\  J/1018405=1009|,    j/4069284,V  =  2017^^. 
Dabei  nimmt  also  Archimed  die  ersteren  drei  Werthe  etwas  zu  klein, 
die  letzteren  vier  Werthe  etwas  zu  gross. 

Fragen  wir  nun,  wie  derselbe  die  angeführten  Zahlen  gefunden  bat, 
so  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Einmal,  da  Archimed  von  den  Werthen 
/g  und  Sq  ausgeht,  kommt  sowohl  bei  der  Berechnung  von  u^  als  von  e^ 

gleich  im  Anfange  yd  vor,  und  er  wählt  für  diesen  Werth  in  der  ersteren 
Untersuchung  |f-|,  als  etwas  zu  klein,  in  der  letzteren  aber  VW»  ^^^  etwas 
zn  gross.   Die  beiden  angewandten  Zahlen  sind  aber  in  der  That  zwei  in  der 

Reihe  18)  unmittelbar  aufeinander  folgende  Näh erungs werthe  von  ]^3,  der 
erstere  zu  klein,  der  letztere  zu  gross,  worauf  bereits  Herr  Heilermann 
aufmerksam  gemacht  hat.  Zweitens  enthält  das  ganze  oben  auseinander- 
gesetzte Verfahren  durchaus  nichts,  was  es  als  unmöglich  erscheinen  Hesse, 
dass  Archimedes  dasselbe  gekannt  und  sich  desselben  bedient  hätte. 
Sehen  wir  daher  zu,  welche  Resultate  bei  Anwendung  desselben  sich  für 
die  Quadratwurzeln  in  27)  und  28)  ergeben  und  inwieweit  dieselben  mit 
den  Werthen  des  Archimedes  übereinstimmen. 

Zunächst  ist  zu  bemerken:  Da  Archimed  bei  der  Berechnung  von 

4  aad  Ugg  die  Werthe  etwas  kleiner,  bei  der  Berechnung  von  $n  und  e^ 

etwAB  grösser  als  der  wahre  Weiüi  YiÄexi  V\\\^  ^^  V^\.  TSÄ\i\i«v  «t%\Aicftu 
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den  Fall  VII.  und  die  Regel  6) ,  bei  letzteren  den  Fall  V.  und  die  Regel 
5)  zu  benutzen. 

Die  erste  Wurzel  in  27)  lautet  nun  ^349450.     Man  setze 


>^349450  =  /350464 - 1014  =  /592« - 1014  =  592  j/l -  ^lUh 
=  592  /l  -  tVÄVt  =  592  /HiM-. 

bann  erhält  man  nach  Fall  VII.  für  Ä'=2,  />=!,  ö'=fHil4,  wenn 
man  hier,  wie  im  Folgenden,  stets  zwei  Näberungswerthe  berechnet,  als 
zweiten 

1/444-144=  (-^  —I  1Q489S7 
r  TTtitt — \^^    " J  f  OSosTÖf 

also       

»^349450  =  592-  4M!I^  =  296  fH^I  =  103487224 :  175063 
oder 


•i)  j/349460  =  591,MW!r. 

Statt  dieses  unbequemen  Braches  aber  sucht  Archi med  einen  in  kleine- 
ren Zahlen  ausgedrückten ,  an  Werth  nahezu  gleichen ,  aber,  der  Vorsicht 
wegen  und  seiner  Intention  entsprechend,  doch  etwas  kleineren  zu  setzen, 
und  wählt  als  solchen  den  Bruch  -|-,  so  dass  er  also  setzt 

j/349450  =  591i, 
und  in  der  That  ist 


Die  zweite  Wurzel  in  27)  lautet  ^1373943||.     Nun  ist 
1373943^  <  1392400, 

<ll80^ 
also  um  so  mehr 

<1180|«  oder  <Ml|148l. 

Man  setze  also 


j/l373943||  =  j/inillll  =:  ^  89_i 


32481-120009« 


64 


s=  9441  j/l  _  1200096  =  9441  7/8  7  9  32  »8  6 
8  '^  89132481      8   '^  89132481* 

Nach  Fall  VII.  hat  man   nun  für  5  =  2,   /)  =  1,   q'=|itijj|}   als 
zweiten  Näherungswerth 

also 

^137394311^  »Ml  Ji8i8U8i 


8 

944 1   264397208 
— g —  tfiftlSTslT 


oder 

b, )  ^137394311  =  1 172JVWVWW- 

Auch  hier  setzt  Archimed  statt  des  grossen  Bruches  einen  in  kleineren 
Zahlen  ausgedrückten,  an  Werth  nahezu  gleichen,  aber  doch  etwas  Uei« 
neren,  nämlich  j^,  und  setzt 
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/l373943M=n72i, 
and  aacn  hier  ist 

■ff  *^TT!l^EftWrTff- 

Die  dritte  Wurzel  in  27)  lautet  j/5472132^.     Nun  ist 

5472132^  <  5475600, 

^'  ^*  <  2340«, 

also  um  so  mehr 

<  2340^«  oder  <  SJ^S-IH. 

Man  setze  also 


j/5472 1 32^  =  ynllini  =  j/81 


628321-74208 


16 
—  9361 

4 


Nach  Fall  VII  hat  man  nun  für  5=2,  />  =  1,  Q'=|Ui|H?  •>» 
zweiten  Nftherungswerth 

Vimm = (^*  =)  mimft. 

also  , 

^5472132^  =  ^-  mMHI* 

oder  * 

c.)  /5472T32Ä  =  2339,^WÄWA- 

Statt  des  grosszahligen  Bruches  setzt  nun  Arcbimed  einen  an  Werth 
etwas  kleineren,  aber  dem  wahren  Werthe  nahe  kommenden,  er  setzt 
nämlich 

>/5472132j  =  2339^ 
und  es  ist  auch  hier  JLUlUauUL 

Wir  gehen  nunmehr  über  zur  Berechnung  der  Seiten  der  eingeschrie- 
benen Vielecke,  welche  also  Archimed  zwar  annähernd  gleich  dem 
wahren  Werthe,    aber    doch    etwas    zu   gross   angeben   will.     Die  erste 

Quadratwurzel  in  der  Reihe  28)  derselben  ist  j/9082321.     Man  setze 
/9082321  =x  ^^9120400- 38079  =  /3020«-^^Ö79  =  3020  yi-jfiiUh 

= 3020  mmu- 

Nach  Fall  V.  hat  man  nun  für  6  =  1,  i>=l,  a'=MIMH  »l«  »weiten 
Näherungswerth 

r  o!9o4oo  —  \ ^  — y itTTst TT » 
also  

^9082321  =  3020.  MitHM 
oder 

m,)  }/9öm2i^3oniminh 

Statt  des  Bruches  setzt  Archimed  einen  einfacheren,  an  Werth  nahezu 
gleichen,  jedoch  etwas  grösseren,  er  setzt  nämlich 

and  08  ißt  in  der  That       '^ 
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Die  zweite  Wurzel   in   28)   ist  ^^3380929.     Man   setze,  am  sie  zu 
berechnen , 


/3380929  =  /338560Ü  -  4671  =  /l840«-  4671  =  1840  J^I-tsWAftt 

Dann  erhält  man  nach  Fall  V.  für  S—  1,  />  =  1,  a'e=f|ff|^  als  zweiten 
Nähernngswerth 

r  tttttoo — y^    — J  136§77lft' 

also  

^3380929=  1840 -H^ll^li 
oder       ,  

b,)  /3380929  =  1838VW»VÄ- 

Aach  hier  sacht  Ar chimed  den  anbequemen  grosszahligen  Brach  durch 
einen  einfacheren,  an  Werth  ihm  nahe  kommenden,  jedoch  etwas  zu 
grossen  Bruch  zu  ersetzen,  denn  er  setzt 

/3380929  =  1838-ft. 
und  es  ist 


Die   dritte  Wurzel   in   28)  ist  ^1018405.     Man   setze   zu  ihrer  Be- 
rechnung 

J/1018405  =  »^1020100 -1695=^/1010^- 1605  =  1010  j/l-y^V^rVir 

=  1010  >/i-TÄ%iF  =  1010  kUMH. 

Dann  ergiebt  sich  nach  Fall  V.  für  5=1,  /)=1,  a'=MIW  «^8  zweiter 
Näherungswerth 

also  

j/1018405  =  1010-111^ 
oder  

c,)  ^1018405  =  1 009i4^f 

Der  leichteren  Rechnung  wegen  setzt  Archimed  statt  des  Braches  einen 
einfacheren,  um  ein  Geringes  grösseren,  denn  er  schreibt 

/lbl8405=  1009^ 
und  es  ist  .  ^    .  «  ^  «  « * 


Die  letzte  Wurzel  in  28)  endlich  ist  ^4069284^.    Nun  ist 
4069284^^  <  4080400 , 

^'  ^-  <  2020«. 

also  nm  so  mehr  ^  ^^^^^^  ^^^^  ^  ^-^MApAl. 

Man  setze  also 
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j/ 4059284 JLr  =  7/146494^25  =  |/l4691864l   -4244  16 


36        '  36 


—  12121  7/l_   4  2  4416   —  12121  f/ ILüAlLlXk 
^~y^      1469I864T 6 »^  TtWf t«T- 

Nach  Fall  V.  hat  man  nun  fär  S  =  l,  Z?  =  l.  «'=  IHüiHi  als  zweiten 
Näh  emngs  werth 

vm^mih = (^  =)  mmm^ 

also  

J/4069284V5 = 1^^  •  mm\n 


=- '-4^  ■  ^iii'mn 


oder  

d,)  ymQ284^=  2017^,Vi;VWi^- 

Statt  des  Bmches  setzt  Archimed  einen  in  kleineren  Zahlen  ansgedrfick- 
ten,  an  Werth  nm  ein  Geringeres  grösseren,  nämlich 

,  .^  j/4069284^- 20171. 

denn  es  ist  •"  ' 

Ich  hatte  ohen  darauf  hingewiesen,  dass  kein  Grund  vorliege ,  die 
Möglichkeit  zu  hezweifeln,  Archimedes  habe  das  im  Früheren  erkl&rte 
Verfahren  des  Ausziehens  der  Quadratwurzel  gekannt  und  angewandt,  dass 

femer  die  Wahl  der  Werthe  für  j/i  in  18)  eher  mit  einiger  Wahrschein* 
lichkeit  dafür  spricht  Ich  habe  femer  die  von  Archimed  angeführten 
Werthe  in  27)  und  28)  nach  dem  genannten  Verfahren  berechnet.  Denn 
dass  alle  nach  einem  bestimmten  Modus  gefunden  worden  sind,  ist  augen- 
scheinlich. Fraglich  dagegen  muss  es  erscheinen ,  ob  derselbe  ein  solcher 
war,  dass  sich  die  in  27)  und  28)  angegebenen  einfachen  Brüche  un- 
mittelbar ergeben.  Wenn  es  sich  dämm  handelte,  ein  bestimmtes 
Resultat  mit  absoluter  Genauigkeit  zu  berechnen,  so  würde  man  dies 
allerdings  annehmen  müssen;  im  vorliegenden  Falle  jedoch  liegt  die  Sache 
anders.  Archimed  will  ja  nur  ein  annähernd  genaue^  Resultat  er- 
zielen, er  will  nur  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  feststellen,  zwi- 
schen welchen  beiden  der  wahre  Werth  liegen  soll.  Unter  solchen  Um- 
ständen liegt,  meine  ich,  der  Gedanke  nicht  allzu  fem,  Archimedes 
werde,  wenn  er  sich  auch  vor  keiner  noch  so  grossen  Zahl  zu  fürchten 
brauchte,  doch  so  vernünftig  und  einsichtig  gewesen  sein,  nicht  mit  an- 
nöthig  grossen  Zahlen  zu  rechnen  und  so  Zeit  und  Mühe  auf  die  Er- 
zielung  einer  Genauigkeit  zu  verwenden,  an  der  weder  ihm,  noch  sonst 
Jemandem  etwas  gelegen  war;  er  werde  vielmehr  vorkommende  grosse 
Zahlen  so  abgekürzt  haben,  dass  die  Rechnung  vereinfacht,  der  Fehler 
aber  ein  möglichst  geringer  werde,  wobei  er  stets  im  Auge  behielt ,  dass 
bei  den  umgeschriebenen  Vielecken  ein  etwas  zu  kleiner,  bei  den  ein- 
geschriebenen ein  etwas  zu  grosser  Werth  anzuwenden  sei. 

So  hat  man  (Heiberg,  Quaestiones  Archimedeae,  p.  62;   Heiler* 
mane,  /.  c.  p,  124)  daran  Anstosa  genomm^xi^  ^«a%  kT^V\m^d«a  den 
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Bmeh  in  a^)  in  -J-  nnd  nicht  in  f  abgekürzt  habe,  da  doch  591-i)-  ein 
genauerer  Werth  nnd  immer  noch  kleiner  als  der  wahre  sei.  Dagegen 
ist  zn  bemerken,  einmal:  Allerdings  ist  \  genaner  als  |^,  nnd  591-i)- 
kleiner  als  der  wahre  Werth,  aber  >  591-|-;  allein  mit  demselben  Rechte 
könnte  man  auch  erwarten,  Archimed  werde  statt  -J-  setzen  yV,  oder 
1^,  oder  einen  andern  Brach,  denn  es  giebt  unzählige,  welche  ^-j-sind 
und  doch  noch  unter  dem  genauen  Werthe  liegen.  Auch  kann  nicht 
geltend  gemacht  werden,  Archimed  habe  sich  nur  eines  Stammbruches 
mit  dem  Zähler  1  bedienen  wollen,  denn  das  erste  und  zweite  seiner 
Resultate  in  28)  zeigt,  dass  er  auch  andere  Brüche  als  zulässig  erachtete. 
Zweitens:  Falls  Archimedes  in  der  That  nach  dem  oben  angegebenen 
Verfahren  rechnete,  und  darauf  ausging,  den  einfachsten  Brach  zu  ver- 
wenden, der  <C  ^/V^7  sei,  so  konnte  er  keinen  andern  wählen  als  -|-. 
Denn  \  ist,  wenn  auch  nur  um  ein  Geringes,  grösser  als  -j^? VoV'S <  &uch 
lässt  sich  vermuthen,  dass  der  nächste  Näherungswerth  zeigen  werde, 
dass  4  noch   zulässig  sei,   und   die  Rechnung  bestätigt   dies.     Denn  als 

dritter  Näherungswerth  von   ^349450  ergi^bt  sich 

Kl4945Ö  =  591,SV!/Wi'(Wir 

und  4*  18^  kleiner  als  der  hier  vorkommende  Bruch.  Wenn  aber  Archi- 
med sämmtliche  Wurzeln  bis  zu  einem  und  demselben  Grade  der  Ge- 
nauigkeit, nämlich  sämmtlich  bis  zum  zweiten  Nähernngswerthe  angeben 
wollte,  so  musste  er  vorsichtigerweise  statt  i^VoVä  ^^^zen  -^  und  nicht  if-« 
Etwas  anders  liegt  die  Sache  bei  der  zweiten  der  in  27)  Angeführten 

Quadratwurzeln,  nämlich  bei  ^1373943f|  (vergl.  Heiberg  und  Heil  er- 
mann L  c).     Es  war  in  a,)  gefunden 


Archimed  setzt  hier  statt  des  Bruches  den  an  Werth  etwas  kleineren  ^, 
Es  wird  nun  darauf  hingewiesen ,  dass  er  genauer  hätte  setzen  sollen  ^^ 
denn  auch  4-  sei  kleiner  als  dieser  Bruch.  Dies  ist  allerdings  der  Fall; 
allein   es  giebt   noch  unzählig  viele  andere  Brüche,   welche  ^-if^i   aber 

^  ^WaWsVt^g  ^^^^'     Denn  setzt  man  in  dem  Bruche  = — -—  für  m  die 

Zahlen  von  13  bis  oo,  so  erhält  man  lauter  Brüche,  welche  dieselbe 
Eigenschaft  haben  und  deren  Werth  um  so  näher  an  -f  liegt,  je  kleiner 

m  ist,  z.  B.  ^,  l^  etc.,  und  setzt  man  in  dem  Bruche  — =—  für  m  die 

Zahlen  von  89  bis  oo,  so  erhält  man  ebenfalls  Brüche,  welche  awischen 
-f  und  /iVAVsWg  liegen,  und  zwar  um  so  näher  an  f,  je  gröSMr  M  iN; 
^^-  l^>  ^  etc      Alle  diese  unzählig  vielen  Brflehe  alao  bittet 
chimedes   wählen,    bei  jedem  aber  auch  würde  man  fragen  1 
warum  er  gerade  diesen  und  nicht  einen  geniiueitia  XA^UMt«..  1 


HiBtorificL  -  literariBche  Abi 


fc-.>%T  nicht  i  belbBt  w&Llt,  ergebt  sieb  ans 
ItL  setze  dieselbe  fnach  Nisse.  /.  c  112) 
ceiL  bei  der  Herechnting  von  i^  statt  do 
betzt  wird,    und  bemerke  nur,    dass  die  ■ 
eine  n 'iL wendige  Folge  daron  ist,  dass  ti 
war  j.    Sie  lautet 

für  i: 

£(:^C>  1162^;  153 

also  H  E  +  t r  iHO  2334:}  :  1 53 

mitbin  EC:  kC>        23341      :  153, 

Er^'.KC^>  5448723iV  =  2341V. 
A/^  +  Ji7;*:A'r>  5472132|V153-. 


-    .   >T7T  -TT  ■ 

r  .■  T^  »' 


'^prth 


A£:AX>J/' 5472 132^:  153 

Man    erkennt   bieraos   aofort,    ui: 
wird,    wenn   bUtt   des   Brncbes 
dafür  genommen  wird  \.     Der  ' 
dabs  ^t  +  Tj  =  i,  «Iäo  ein  einfacl- 
gesetzterer  Bruch  ist.     Um  alnr- 
zu  vermeiden,  »og  ei  Arcbii»^ 
opfern  und  lieber  statt  des    ,- 
dem  er  einmal  anstatt  tWöV*' 
Zwecken    genügte   auch   dei:     -^ 
f'.T  wollte  eben  nicht  mit  giiw*'  ^ 
Dienst  leisteten,  und  ich  g»^ 
AuffKliiger  ist  mir  fota^ 
Umstand:  Archimedes  mpp^ 
jeden  sich  bietenden  Rcm 
von  e^  statt  des  VerhK! 
und  Division  mit  13  hc^ 
durch  Erweiterung  mit 
erhterem  Beispiele  si 
240  iV  ^^^  urspittT"* 
m  ii    von  3661^ 
der  Berechnung  d 
Verhältniss  11631- 
erhält  dnrch  Er^ 


.N.l 


Es  lässt  sich 
Zahlen  ansdi 
die  ganze  fol] 

von  4^  dmun 


.  h£   in 

.- :  •  li  hätte. 

■   iLe  i^^.  ein- 

:  . :  L  ?ein  .    aU    bei 

-:    i^z  Zablen  und 

geschickt    benutzte, 

'  und    3f^CI  >j:240 

-1   ^'•"llte,  dass  ciet  auch  bei 

.:    z'suben  köüiien-     Er  muss 

-  I:e  Abkürzung  zu  unterlassen. 

i.iren,   als  etwa  das  Bestreben, 

:->:  Tbbe  an  3^  gelegen  ist. 

uri  der  Untersuchung  der  Wurzel- 

^^^(Ciiekes  bedient  habe:    ..Arcbimed 

^f^tfs  ^rand  darin ,  dass  sieb  mir  aller- 

derselbe   habe  wahrscheinlich 

gekannt   und   angewandt:    auch 

d«  wihrend  der  Rechnung  auf  die 

aabrachte,    so   dass   er  gar  nicht 

i^miren.    Ob  Andere  dieser  meiner 

n.     Jedenfalls  machen  es,   wie 

q^  »»«««ht,    die  Worte  Theo n 's  wahr- 
■ck   des   Zusammenhangs    des    von 

Jlucckr^-c  ^^°  I  ^  ^°^  ^^^^  ™^^  ^^^ 
eingeschriebenen  regelmässigen 

ar.     Positive  Gewissheit  freilich 

^  da  die  Zahlen  Archimed's  eben 

>|  richtige  sind  und  sein  sollen.    Auf 

n  hervorgehen,  dats  dem  Scbarf- 

ceHnge  und  höchst  eintaclie  Mittel 

Problem   des   Kectification    des 

pUlol        *■■  ■    •^,  J»*^""    ni   Nr.  11 
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1085587=  1050« -16913, 
■o  erhftlt  man  nach  Fall  VII.  als  zweiten  Nähemngswerth  der  gesuchten 
Wansel  

h\)  /lÖ85587  =  1041if^Htf. 

Statt  des  Bruches  kann  man  das  um  ein  Geringes  kleinere  -^^  also 

j/1085587  =  1041Vt 
setzen.     Thnt  man  dies,  so  erfordert  die  Berechnung  von  i^  die  Bestim- 
mung von  /43237Ö87J^.     Nun  ist 

4323708^^  =  2080^«  -  3108, 
also  erhält  man  nach  Fall  VII.  abermals  als  zweiten  Näherungswerth 

Statt  dieses  Bruches  kann  man  den  etwas  kleineren  \  oder,  noch  genauer, 
den  ebenfalls  kleineren  -^  anwenden,  also 

t)  j/4323708r^  =  2079| 

oder 

•)  /4323708yi^  =  2079^ 

annehmen.     Als  Verhältniss  des  Durchmessers  zur  Seite  des  umgeschrie- 
benen 96 -Ecks,  für  welches  Arjchimed  findet 

d:r96>  4673^:153, 

ergiebt  sich  dann  nach  f)  oder  nach   «)  entweder 

rf:/96>4154jV:136 
oder 

d:fec>4154VW-136. 

Als  Verhältniss  des  Durchmessers  d  zum  Umfange  t/gg  des  umgeschriebe- 
nen 96 -Ecks  findet  femer  Archimed 

d:fi96>  46734 -.14688. 

Hier  ergiebt  sich  nach  f) 

r^:M96>  4154^:  13056 
oder  nach   %) 

rf:f/96>  4154  iV^:  13056. 

Man  hat  also,  nach  Archimed,  nach  f)  und  nach  •)  bezüglich 

^14688,  ^  13056^  ^    13056    ^ 

"«^<4673i    '      "^"^ilöiÄ    •     ^^<4l54^^- 

Nun   soll   3}d^  u^'^3\^d  sein,    also  muss  jeder  dieser   drei   Brüche 

zwischen  3|  und  3^^  liegen.     Bezeichnet  man  einen  dieser  Brüche  durch 

B,  die  Differenz  durch  3|  — ^  mit  d^,  die  Differenz  ^— 3|f  mit  i^,  und 

sucht  das  Verhältniss'  d^:d^y   so  ergiebt  sich,  nach  Archimed,  nach  t) 

/  .  ^  14688     J3056 

nnd  nach  «)  bezüglich  I  je  nachdem  für  ^genommen  wird     *,^»  AviUZ* 

13056   \ 
41547%/ 
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HiBtoriücb-lileraTteche  Abtheilnog. 
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Es  liegt  also  bei  der  Recbnuug  Arcbiiued'fi  der  sieb  ergebende  Werth 
u^  um  nächsten  tin  34^''  and  am  weitpsten  von  Slj^d  entfernt,  im  Falle 
t)  ergiebt  iich  Oj^  weiter  von  3^  rf  und  weniger  weit  von  3ffrf  entfetnt 
als  bei  Arciiimed.  noA  noch  mebr  findet  dies  im  Falle  •)  statt.  Ar- 
chimed  hätte  also,  wenn  er  ^as  VerlmttniBs  1162^:153  dntch  das  in 
kleineren  und  ganzen  Zahlen  ausgedrückte  1033:136  wiedergegeben  hStte, 
seinen  Zweck  noch  besser  erreicht,  denn  die  Grenzen,  in  welche  u^  eia- 
gescbloesen  worden  wäre,  wGrden  noch  engere  geworden  sein,  als  bei 
seiner  Kecbnang.  Dans  Arehimedes,  der  Beherrscher  der  Zahlen  und 
fertige  Rechner,  der  jeden  sich  bietenden  Vortheil  geschii'kt  benutzte, 
und  bemerkte,  dasa  sich  die  Verhältnisse  5fl24J:780  und  366l/ji240 
einfacher  angeben  UsEen,  nicht  bemerkt  Laben  sollte,  dasa  dies  aacb  bei 
1162^:153  möglieb  sei,  wird  man  schwerlich  glauben  können.  Er  innss 
daher  wohl  einen  Grund  gehabt  Laben,  hier  die  Abkürzung  zu  nnlerlasBen. 
Ich  Labe  jedoch  keinen  andern  finden  können,  als  etwa  das  Bestreben, 
eine  Zahl  zn  erbalten,  welche  möglichst  nahe  an  3f  gelegen  ist. 

Wenn  ich  mich  nun  im  Obigen,  bei  der  Untersuchung  der  Wurael- 
werthe  in  27)  und  2$),  öfter  des  Ausdruckes  bedient  habe:  „Archimed 
rechnet  so  und  so",  so  hat  dies  seinen  Grund  darin,  dass  eich  mir  aller- 
dings die  Ueherzeuguiig  anfgedrüngt  bat,  derselbe  habe  wahrscheinlich 
das  hier  aaaeinandcrgesetzte  Verfahren  gekannt  und  angewandt;  aacL 
scheint  es  nicht  unmöglich,  dasa  er  schon  während  der  Rechnung  auf  die 
eine  oder  andere  Weise  Abkürzungen  anbrachte,  so  dnss  er  gar  nicht 
nöthig  hatte,  mit  so  grossen  Zahlen  zu  operiren.  Ob  Andere  dieser  meiner 
Ansicht  beipdicLten  werden,  ist  abzuwarten.  Jedenfalls  macLen  es,  wie 
auch  Herr  Oantor,  t.  r.  S.  370,  ausspricht,  die  Worte  Theou'a  w*hr- 
BcheiulicL,  dasE  man  im  Alterthnm  sich  des  Zusammenhangs  des  von 
jenem  erwähnten  Satzes  mit  der  Berechnung  von  f  2  und  also  mit  der 
Berechnung  der  Seite  eines  einem  Kreise  eingeschriebenen  regelmässigen 
Vierecks  ans  dem  Durchmesser  bewusst  war.  Positive  Gewissbeit  freilich' 
wird  sich  schwerlich  erreichen  lassen,  da  die  Zahlen  Archimed 
nicht  absolut,  sondern  nur  annSLernd  richtige  sind  nnd  sein  sollen, 
alle  Fälle  aber  darfte  an<<  dem  Bisherigen  hervorgehen,  dass  dem  ScbarT- 
sinu  des  grossen  S^rakusaners  ancL  geringe  nnd  bÖcLst  einfache  Mittel 
genügten,  um  das  immerhin  schwierige  Problem  des  Kectifieation  des 
Kreises  zn  lösen.  (Ueher  Beroa  ■.  Pbilol.  Rnndschan,  Jabrg.  III  Nr.ll 
3,341-345.) 


;b«rf-  ■ 
Mittel 
1    des 


Einladung. 


Vom  30.  August  bis  9.  September  (18.  — 20.  August)  1883  wird  iu 
Odessa  der 

YU.  Gongress  rassischer  Naturforscher  nnd  Aerzte 

stattfinden.     Zur  Theilnahme  an  demselben  werden  in  folgenden  Gebieten 
arbeitende  Gelehrte  eingeladen: 

1.  Anatomie  und  Physiologie; 

2.  Zoologie  und  vergleichende  Anatomie; 

3.  Botanik,  Anatomie  und  Physiologie  der  Pflanzen; 

4.  Mineralogie,  Geologie,  Paläontologie; 

5.  Chemie  und  Physik; 

6.  Astronolnie  und  Mathematik; 

7.  Anthropologie; 

8.  Medicin. 


V 


Lhterargefldkichtliolie  Studien  über  Eolclid  von  J.  L.  UciBHaa,  Dr.  phil. 
Leipzig  1882  bei  B,  G.  Teubner.      IV,  224  S. 

Wen  immer  seine  Forschu ng«*!)  dAbin  fuhrton,  dafis  er  mich  »inem 
gewissen  Zeitrntim  anf  Dinge  züTlickkani,  welche  er  früher  ein  fär  alle 
Mal  atigethan  zu  baben  glaubte,  pflegt  erstaunt  auf  kleinere  and  ^Beacre 
Einzelheiten  za  stossnn,  die  ibm  Tnrdem  entgangen  waren.  Geht  ea  dem 
Einzelnen  so,  um  wieviel  mehr  ist  neue  Ausbeute  zu  erwarten,  wo  Ver- 
schiedene nach  einander  dem  gleichen  Gegenstande  ibre  Anfmerksamkeit 
zuwenden.  Es  giebt  in  der  Wissenschaft  keine  erschöpften  Felder,  kein 
Gebiet,  welches  s«  reinlich  abgesucht  ist,  dasB  nichts  mehr  darsof  sn 
finden  wXre.  Freilich  scbHesst  diese  zuzugebende  Mfiglicbkeit  keineswegs 
die  Schwierigkeit  aaa,  jene  noch  des  Sammlers  harrenden  üeberreste  ao 
entdecken;  denn  frei  und  offen  ani  Wege  liegen  die  Fnndstücke  gemei- 
niglich nicht,  an  welchen  dieser  und  jener  vorüberging.  Herrn  Hei- 
berg's  neueste  Schrift  ist  ein  beredtes  Zengniss  fUr  die  ansgesprochenen 
Sätze.  Sie  zeugt  mit  ihrem  reichen  Inhalt  dafür,  dasa  es  Über  Euklid 
und  dessen  Schriften  noch  immer  ^eues  zu  sagen  giebt,  sie  zeugt  za- 
gtcich  für  die  hervorragende  Spiirkraft  ihres  Verfassers,  der  tüglich  mehr 
den  Beweis  liefert,  dass  er  zu  mathemiiliBch- historischen  Untersnchnng«n 
bestens  veranlagt  ist  und  dass  er,  wir  möchten  sagen,  den  natürlichen 
Beruf  bat,  seine  philologische  Schulung  in  den  Dienst  der  Geschichte  der 
Mathematik  zu  stellen.  Herr  Heiherg  begann  seine  schrifutelleriscbe 
Laufbahn  1879  mit  den  Quaestiones  Archimedeae.  Er  Hess,  abgesebeo 
von  einigen  selbst  ziemlich  nmfaugreichen  Abhandinngen,  seine  Archimed- 
Ausgabe  {1880  —  1881)  folgen.  Heute  bericbten  wir  über  ein  BSndchen. 
welches  zn  einer  künftigen  Euklid- Ausgabe  etwa  in  dem  gleichen  Ver- 
hältnisse steht,  das  zwischen  den  Veröffentlichungen  von  1879  nnd  ISSO 
obwaltet.  Es  erhöbt  noch  merklich  die  Zuversicht,  welche  wir  bei  An- 
aeige  der  Arcbimed- Ausgabe  anasprecheu  durften,  die  Ausgaben  fernerer 
griechischen  Geometer  durch  Herrn  Ueiberg  wUrden  mehr  und  mehr 
klassischer  Vollkommenheit  sich  nähern. 

Die  literargescbichtlichen  Studien  Über  Euklid  zerfallen  in  folgend^ 
aecba  AblJieilangeti:  I.  Die  l^ac\iT\ii\\\ftn  äbt  kx».\iM  l,S.  l— 21);  H.  Lebt^M 


RfcenaioneD. 

nntl  Scbrifteo  Euklid'a  (8.  22  —  55);  III.  Die  verlorenen  Schriften  (S.  56 
—89);  IV.  Die  Optik  und  Kaloptrik  (8.90-153);  V.  Die  allen  Com- 
nenlaloren  (S.  I54— 173);  VI,  Znr  Geechiclitp  des  Textes  (9.  174  —  224)- 

Nicht  eine  dieser  Ablbeilungcn  lüget  den  Leser  oline  Belehrung  über 
|Dingp,  welche  er  anilpmftrts  vergebens  Buchftn  «tirde,  theils  Verniuthiingen 
dnB  Verfassers  über  Dinge  vnn  mehr  «der  minder  gesichertem  Werthe, 
tlieils  bestimmte  Ergebnisse  seiner  For^chua^en.  Wir  wollen  fast  anf's 
GernthewobI   einige  wenige   Einzelheiten  heranshebeo. 

Bekanntlich  ist  bei  ambischen  Sclirifttitellern  die  Nachricht  erhalten. 
Euklid  sei  in  Tyrns  geboren.  Herr  Heiberg  hat  (8.  4)  die  Quelle 
dieser  Ueberlieferung  erkannt  nnd  hat  ihr  damit  jede  Bedentnng  eotEogen. 
Offenbar  stammt  sie  nKmIich  ans  der  Vorrede  jenes  Boches  des  Hj-psi- 
kies,  welches  man  fttr  ein  XIV.  Buch  der  Elemente  des  Enklid  hielt, 
ond  ans  BaOi^iiitjg  6  Tvgiua  schmiedete  arabische  Halbkenotniss  der 
griechiscben  Sprache  einen  König  von  Alexsndrien  nebst  einem  Enklides 

Ians  TjmB. 
1  8-  19  ist  die  sehr  ansprechende  Venunthnng  auegesprochen.  TAbit 
»bn  Knrra  sei  der  Urheber  der  berühmten  Betrachtungen  über  Stem- 
Tifllecke  in  I,  32  der  Enklid -Bearbeitung  des  Campanus.  Wir  schliessen 
uns  durchans  dem  Wunscbe  an,  es  möge  doch  ja  ein  Orientalist  in  eine 
Handschrift  von  Tabit's  Euklid- Uebersetzung  einen  Blick  werfen,  um 
fiicktigkeil  oder  Unrichtigkeit  von  Herrn  Heiberg's  Meinung  zu  erweisen, 
Dase  bei  Proklne  der  Satz  von  dem  gemeinBamen  DurchscbDitlB- 
pnakte  der  Dreieckshöben  vorkommt,  dürfte  noch  nicht  hervorgehoben 
worden  sein.  Nicht  ganz  sicher  scheint  uns  die  Behauptung  (8.  31),  der 
8«tB  mfiese  schon  vorenklidisch  sein. 

Auch  der  Schluss  (8.  46),  es  müsse  schon  vor  Euklid  ein  Lehrbuch 
der  Sphärik  gegeben  haben,  bei  detisen  Verbreitung  Enklid  sich  manche 
Beweise  in  den  Phttnomeoen  sclienken  zu  können  glaubte,  während 
Theodosius  eben  aus  jenem  Lehrbuclie  die  Beweise  zum  Theil  wörtlich 
entnahm,  scheint  uns  einigermassen  gewagt,  so  interessant  die  anch  nach 
Nokk's  Arbeiten  noch  ziemlich  neue  Hervorhebung  der  Beziehungen  der 
Bpbärik  des  Theodosius  zu  den  Enklidiecben  Phänomenen  nns  im 
rigen  war. 

Die  Wiederherstellung  der  Euklidischen  Porisuen  durch  Cbasles 
nach  Herrn  Heibnrg  (8.  57—79)  noch  nicht  das  letzte  Wort  in  dieser 
•ierigen  Frage.  Die  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  hat  auch  auf 
die  Darstellung  unseres  Verfassers  einen  etwas  verdunkelnden  Scliatten 
geworfen,  vermöge  dessen  es  uns  nicht  vollständig  gelungen  ist,  in  seine 
Meinnng  einzudringen. 

Dm  so  einverstandener  sind  wir  mit  Herrn  Heiberg  (S-81),  däsa  dl» 
r.Oerter  «nf  der  Oberflriche  sich  kaum  auf  Anderes,  als  snf  Corren  airf 
'liaderflüche,  vielleicht  auch  aof  der  Kegelfiäcbe  beiQf;^^  \Mhw 


Hütoriaeb-Utsnirisobe  Abtbeiln&g. 


Ein  Text  der  Optik  aaa  einer  Wieoer  HMdeclirirt  liefert  hob  (8.  S 
bis  129)  eine  ganz  none  Furm  dieser  Schrift,  deren  Ecblheit  io  allen 
wesentlichen  Theilen  mit  Blarken  Gründen  verfocliten  wird. 

Der  CommeDtar  des  Proklus  ist  nach  Herrn  Heiberg  (S.  166) 
nicht  Terstümmelt  auf  uns  gekomraeu;  vielmehr  sei  aus  p.  432,  9  eqq.  d« 
Fried  leiu'Gchea  Ausgabe  xa  schliessen,  dass  Proklns  wenigstens  en- 
aäcbat  Dvr  die  Theile  seines  Commeuiars  heranegab,  die  wir  kenneo^  in 
seiner  Absiebt  lag  es  aber,  eine  Khnlicbe  dem  Texte  der  Elemente  ron 
Sats  an  Sata  sich  anschliessende  Erklärung  für  das  Gesammtwerk  sn 
verfassen . 

Der  arabisch  erhaltene  Commentar  zum  X.  Buche  der  Elemente,  den 
Wöpcke  in  Paris  entdeckt  hat,  soll  {S  170)  von  PappnB  beirähren, 
stAtt,  wie  man  suzunebmen  gewohnt  war,  von  Vettins  Valens. 

Schon  diese  geringfiigige  Auswahl  wird  genügen,  zn  bestätigen ,  was 
wir  von  dem  Reichlhum  des  Inhalts  der  vorliegenden  Studien  gesagt 
haben.  Kein  Facbgenosse  wird  es  unterlassen  dürfen,  sie  bei  Arbeiten 
über  die  verschiedeusten  Perioden  der  Geschichte  der  griechischen  Mathe- 
matik zu  Bathe  au  sieben.  n.nTni. 


Dm  matbematiiohe  Harmoninm.     Ein  Hilfsmittel  aar  Veranschanlicbang 
der  rfinen  TonverhHiluisse  von  Gdst&v  Enoel,  königl.  Prof.  und 
Gesanglehrer  «.  d.  königl.  Hochschule  für  Mnsik.    Berlin  SW.  1881. 
Verlag  von  Csrl  Habel  (C.  G.  LUderitz'sche  Verlagshdl.).    73  S.  8*. 
Mit   dem    Namen    mathem  alischee    Harmoninm    bezeichnet    der 
Verf.  ein  mUHikalisches  Inslrnmeut,  auf  welchem  man  die  Tone  in  mög- 
licbst    vollkommener   Uebereinstimmung    mit    der  mathematischen  Theorie 
der  Tonleiter  angeben  kann.     Ein  solches  Instrument  ipt,    wie  auch  der 
Verf.  selbst  angiebt,  nicht  neu,  denn  Herr  Prof.  v.  Helmholtz  hat  bereits 
in   seiner   „Lehre    von    den  Toneropfindangen"    (Abschnitt    16]    ein    der- 
artiges Harmonium    beschrieben,    aber   nnter  den  Mnsikern  ist  dies  Aoeix 
verbal Inissmässig  noch  nicht  sehr  bekannt.     Es  ist  daher  gewiss  ein  dau- 
kenswerthes  Unternebmen    des  Verf.,    seinen  Facbgenossen  diese  Instru- 
mente näher  zu  bringen  und  za  emiifeblen.  —   Der  Verf.  hat  aber  auch 
das  Instrument    vervollständigt    und   angegeben,    wie   es    noch  weiter  au 
vervollkommnen    sei.     Sein    daranf  bezüglicher  Vorschlag,  eine  53stnfige 
gleicbscbwebende  Temperatar  herzustellen,  ist  allerdings  nicht  neu,  aber 
sehr  zweckmässig.    (Vergl.  die  Abhandlungen  des  Referenten:  1.  im  Snppj^ 
mentbeft  1868  dieser  Zeitschrift,  S.  105  — 140*,  und  2.  in  der„Zeita 


'  Diese  Abhandlung  ist  leider  im  Generalregisler  aus  Versehen  weggebliebm^ 

Die  Red. 


Recensionen.  103 


v^s.^N  ^t  .^v  ^.  '"  ■,^~  y    »v.  ^s  *s  - 


für  die  gesunmten  NatarwissenschafteD  *S  Bd.  XXXII  S.  65  —  96  und 
&•  415  —  500.)  Neu  aber,  oder  wenigstens  selten  ist  es,  dass  Musiker 
anf  die  mathematischen  Berechnungen  von  Ton  Verhältnissen,  Tonleitern, 
Schwingangszahlen  n.  s.  w.  mit  solcher  Sachkunde  eingehen,  wie  es  der 
Verf.  hier  gethan  hat.*  Wir  müssen  daher  die  Schrift  freudig  begrüssen, 
snmal  da  der  Verf.  die  ganze  Angelegenheit,  um  die  es  sich  hier  han- 
delt, so  darzustellen  gewusst  hat,  dass  sie  selbst  den  nicht  mathematisch 
gebildeten  Musikern  verständlich  wird,  l'rotzdem  werden  auch  Mathematiker 
und  Physiker  ans  der  kleinen  Schrift  noch  Manches  lernen  können,  na- 
mentlich werden  alle  Leser  der  „Lehre  von  den  Tonempfindungen''  darin 
eine  höchst  interessante  Ergänzung  der  Abschnitte  16  und  18  dieses 
Werkes  finden,  —  sogar  einen  unbedeutenden  Rechenfehler  des  Herrn 
Prof.  ▼.  Helmholtz  hat  der  Verf.  ausfindig  gemacht**. 

Die  Hauptsache  zum  Verständniss  der  Sache  ist  die  von  Haupt- 
mann in  Leipzig  angebahnte  und  von  Herrn  Prof.  v.  Helmholtz  genauer 
dnrchgeftihrte  Unterscheidung  mehrerer  Töne  gleichen  Namens.  Es  giebt 
Dämlich  z.  B.  ausser  dem  a  =  ^ ,  welches  die  richtige  grosse  Sexte  von 
0  =  1  ist,  noch  ein  a  =  ^^^  welches  durch  die  Quintenreihe  c,  p,  cf,  a 
(I9  li  i*  -y)  uod  durch  Transposition  in  die  tiefere  Octave  gefunden 
wird.  Die  Schwingungszahlen  dieser  beiden  Töne  a  verhalten  sich  wie 
80:81,  60  dass  das  zweite  um  ein  sogenanntes  Komma  höher  ist  als  das 
erste;  ebenso  giebt  es  noch  ein  a,  welches  um  ein  Komma  tiefer  ist  als 
die  richtige  Sexte.  Dasselbe  ist  aber  auch  bei  allen  anderen  Tönen  der 
Fall,  auch  bei  c  selbst.  (Vergl.  auch  W  tillner,  Lehrbuch  der  Experi- 
mentalphysik, S.Auflage.) 

Der  Verf.  des   vorliegenden  Schriftcbens   hat   nun    eine  Anzahl  von 
Uaanschen  Tonstticken  mit  kühnen,  weitgehenden  Modulationen  genauer 
Unteraucht  und  hat  dabei  gefunden ,  dass  in  denselben  allerdings  manch- 
mal eine  Erhöhung  oder  Vertiefung  der  Tonhöhe  um  ein  Komma  eintritt, 
indem  durch  die  Modulation  der  Grundton  der  Tonart  sich  ändert;  der- 
artige Veränderungen  der  Tonhöhe  kommen  aber  nur  bei  besonders  cha- 
x^kteristischen   Stimmungen    vor    (eine    Erhöhung   z.  B.    bei   aufgeregten 
Stellen)  und  sind  immer  nur  vorübergehend ;  schliesslich  enden  die  Musik- 
^tficke,  mit  verschwindenden  Ausnahmen,  immer  wieder  in  der  Tonhöhe 
<ler    ursprünglichen   Tonart.     Die    wenigen   Fehlgriffe,    welche    bei    den 
grossen  Meistern  vorkommen,  wären,  wie  Herr  Prof.  Engel  sagt,  leicht 
^n  vermeiden  gewesen,   wenn  der  Sicherheit  des  Gefühls  auch  noch  die 
bewusste  Erkenntniss   zur  Seite   gestanden   hätte.      Er   giebt   daher   den 

*  Im  Gegensatz  dazu  führe  ich  z.B.  an  das  Bnch:  Das  Tonsystem  un. 
^erer  Musik  von  Dr.  0.  B&hr,  welches  seine  wohlverdiente  Beurtheilung  bereitg 
in  Literar.  Centralblatt  (1882,  Nr.  30,  S.  1003)  gefunden  hat 

**  Es   ist   dies   derselbe  Fehler,  den    auch  ich  in  meiner  vorher  erwähnten 
ersten  Abhandlung  8. 124  oben  erwähnt  habe. 


Componisten  ((ph  Ralh,  dem  HBramniegowebe  mehr  „mathematiaeh«  Auf- 
merksamkeit" als  bisher  zu  echeuken ,  er  entwickelt  aui-li  einige  Andea- 
toDgen  über  die  Gesetze  des  ZaBammonbangs  der  Tonarteo  nod  über  die 
Metbode,  aus  einer  entlegenen  Tonart  wieder  in  die  nreprängliche ,  tod  der 
die  Modulatinn  ausgegangen  ist,  zurück ankebren.  Der  Verfasser  giebt  dem- 
,  welcbe  die  reine  Stimmnng  (gegenüber  der  tem- 
n  Scala)  rtir  die  wabre  Grundlage  der  Musik  erklären, 
er  hSit  es  anch  für  zweckmässig,  wenn  man  dieselbe 
erer  KnnstjüDger  mit  zu  Grunde  'legte.  Da  nun  das 
1  der  reinen  Stimmung  ganz  nabe  kommt  (jede  Stafe 
mraa,  9  Stufen  bilden  einen  richtigen  grossen  ganzen 
leu.  5  einen  halben  Ton,  —  17  eine  grosse  Ter«, 
äl  eine  richtige  Quinte  n.  s,  w.),  eo  scblies»t  der  Verfasser  seine  Abhand- 
lung mit  den  Worten:  ,. Sowohl  für  dae  Verständniss  des  theoretischen 
Theits  der  Musik,  als  für  die  Praxis,  namentlich  im  Violinspiel  nod 
Gesang,  würde  ein  53stnfiges  Uarmnninm  von  unermessüchem  Nntzea 
sein  nnd  deshalb  glaubte  ich,  die  Anfmcrksamkeit  der  Masiker  anf  das 
Vorhandensein  eines  solchen  Instrumentes  hinweisen  zu  müssen." 

Wir  können  diesem  Satze  nur  beistimmen  nnd  würden  ein  derartige« 
Harmoninm,    eventuell    im    kleineren    Umfange   (etwa    IJ    bis   2  Octaven 
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üeber  die  nach  Kreis-,  En^l-  und  Cylinderfanctiooen  fortachreiteni 

Entwickelnng^n,   unter    durchgängiger   Anwendung    de^    Du  Bois- 
Reymond'scben  Mittelwerthsatzes.  V<ui  Dr.  C  NsrMANN,  Professor 
an  der  Universität  Leipzig.     Leipzig,  B.  G.  Tenbner 
n.  140  S.  4".     7  Mk.  20   Pf. 
Die  vorliegende  Schrift  behandelt  die  Darstellnng  von  Fonctioin 
einer  Veränderlichen  durch  die  Fourifr'sche  Reibe  nnd  dafi  Fourier'scne 
Integral,    ferner    die   von    Functionen    zweier   Veränderlichen    durch    die 
Laplace'eche  nach  Rngelfunctionen  fortscb reitende  Beihe,   sowie  darch 
das    nach    Bessel'scben  Fnnctionen    fortschreiten  de   (von  dem  Verfasser 
früher  gefundene)  Integral.     In  einem  einleitenden  Capitel  wird  zunächst 
gezeigt,  wie  man  zu  all'  diesen  Entwickelangen  in  einfacher  nnd  natür- 
licher Weise    geführt   wird   mittelst   gewisser    den    Kreis   und    die    Kugel 
betreffender  Potcntiatanfgaben.  Bestimmt  man  nämlich  mittelst  der  G  r  c  e  n  - 
echen  Function  diejenige  Function    I'  für  das  Innere  der  Kugel,  welcbe 
in  jeaem  Räume   der  Potcntialgleichnng   genügt  nnd    an  der  Oberfläche 
gegebene   Werthe  annimmt,   enlwictrtl  ds-QQ  i\e  m  i«m  fc.«admcke  tob 
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V  Torkoimnende  reciproke  EntfernnDg  zweier  Punkte  in  bekannter  Weise 
und  wendet  endlich  die  so  erhaltene  Reihe  ftir  F,  die  ftir  jeden  Pnnkt 
im  Innern  giltig  ist,  auf  Punkte  der  Oberfläche  an,  so  bat  man  die 
Laplaee'scbe  nach  Kugelfanctionen  fortschreitende  Entwickelnng  einer 
Function  sweier  Variablen.  In  gleicher  Weise  führt  die  entsprechende 
Aufgabe  ftir  das  logarithmiscbe  Potential  eines  Kreises  anf  die  Entwicke- 
lnng einer  Function  in  eine  Fourier'sche  Reihe.  Geht  man  von  einem 
Kreise  mit  endlichem  Radius  zu  einem  unendlich  grossen  Kreise,  so  geht 
die  F  Darier  *8che  Reihe  ip  das  Fouri  er 'sehe  Integral  ttber,  und  ebenso 
ergiebt  der  üebergang  von  einer  endlichen  zu  einer  unendlich  grossen 
Kugel   die   folgende   Darstellung   einer  Function   zweier  Veränderlichen: 

'~*        0    0                     0 
wo 


ist,  während  /die  BesseTsche  Function  mit  dem  Index  Null  bezeichnet. 
Diese  Darstellung  einer  Function  ist  von  Herrn  C.  Neumann  1862  ge- 
fanden. Bei  dem  Grenzübergange  ergeben  sich  aus  den  bekannten  In- 
tegraleigenschaften der  Kreis-  und  Kugelfunctionen  neue  Integraleigen- 
sehaften  der  Kreis-  sowie  der  Cylinderfunctionen ,  von  denen  folgende 
hier  Fiats  finden  mOgen.     Es  ist 

-f*0D      Ca  a 

I    )(  I  ^f«w(?«)<'^)M    /  M^sin{qx)dgj)  dx  =  n  j L^M^dg, 
-•0  0  0 

wo  a  eine  beliebige  gegebene  positive  Constante  vorstellt,  während  Lq  und 
V^  beliebige  Functionen  von  q  sein  können.     Femer  ist 
OD         *  ff  a 

f\{fL,Hq9)dq)'{fM,J{qQ)dq)^Qdg=:fL,M/-^. 

0  0  0  0 

Ab  Stelle  des  Sinus  in  der  ersten  Formel  kann  auch  der  Cosinus  treten, 
«benfo  an  Stelle  der  BesseTschen  Function  J  in  der  zweiten  Formel 
die  BesseTsche  Function  ^Z"  mit  dem  ganzzahligen  Index  it. 

Die  Methoden,  durch  welche  bisher  die  einzelnen  Entwickelungen 
sieh  ergeben  haben,  werden  von  dem  Verfasser  nur  als  heuristische  an- 
gesehen. Die  folgenden  Capitel  sind  daher  der  strengeren  Begründung 
der  obigen  Reihenentwickelungen,  Integraldarstellungen  und  Integral* 
Eigenschaften  gewidmet,  und  in  dieser  Beweisführung  liegt  das  Haupt- 
interesie  des  Buches.  Handelt  es  sich  doch  um  eine  der  Hauptaufgaben 
der  modernen  Functionentheorie,  deren  Erledigung  seit  Di  rieh  1  et  den 
Scharfsinn  der  hervorragendsten  Mathematiker  herausgefordert  hat.  Herr 
^euBaso  lebat  aicb   an   keinen   der  früheTcn   Kulot^ü^  ^v^  ^«äIWÖ^» 
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GegeDstaDd  behandelt  haben,  direct  an,  hat  sich  vielmehr  (anter  Be- 
nutzung aller  vorhandenen  Arbeiten)  die  ganze  Materie  in  eigenartiger 
Weise  zarecht  gelegt  und  stellt  dieselbe  zwar  etwas  breit,  aber  sehr  klar 
und  in  durchweg  präciser  Fassung  dar.  Um  seinen  Aaseinandersetzangen 
die  möglichst  einfache  Gestaltung  zu  geben,  sowie  seine  Darstellung  ab- 
zurunden, hat  er  sich  von  vornherein,  was  die  in  eine  Reihe,  resp.  in 
ein  Integral  zu  entwickelnde  willkürliche  Function  betrifft,  auf  die  ge- 
wöhnlich vorkommenden  Functionen  beschränkt,  also  z.  B.  von  Fanetio- 
neu  einer  Veränderlichen  nur  solche  in  Betracht  gezogen ,  bei  denen  die 
Anzahl  der  Unstetigkeiten  und  ebenso  auch  die  Anzahl  der  Maxima  und 
Minima  für  jeden  endlichen  Spielraum  der  Variabein  eine  endliche  ist. 
Infolge  dieser  Beschränkung  sind  allerdings  manche  Fragen,  die  von 
anderen  Autoren  eingehend  behandelt  sind,  nicht  berührt,  z.  B.  die  Frage 
über  das  Verhalten  von  Functionen  mit  unendlich  viel  Maximis  and 
Minimis,  die  Frage  nach  der  Convergenz  in  gleichem  Grade  etc.  In  der 
genannten  Beschränkung  aber  kann  das  Buch  des  Herrn  Neumann  als 
eine  musterhafte  Darstellung  bezeichnet  werden,  die  auch  geeignet  ist, 
die  vorgetragenen  Probleme  einem  weiteren  Leserkreise  näher  zu  bringen. 
An  die  Spitze  seiner  Beweisführung  stellt  Herr  Neumann,  um  eine 
schleppende  Aosdrucks weise  zu  vermeiden,  folgende  neue  Definitionen, 
die  so  zweckmässig  gewählt  sind,  dass  sie  allgemein  adoptirt  zu  werden 
verdienen:  Eine  Function,  die  in  einem  Intervall  niemals  wachsend  oder 
niemals  abnehmend  ist,  wird  monoton  genannt,  und  zwar,  je  nachdem 
das  Eine  oder  das  Andere  stattfindet,  monoton  wachsend  oder  abnehmend. 
Abtheilungsweise  monoton  heisst  eine  Function  in  einem  bestimm- 
ten Intervall,  wenn  dieses  Intervall  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Strecken  zerlegbar  ist,  derart,  dass  die  Function  längs  jeder  einzelnen 
Strecke  monoton  ist.  Darnach  erkennt  man  unmittelbar  die  Bedeutung 
des  Ausdrucks  abtheilungsweise  stetig.  An  diese  Definitionen 
scbliesst  sich  der  Beweis  des  sogenannten  Du  Bois-Reymond'scben 
Mittelwerthsatzes  in  folgender  Form:  Sind  f{x)  und  0(a:)  im  Intervall 
€c...ß  abtheilungsweise  stetig,  und  setzt  man  Überdies  voraus,  dass  f(x) 
in  jenem  Intervall  monoton  sei,  so  gilt  die  Formel 

ß  S  ß 

jf(x)  (l>{x)  dx  =  f(a)  fo{x)  dx  +  f{ß)j(J>{x)  dx,     a  <  |  <  j3. 
a  a  £ 

Dieser  Siitz  bildet  das  Hauptinstrument  der  folgenden  Untersuchung.  Um 
von  derselben  ein  Bild  zu  geben,  sei  es  gestattet,  den  Gang  des  Be- 
weises für  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  in  eine  trigonometrische 
Reihe  kurz  zu  reproduciren. 

Aus  der  einfachen  Aufstellung 

—  iinx"    2  —     —  l 
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werden  unter  Anwendung  des  Mittelwerthsatzes  zwei  Formeln  abgeleitet, 
die,  wenn  man  den  darin  enthaltenen  beliebigen  Constanten  specielle 
Werthe  beilegt  (and  nur  für  diese  speciellen  Werthe  werden  die  Formeln 
im  Folgenden  angewandt),  lauten: 

f 

1)  abs  /   ^4^4^^rf<p<4w«,   falls   0<y<d<n; 

y 

'  J       'in{\q>)        ^^(n  +  i)m(4y)^nm(iy) 

y 

falls  0<y<5<7t. 
Bei  der  Fonri  er 'sehen  Reihe  handelt  es  sich  nun  dämm,  wenn  man 

n 

setzt,  den  Werth  von 


n 

—  « 


ZU  bestimmen.  Diese  Bestimmung  geschieht  zunächst  für  q>i  =  0  folgen- 
dermassen.  Die  Functiqn  F{(p)  sei  im  Intervall  — n  bis  +^  abthei- 
lungsweise  stetig  und  abtheilungsweise  monoton.  Man  kann 
dann  das  Intervall  0  bis  n  in  eine  endliche  Anzahl  von  Strecken  zer- 
legen, so  dass  F{q))  längs  jeder  solchen  Strecke  monoton  ist.  Ist  h  die 
Anzahl  der  Strecken,  a  ein  (zunächst  beliebiger)  Werth  innerhalb  der 
ersten  (von  Null  ausgehenden)  der  genannten  Strecken,  so  ergiebt  sich 
durch  Zerlegung  des  zu  betrachtenden  Integrals  in  Theilintegrale,  dann 
durch  Anwendung  des  Mittel werthsatzes  und  der  obigen  mit  1)  und  2) 
bezeichneten  Formeln: 


abs  ßfifp)  -  F(o)]  ^„(v)  dip  <  7::^£TrrT+ 2'«-«^^'[^(«)  -  ^W], 


4A/A 
nn  sin(^€i) 
0 

Dabei  ist  M  der  grösste  Werth  von  F(<jp)  —  F(0)  im  Intervall  0  . . .  «. 
Lässt  man  nun  zuerst  a  der  Null  sich  immer  mehr  nähern,  so  wird  zu- 
nächst das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  beliebig  verkleinert.  Lässt 
man  dann  n  wachsen,  so  kann  auch  das  erste  Glied  verkleinert  werden, 
während  das  zweite  (vorher  verkleinerte)  ungeändert  bleibt.  So  ergiebt 
sich  die  gesuchte  Grenze  für  9^  =  0,  während  die  Grenze  des  allgemeinen 
Integrals  hieraus  sofort  folgt,  wenn  man  F((p)  als  die  Dichtigkeit  einer 
auf  einer  Kreislinie  ausgebreiteten  Masecnbelegung  auffasst  und  die  Lage 
des  Anfangspunktes  <p  c=  0  auf  der  Peripherie  ändert.     VereinCa.<^hl  \!^^^ 
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das  so  erhaltene  Theorem  nachträglich  dnrch  Ablösung  von  der  Kreis- 
peripherie, so  hat  mau  die  Fonrier'sche  Entwickelang  der  Function 
F(<p).  Die  Ansdehnnng  anf  andere  Intervalle,  resp.  für  periodische 
Functionen  auf  alle  Werthe  des  Arguments  ergiebt  sich  leicht.  Die  ein- 
zige Voraussetzung  liegt  darin,  dass  F  abtheilungsweise  stetig  und  ab- 
theilungsweise  monoton  ist. 

Die  Untersuchung  Über  Eugelfunctionen  stützt  sich  auf  die  Arbeiten 
von  Dini  und  Heine;  es  wird  hier  jedoch  der  jenen  Arbeiten  zu  Grunde 
liegende  Satz  Über  die  Grenze  von  Fn{co$(o)  für  11  =  00  vermieden,  ein 
Satz,  der  namentlich  für  den  Fall  etwas  beschwerlich  ist,  wo  co  selbst 
mit  wachsendem  n  sich  der  Null  nftbert.  Hier  werden  nur  die  beiden 
folgenden  Sätze  gebraucht,  in  denen  F{i»)  eine  Function  bezeichnet,  die 
im  Intervall  fi  =  —  1  bis  fi  =  -|-l  abtheilungsweise  stetig  und  abtheilungs- 
weise monoton  ist,  während  Puil»)  der  Di£Perentia1quotient  der  gewöhn- 
lichen Kugelfunction  ist: 

+  1 
Um    fF(i,)  P,{^)  .if,  =  F{1)  +  (-  1)-+*  F(- 1), 

-1 
h 

Hm    /V(fi)Pl(^)(/^  =  0,    wenn    --1<«<6<1. 

a 
Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Grenze  des  Doppelintegrals  zu  bestimmen 

+  1   2« 


-1 0 


wo 


Diese  Bestimmung  erfolgt  durch  eine  ähnliche  Zerlegung,  wie  bei  den 
trigonometrischen  Reihen,  zunächst  wieder  für  fi^  =  1,  und  daraus  folgt 
das  allgemeine  Resultat  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Polar- 
coordinaten  auf  der  Kugeh  Zu  der  Bestimmung  für  fij  =  1  kann  man 
auf  doppelte  Weise  gelangen,  je  nachdem  man  zuerst  die  Integration 
nach  <p,  dann  die  nach  \k  ausführt,  oder  umgekehrt.  In  beiden  Fällen 
gelangt  man   zu   dem   bekannten  Resultat,  dass   die  Grenze   des   obigen 

•  Doppelintegrals  gleich  ist  dem  arithmetischen  Mittel  derjenigen  Werthe, 
welche  /*(f*9<p)  längs  eines  um  den  festen  Punkt  (|Lt|,<)p|)  beschriebenen 
unendlich  kleinen  Kreises  besitzt.  Je  nachdem  man  aber  dies  Resultat 
auf  die  eine  oder  andere  Weise  ableitet,  ist  die  zu  entwickelnde  Func- 
tion verschiedenen  Bedingungen  unterworfen.  Das  eine  Mal  ist  zur  Gil- 
tigkeit  der  Entwickelung  nöthig,  dass  FiX)  im  Intervall  |  =  — 1  bis  +\ 

MbibeilangsweiBe  stetig  und  abtheV\ungswe\a^  rnoxioV^tk  \«l.    Darin  bedeutet 


F(i)  d&e  aritbmetisclie  Mittel  dorjeuigeu  Wertlie,  welubir  /{n,  tp)  aDuimmt 
»uf  eiDCm  um  den  Punkt  (fi, ,  »,)  mit  dem  sphärischen  K»diuB  p  —  ftrccoss 
beschriebfloen  Kreise.  —  Das  andere  MaI  dagegen  ergiebt  sieb  Tolgende 
einfachere  Bedingang;  Znt  Giltigkeit  der  Lnplaee'scfaen  Keibenentnicke- 
lUDg  ist  errorderlich,  dass  /{fi,  qj)  ftbtheitnngaweise  stetig  and  abtbeilungs- 
weise  monoton  sei  längs  eines  jeden  der  von  dem  Funkte  (fi,,7i,)  nauh 
dem  entgegenges eisten  Punkte  der  Kugel  laufenden  Meridiane.  Aus  der 
Laplace'schen  Entwickelung  ergiebt  eich  unmittelbar  auuh  die  vnn 
Functionen  einer  Variablen  nach  Kngelfunctionen ,  nnd  die  letztere  Ent- 
wickelung llsst  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  adjnugirten 
Punclionen  an  Stelle  der  einfachan  Kugel functionen  treten, 

Auf  die  weiteren  Einzelheiten  dieser  Untersuchung  einaugeben,  würde 
SU  weit  ftibren;  wir  mUsKen  in  dieser  Uinsicht  auf  das  Neumann'sche 
Buch  selbst  verweisen,  ebenso  in  Bezug  auf  die  Abschnitte,  welche  die 
Integraldarstellnngen  einer  Function  von  einer  nnd  Kwei  Variabeln  er- 
örtern. 

Zum  SchlnsB  sei  es  noch  gestattet,  einen  Pnnkt  zu  berühren,  in  dem 
Referent  mit  Herrn  Neumann  nicht  ganz  eiaverstanden  ist.     Statt  den 
Mittelwerthsatz    den  Du  Bois  Keyniood'schen  zu  nennen,    würde  Re- 
ferent den  von  Heine  (Haudbnch  der  Kugelfunctionen,  2.  Autl.,  Theil  I 
8.61}  benutzte   Bezeichnung;  „zweiler  Mittelwerthsatz  (von  den  Herren 
^kyDn    Boia-Reymond    und    Weierstrass)"    vorgezogen    haben.      Fest 
Kateht,  dasH  Herr  Weicrstrass  den  Satz  vor  ÜuBois'  VerSfl'entlichungen 
^B  iti)  seinen  Vorlesungen  vorgetragen  und   auch  auf  die  Tragweite  und  Be- 
^B.dentung    desselben    anfmorksam    gemacht    hat,    nnd  .dies  mnaa  doch  auch 
Wrria    eine    Art  der  Fublicatiun    angesehen    werden.     Dass   Herr  Uu  Bois 
Kl  den  Satz  unabhttngig  gefunden,  wird  von  Niemand  bezweifelt;  aber  die 
Billigkeit  erfordert,  auch  den  Namen  Weierstrasa  dabei  zu  erwähnen. 
Han  müsite  denn  auf  0.  Bonnet  znrückgeben,    der  lange  vorher  einen 
Specialfall  des  in  Rede  stehenden  Satzes  gefunden,  nnd  zwar  einen  sol- 
chen   Specialfall,    aus   dem   sieb    der   allgemeine    Satz    leicht .  ergiebt,    so 
daas  zwischen  dem  Bonnet'schen   nud   dem  allgemeinen  Satze  ein  ana- 

Iloges  Verhältuiss  existirt,  wie  etwa  zwischen  dem  Mac  Laurin'schen 
[pid  dem  Taylor'schen  Satze.  Bei  dieser  Sachlage  wttrde  Referent  das 
ttwas  demonstrative  Hervorheben  des  Satzes  als  des  Du  Bois-Key- 
... 
Itars 


Bund'scben  vermieden  haben 


Wakgri 


tarstellende  und  projective  Geometrie  nach  dem  gegenwärtigen  Stande 
der  WisseDBchnft,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse 
höherer  Lebraustnllen  nnd  das  Selbststudium,  von  Dr.  Gustav 
Ad.  V.  Pehohka,  k.  k.  Uegiernngarath ,  ordentl,  bffeutl.  Hochscbnl- 
Ptahitar.   Mitglied  der  k.  k.  SUnls^xWMB^^-CQmtKvwwTi.  -«o.*.  %.«i 


k.  k.  Wiesenschaft  lieben  Kefttschal-pTfifnngscotnniission  an  der  k.  k. 

techmscben   UochBchnle    zn   Brunn    etc.  etc.      Erster    Band.      Mit 

einem  Atlas  von  34  Tafeln,     gr.  8°.     XVIII.  578  S.     Wien,  Carl 

Gerold'a  Sohn.  1883. 
Der  ans  vorliegende  erste  Theil,  „Hethociik",  des  Werkes  behan- 
delt die  verschiedenen  PrnjectionBarten,  tind  strar  ohne  die  eine  oder 
die  andere  gerade  zn  bevorzugen.  Hierdurch  wird  esmfiglicb,  den  Les«r 
mit  den  constrnctiven  Vortheilen,  welche  die  verechiedeneu  Methoden  ftr 
gewisse  Gruppen  von  Darstellungen  nnd  ünteranchungen  bieten,  sowrit 
vertraut  tn  machen,  dasi  demselben  in  jedem  conerelen  Falle  die  Ent- 
Scheidung  Über  die  zweckmüssigete  Darstellung  keinerlei  Schwierigkeit 
bielen  kann. 

Als  allgemeinste  Projectionemethode  bildet  die  Centralprnjection 
den  Aosgangspnukt.  Hier  könnvn  wir  sofort  eine  vorlheilhafte  Aende- 
rnng  gegenüber  der  ülteren,  in  Verbindung  mit  Kontny  beransgegebenen 
„Freien  Perspective"  des  Verfassera  darin  erkennen,  dasa  allein  Bild- 
ebene und  Cenlmm  in  fester  gegenseitiger  Lage  zu  einander  gegeben 
sind  nnd  nicht  noch  weitere  Elemente  wie  Grundebene  nnd  Vertikal  ebene 
hinzutreten,  die  es  weniger  klar  erkennen  lassen,  welche  Bestimmangs- 
stückc  für  jede  Construction  absolut  nethwendig  sind. 

Nachdem  die  Elemente:  Gerade,  Fnnkt,  Ebene  im  ersten  Capitel 
ihre  Darstellung  gefunden  haben,  werden  im  zweiten  projectivische,  im 
dritten  metrische  Beziehungen  iwischen  jenen  Gebilden  erörtert.  Es 
dütfle  kaam  eine  Elementarnufgabe  genannt  werden  können,  welche  nicht 
ihre  umfassende  Erledigung  gefunden  hätte.  Beanstanden  möchten  wir 
den  Begriff  ,,Principie!l  projectivische  Aofgaben",  wie  er  im  §45  auf- 
gefasst  wird ,  indem  in  denselben  alle  Aufgaben  eingereiht  werdi 
welche  sich  ohne  Zuhilfenahme  der  Distanz  lösen  lassen,  wie  z. 
structionea  von  Parallelen  zu  gegebenen  Geraden  oder  Ebenen,  die 
schieden  metrischer  Natur  sind,  aber  dennoch  mit  alleiniger  Benntznng 
der  Fluchtelemente  ihre  Lösung  finden  können,  weit  von  vornherein  das 
Unendliche  durch  die  Methode  ausgezeichnet  ist,  eben  dnrch  Angabe  der 
Fluchtelemente  als  Bilder  unendlich  ferner  Punkte  oder  Geraden.  Es 
giebt  nicht  a  priori  an f  jedem  Projeclionsstrable  zwei  „besondere"  Ele- 
mente —  DurchstoGspnnkt  nnd  unendlich  ferner  Pnnkt  — ,  welche  „aus- 
nahmsweise'' durch  ihre  Bilder  nllein  bestimmt  sind,  wie  der  Verfasi 
§  3  bemerkt,  man  wählt  jene  Kiemente,  als  für  die  Uarslelli 
ders  bequem,  erst  aus,  hätte  aber  in  irgendwelcher  Weise  swei  andi 
Paukte  durch  den  Dnrchstoespnnkt  reprÄsentiren  können  ,  etwa  die  HchnitT 
punkte  mit  zwei  allgemeinen  festen  Ebenen,  wie  denn  etwas  Derartige* 
bei  der  Behandlang  der  klinogrnphiücheu  Projection  wirklich  geschieht, 
wo  statt  der  unendlich  fernen  Ebenen  eine  parallele  zur  Bildebi 
DOttt  wird. 
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Im  vi«>rten  Capitel  werU^o  durch  Vergleicbaog  des  Originals  mit 
seinem  Bilde  die  Gesetze  der  CollineatioD  und  der  ProjectivitSt  nntei' 
Anwendung  von  DoppelverbSItaiBsen  entwickelt.  Wie  der  Verfaeser  im 
Vorwort  sagt,  ist  der  leichteren  Fasalichlieit  wegen  der  Steiner'scben 
rechnenden  Methode  der  Vorzog  gegeben,  obgleich  er  die  y.  Staudt. 
sehe  Begriindnng  der  prnjectivischen  FnndAmenlallehren  für  die  strengere 
nnd  wisseDscbardichere  hall.  WicfienBcbaftlicber  kann  man  sie  als  rein 
geometrisch  nennen,  aber  strenge  ist  sie  erst  in  neuester  Zeit  durch 
Darbous'*  Verbesserung  des  Beweises  vom  Kund  amen  taleate  geworden, 
dessen    nrsprüngliche  Mangel  ja   von  Klein  bereits  vor  Jahren  erkannt 


Am  Schlüsse  von  §  136  ist  tlbrigena  dem  Verfasser  ein  kleiner  Fehler 
onterlanfen  in  der  Behauptung,  dass  drei  Punkte  durch  einen  Punkt  und 
eine  Gerade,  hez.  durch  zwei  Gerade  ersetzt  werden  könnten  und  daher 
ancb  diese  F^lemenle  mit  ihren  entsprechenden ,  wie  drei  Punktepaarc, 
zur  Bestimmung  eine  Collineation  hinreichend  seien;  aber  erst  drei  6e- 
radenpaare  leinten  das  Gewünschte. 

Nachdem  durch  das  Bisherige  die  Fundamente  filr  die  Behandlung 
der  Kegelschnitte  gewonnen  sind,  werden  diese  Curven  als  Centralpro- 
jectionen  eines  Kreises  betrachtet,  indem  nachgewiesen  wird,  dass  letz- 
terer ans  je  swei  seiner  Punkte  durch  zwei  prujeclivisch  gleiche  Büschel 
projicirt  wird  und  je  zwei  seiner  Tangenten  von  allen  übrigen  in  pro- 
jectivischen  Heilten  getroftVn  werden.  HiRrbei  wird  irrthdmlich  der  Salz 
anfgestellt  und  bewiesen,  dass  auch  umgekehrt  zwei  projectivisch  gleiche 
Büschel  immer  einen  Kreis  erzeugen,  welches  jedoch  nur  dann  der  Fall 
ist,  wenn  Gleicbslimniigkeil  vorbanden.  Ungleichstimmige  derartige  Büschel 
erzeugen  eine  gleichseitige  Uyperbel. 

Nun  folgen  die  wichtigen  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  und 
die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  nach  dem  Unendlichfernen.  Was  den 
Beweis  des  Fnndamentalaatzes  der  Polarentbeorie:  Die  Polaren  aller  Pnnkte 
einer  Geraden  geben  durch  den  Pol  und  umgekehrt  etc.  —  anlangt,  so 
sind  wir  der  Ansicht,  dass  jeder  der  Fäll«  aneserhalb  oder  innerhalb  des 
Kegelschnittes  liegender  Pole  für  sich  behandelt  werden  mnss,  nnd  sieb 
hier  für  jeden  Fall  besonders  anzustellende  Ueberlegungen,  wie  z.  B. 
Herr  Reye  sie  in  seiner  Geometrie  der  Lage  benutzt,  nicht  nmgeben 
lassen.  So  ist  gegen  den  Beweis  des  Satzes  81  f§  1941:  „Der  Pol  P  der 
Verbindungslinie  zweier  Pnnkte  P,  nnd  f,  ist  der  Schnittpunkt  der  Po- 
laren dieser  Pnnkte"  so  lange  nichts  einzuwenden,  als  t'  innerhalb  des 
Kegelschnittes  füllt,  d.  b.  jede  durch  ihn  gehende  Gcrado  den  Kegel- 
schnitt schneidet.  Aber  wie,  wenn  /'  aneserhalb  liegt  und  die  benutzten 
Pnnkte  ^  nnd  B,  in  welchen  PP,  den  Kegelscbnitt  schneiden  soll,  nicht 
F  ](x«ell)  vorbanden  sind! 


'  Metheniatiecbe  Annaleu  Bd.  XVU,  5b.    Sie^ie  B-wAt  ^\si"\-tt  v'vi'A- '^•^^- 


Mit  der  Belracbtang  der  Durchioesser  -  und  UrenapiiDklseigPiischafteB 
Ttnd  der  ConBlruction  des  KrümtnungakTeiseB  —  immpr  Quter  Benutzacg 
der  ColliDesrverwftiidtscbBft  des  EegelscbDittea  mit  eiocm  Kreise  —  winl 
dano  die  Theorie  dieser  CuTven  heeadigt.  ^H 

Die  AuretelluDg  des  Gesetzes  der  EeciprocitSt,  eDtepriDgend  kiu  ^^| 
Polaren theorie,  bildet  den  Scbluss  des  ersten  AbHchDÜtea.  j^H 

Im  zweiten  Abscbnilt  (Capitel  V— VII)  wird  die  klinograpbieche  oder 
schiefe  Projeclion  in  der  Weise  behandelt,  wie  der  Verfasser  es  beieits 
in  den  Sitznagsber.  d.kaiserl.  Akademie  d.Wisseuscb-,  Wien,  Bd.  LXXV, 
1877,  [bat.  Neben  der  Bildebene  wird  noch  eine  zn  ihr  parallele 
im  Abstände />,  die  Distanzebene  eingeführt.  Die  Bestimmnngsstticke 
eines  Projectionsstrables  sind  dann  sein  Dnrcbstosepaakt  mit  der  Bild- 
ebene, die  Orthogcmalprojection  seines  Schnittpunktes  mit  der  EKstanx' 
ebene  und  D. 

Hierdurch  ist,  wie  leichtersichtlich,  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  du 
Diatanzdieieck,  mit  dem  Prgjectione strahl  aU  Hypotenuse  bestimmt,  desseo 
Dmlegnng  in  die  Bildebene  den  Constrnctionea  zq  Grande  liegt. 

Im  letzten  Capitel  werden  die  af6neD  Gebilde  einer  gegebenen  Figur 
nnd  insbesondere  des  Kreises  untersucht,  auf  welche  die  vorliegend« 
Frojectionemetbode  natnrgemäss  führt. 

Erst  im  dritten  Abschnitte  wird  von  swei  Bildebenen  Gebrauch  ge- 
macht. Der  Inhalt  dürfte  hinlänglich  durch  die  Capitel  Überschriften  cba- 
rakterisirt  sein,  welche  wir  hier  folgen  lassen:  Capitel  VIII.  Monge's  Ot- 
Ibogonalprojection.  A.  ProjectiTische  Beziehungen  zwischen  Punkt,  Ge- 
rade nnd  Ebene;  B.  Metrische  Beziehungen  bei  orthogonaler  ProjectioD 
in  Bezug  auf  zwei  Projectionsebencn.  —  Capitel  IX,  Methode  der  schie- 
fen Projection  mittels  zweier  aufeinander  senkrecht  stehender  Projectioni- 
ebenen.  A.  Projectiviscbe,  B.  metrische  Beziehungen.  —  Capitel  X,  Or- 
thogonale Farallelperspective. —  Capitel  XI.  Asonometrie,  Vom  Pohlke- 
sehen  Fundamentalentz  der  Axonometrie  werden  zwei  Be.weiee  gegeba 
Uer  erste  wurde  vom  Verfasser  in  den  Sitzungsber.  d.  kaiserl.  Akad« 
d.Wissensch.,  Wien.  Bd.  LXXXVIII,  1S7S,  zuerst  mitgetheilt;  der  »wj| 
ist  der  von   Pohlke  selbst  herrührende. 

Der   vierte  Abschnitt:    ,, Allgemeines   über  die   LagenverHnderangeB 
räumlicher  Gebilde"    enthaltend,    behandelt   in    vier  L'apiteln  die  Tram- 
formationen,    welche    bei    den    verschiedenen    Molbodon    binsichtlicfa   i 
Centrums  des  Objects  und  der  Bildebene  vorkommen  könt 
Verfasser    selbst    sagt,   sind    dieselben    wesentlich    als   Mittel  snr  Vet 
fachnng  graphischer  Operationen  anzusehen. 

Der  fünfte  Abschnitt:  „Besondere  DarstelJungsmethoden",  enthXU 
mehrere  unter  sich  heterogene  Dinge:  Capitel  XVI.  Die  I'arallelogramm- 
projection.  —  Capitel  XVII.  Colljneation  der  Rftume;  Relief  perspectiv 
—  CMpitei XVIII,  Centrale  Projectlmi  raM  Xu.\kvU«isLft,^xa«L  einer  Gmodebci 
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—  Im  XVI.  Cftpitel  wird  parallel  sn  zwei  ifesteD  Ebenen,  weldifl  gleich- 
seitig als  Bildebeneo  geuonimen  werden,  projicirt. 

Die  Theorie  der  räumlichen  Cniliueation  hätte  sich  wohl  wesentlich 
TereinTacht,  wenn  der  Salz  des  §465:  „.lede  heliebige  durch  das  Col- 
li neationscentmia  gehende  Ebene  /i  schneidet  von  drn  T&umlich  collioearen 
Systemen  2.',  nnd  £^  zwei  ebene  contriBch-colIineare  Systeme  a,  nnd  a, 
ans",  zum  AnsgRngspnnkt  gewählt  worden  wäre.  Der  Beweis  desselben 
ergiebt  eich  nfimlich  nnniiltelbsr:  Drei  entsprechende  Pnnktpaare  einer 
solchen  Ebene  bestimmen  in  derselben  eine  ColHneationsase.  Je  uwei, 
verschiedPnen  Ebenen  angehörige ,  Aien  rafissen  sich  treffen;  auf  der 
Schnittlinie  dieser  Ebenen.  Die  Äsen  gehen  nicht  alle  dnrch  e.iuen 
Funkt;  folglich  liegen  alle  in  einer  Ebene,  der  Collineationsebene  etc. 
Es  wflre  namentlich  der  indirecte  Beweis  dafür,  dass  das  CoUineatione- 
eentrnm  ein  Dnppelelement  sei,   dadurch  vermieden  worden. 

Ungern  vermissen  wir  die  Herstellung  der  perepecti viseben  Lage  bei 
ebenen  Systemen  und  die  Darlegung  der  Gründe,  welche  es  im  All- 
gemeinen unmöglich  machen,  awei  rSnmItche  Systeme  in  perspectivische 
Lage  au  bringen. 

Im  letztgenannten  Capitel  werden  Bezielmngen  zwischen  der  Cen- 
tral prnjection  des  Objectfi  und  der  Ontralprnjectian  des  GrandrisseB  anf- 
gestellt  und  verwerlhet. 

Uer  secbsle  Abschnitt  enthält  eine  Reihe  von  Anwendungen  auf 
(Gebilde,  welche  ans  einer  endlichen  Anzahl  ebener  FlächenstUcke  za- 
fuimengeeetzt  sind".  Es  werden  betrachtet:  Capitel  XIX.  Das  kör- 
perliche Dreieck  oder  das  Dreikant.  —  l.'apitel  XX.  Polyederebene  nnd 
gegenseitige  Schnitte  derselben.  Uegelmässige  Polyeder.  —  Capitel  XXI, 
Ebene  Schnitte  der  Polyeder.  —  Capitel  XXIX.  Gegenseitiger  Schnitt 
stweier  Polyeder. 

Bei  der  LGsang  der  hier  gestnllten  Aufgaben  kommen  die  verscbie- 
deuBten  Projectionemethoden  nur  Anwendung  nnd  die  sorgfältige  Dureh> 
arbeitung  von  Seiten  des  Stadirenden  gewährt  zugleich  demselben  eine 
anagezeichnete  Kepelition. 

Ein  Anhang,  welcher  die  Verwondang  der  verschiedenen  ProjectionH- 
arlen  bei  der  Dartellung  techniscli«r  Objecto  ansein  anders  etat,  bildet  den 
Schluss  dieses  ersten  Tbeils. 

Das  Vorliegende  bietet  sich  demgemüsB  dar  als  eine  sehr  auBführliche 
Üehandinng  der  bekannten  Darstell nngsmethoden.  Text  und  Conntmctinn 
sind  ausnahmslos  bia  ins  kleinnte  Detail  durchgeführt,  völlig  entsprechend 
der  im  Vorwort  gettusBerten  Ansicht  des  Verfassers,  dass  beziiglich  der 
Deutlichkeit  ein  „»n  viel"  dem  „«n  wenig"  vorzuziehen  sei.  Wenn  wir 
nicht  st  ganz  dieser  Ansicht  «ind ,  vielmehr  glauben,  dass  eine  kurze 
Andenlnng  unter  Hinweis  auf  die  t^igur  bisweilen,  nnd  namentlich  dann, 
wenn   der  Leser  bereits  sich  in  die  E\6menle  e\n^e\«\i\.  Vto. ,  «w^i^Ä^coa- 

Hat.-tlt.  AbUile,  J  ZaltMiihr.  t.  ll«tk  a.  ÜL^t.  Tiemii,  ),  *^ 
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in  der  Anordnung  8.  5,  die  noeh  auf  viel  allgemeinere  Art  moglieh  ist, 
nicht  henrortreten  in  lassen.  Es  würden  sich  dann  die  Tabellen  mm 
Sehlasse  der  Arbeit  auch  durch  eine  übersiehtliehe  Formel  ersetsen. 
Der  von  Rohn  behandelte  Zusammenhang  zwischen  den  Formeln  §  14^ 
IV  und  §  16,  IV  ist  nicht  besprochen. 

Erlangen.  M.  NoBTHsn. 


C.  Hildebrandt:  Veber  die  stationäre  Strömung  in  einer  unendUdhen 
Ebene  und  einer  Kugeloberflftohe.  Inauguraldissertation.  Göttin- 
gen ^  1882.  18  S.  [Auch  als  Programm  1882  der  Realschule  s« 
Gandersheim  im  Aussuge  erschienen.] 

Bekanntlich  genfigt  das  logarithmische  Potential  der  Gleichung 

der  aach  der  reelle  oder  imaginäre  Theil  einer  Function  complexen  Ar- 
guments U  +  vi  =  f{x  +  ifi)  gehorcht.  Daraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 
man  in  ein  Flächenstück  durch  beliebig  gestaltete  und  willkürlich  liegende 
Elektroden  Elektricität  aus-  resp.  einströmen  lässt  und  für  den  entspre- 
chenden  stationären  Zustand  die  Stromlinien  und  Niveaucurven  bestimmt 
hat,  nur  conforme  Abbildung  mittels  beliebiger  Functionen  nöthig  ist, 
um  auf  synthetischem  Wege  sur  Lösung  nener  Probleme  au  gelangen. 

Weiss  man  s.  B.,  dass,  wenn  in  unbegrenzter  leitender  Ebene  in 
einem  endlichen  Punkte  Elektricität  ein-,  im  unendlichen  Bereiche  ab- 
geleitet  wird,  ein  Strahlenbüschel  und  die  concentrische  Kreisschaar  als 
Stromlinien  und  Niveaucurven  auftreten,  so  kann  man  mittels  der  Ab- 
bildung Zs=^yz  auf  den  Fall  zweier  Einströmungselektroden  im  End- 
lichen, ei(ier  im  Unendlichen  gelangen,  wobei  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln   und   die  Orthogonalschaar  confocaler  Lemniscateu   an  Stelle 

der  früheren  Curven  treten.  Die  Abbildung  Z^=yz  lässt  die  Einströ- 
mungselektroden auf  die  Eckpunkte  eines  regulären  Polygons  fibertreten, 
die  Abbildung  mittels  ganzer  rationaler  Function  auf  n  beliebig  in  der 
Ebene  liegende  Punkte.  Die  gebrochene  rationale  Function  hingegen 
vertheilt  nicht  nur  die  n  Einströmungspunkte,  sondern  auch  si  AbleitungS" 
punkte  beliebig  in  der  Ebene.  So  gelangt  man  zu  den  Stromlinien,  die 
Referent  im  83.  Bande  des  Grell e*schen  Jonmals  und  im  Programm 
1880  der  königL  Gewerbeschule  zu  Hagen  i>ehandelte  und  als  irreguläre 

Lemniscateu   und   Hyperbeln  von   der  Ordnung   —  bezeichnete.     Auch 

Lucas  und  Darben x  haben  sich  mit   der  geometrischen   Seite  dieses 

*  Doreh  Göttinger  BochhandUmgeu  lu  beiMben. 
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im  letzten  die  Ableitung  der  verschieiteDon  TheUreUtionon  aus  dem- 
selben. Als  Mittel  zn  letzterem  Zwecke  dienen  zunächst  der  dritte  nnd 
Tierte  Aursatz,  wctvhe  die  hierzu  nothwendigsten  üntereuchnngen  &as 
der  Charakteristiken tfaeorie  bringen.  Dor  Standpunkt  des  Herrn  Verf. 
hierbei,  den  er  mit  ilerro  Frabenins  tbeilt,  ist  der,  dass  nur  solche 
Eigenschaften  von  Systemen  von  Clmrakteristiken  als  wesentlich  be- 
trachtet werden,  von  welchen  die  zwischen  den  Thetafunctionen  bestehen- 
den Kelatinnen  abhängen,  Berereut  möchte  hier  seinen  principielleu 
Einwand  gegen  diesen  Sundpnnkt  wiederholen:  Für  eine  CbBrnkteristi 
keotheorie  als  solche  reicht  deraelbe  nicht  ans,  weil  diese  auch  anderen 
Zwecken ,  z.  B.  der  Zuordnnug  zu  den  algebraischen  Functionen ,  zn 
genügen  hat,  hierbei  aber  in  demselben  Satze  zwei  verschiedene  Anffas- 
snngen  einer  und  derselben  Charakteristik  —  das  eine  Mal  als  mit  2'''  — 1 
Chamkleristiken  ohne  (0)  ah  gleichwerthig,  das  andere  Mal  nur  mit  allen 
ungeraden,  bez.  nur  mit  allen  geraden  incl.  [0]  —  nicht  zulKssig  werden; 
es  wird  dabei  die  vom  Kef.  vorgenommene  Trennung  in  „eigentliche" 
und  „Gruppen "'Charakteristiken  nothig. 

In  dem  fünften  Aufsätze  li^gt  die  Bedentnng  der  angezeigten  Schrift. 
Vermehrt  man  in  der  obigen  Riemann'schen  Formel  die  Argumente  um 
gewisse  halbe  Perioden,  so  kann  man  aus  derselben  2''' solcher  Formeln 
ableiten,  iu  welchen  auf  den  linken  Seiten  2*'>  verschiedene  Prodncte, 
auf  den  rechten  Seiten  für  jede  Gleichung  dieselben  2'''  Prodncte  stehen, 
während  die  Coefficienten  nur  die  Zahlen  +1  oder  —1  sind.  Indem 
man  diese  Prodncte  durch  Variable  ersetzt,  erhält  man  ein  System  von 
2*''  linearen  Gleichungen,  mit  Coefficienten  -\-l  und  —1,  deren  Anord- 
nung mit  den  Cliarakteristikcn  in  einfachem,  Übrigens  (wie  der  Verf. 
uitirt)  schon  früher  bemerktem  Zusammenhange  steht.  Aus  diesen  linearen 
Gleichungen  weiss  nun  der  Verf.  eine  Fülle  von  Relationen  zn  aiehen, 
die  durch  Eineeteen  der  bezeichneten  Thetaproductn  grosse  Bedentnng 
für  die  Theorie  der  Thetafunctionen  gewinnen.     So  ergiebt  sich  n.  A.  für 


B  Verf.  ist  vor  Allem 
indess  geht  der  Verf. 
liebenden  BeEiehnngen 
itergehende  Charakte- 


l  =  -{„  +  v  +  w)  das  von  Herrn  Frobeuius  und 
geleitete  Additionstheorem.  Auf  diesem  Wege  de 
auch  Ueb ersichtlichkeit  der  Relatiouen  erreicht; 
noch  nicht  so  weit,  auch  die  zwischen  deoBelben  bei 
zn  discntiren,  eine  Aufgabe,  die  iu  der  That  ws 
ristikenhetracbtnngen  erfordern  würde.  — 

Die  Schrift  des  Herrn  Dr.  Krazer  enthält  die  Anw 
sprochenen  l'Unften  Aufsaties  auf /)  =  2,  unter  Berücksichtigung  sowohl 
der  Rosenbain'schea,  als  der  G  öpel'schen  Vierersysteme  von  Charak- 
teristiken. Es  ist,  nach  dem  Vorgange  der  allgemeinen  Darstellungen  von 
Herrn  Frobenius  und  dem  Ref.,  uur  selbstverständlich,  dass  der  Verf. 
hierbei  die  sechs  ungeraden  Charakteristiken  im  Allgemeinen  nicht  unt«t- 
scheidet;   abpj-  es  wäre  consflC[UeQt  gewesen,    ä\eaa  Vltt\wsAi.%viÄtt^  ».^-i^i 
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Historisch -literarische  Ahtheilung. 


Zum  Fragmentum  mathematicuin  Bobiense. 

Von 

JoH.  LuDw.  Heiberg 

in  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  6  u.  7. 


I.  Bekanntlicb  enthält  Cod.  Ambrosianas  L.  99  sup.,  der  ans  Bobbio 
stammt,  nnter  dem  Text  von  Isidori  Etymologiae  aus  saec,  FIII  einige 
Fragmente  eines  griechischen  mathematischen  Werkes.  Eine  Seite  davon 
ist  von  Mai  in  Facsimile  herausgegeben  nnd  dnrch  Watten b ach ^s 
Schrifttafeln  (Taf.  VI)  hinlänglich  bekannt  nnd  auch  Öfters  behandelt.  Zwei 
andere  Seiten,  deren  Inhalt  bei  Weitem  werthvoller  ist,  hat  jetzt  Chr. 
Beiger,  Hermes  XVI  S.  261flgg.,  in  einer  ans  freier  Han^d  gemachten 
Nachbildung  mitgetheilt  nebst  einer  Lesung,  die  ziemlich  unbefriedigend 
ist.  Dass  weit  mehr  herauszubringen  war,  haben  für  S.  114  Z.  8  —  28 
C.  Wachsmuth  und  M.  Cantor  gezeigt  (Hermes  XVI  S.  637  flgg-)*  Hier 
soll  für  den  ersten  Theil  von  *S.  113  eine  Restitution  versucht  werden, 
die  keineswegs  zweifelhaft  oder  schwierig  ist,  wenn  man  erst  den  Sinn 
der  Beweise  erkannt  hat. 

Das  Stück  S.  113  Z.  5  — 19  geht  darauf  hinaus,  zu  beweisen,   dass 

LBEZ^LAEB  (Fig.  7). 

Dazu  benutzt  der  Verfasser  den  soeben  bewiesenen  Satz,  dass  unter 
gewissen  Bedingungen  BE=ßJ.  Der  Schluss  dieses  Beweises  ist  S.  113 
Z.  1  — 4  enthalten. 

Man  sieht  nun  leicht,  dass  die  Bedingung  diese  ist,  dass  der  Para- 
meter der  Parabel  das  Vierfache  von  AB  sei  (Z.  10).  Also  hat  der  Hilfs- 
satz ungefähr  so  gelautet: 

Wenn  zu  einer  Parabel  eine  Tangente  gezogen  wird,  und 
vom  Scheitelpunkt  auf  dem  Durchmesser  der  vierte  Theil 
dos  Parameters  abgesetzt  wird,  so  wird  die  vom  Endpunkte 
dieser  Linie  zum  Berührungspunkte  gezogene  Linie  dem  zur 
Tangente  verlängerten  Durchmesser,  von  jeneia  R\vd\^\i>B.v.^ 
an  gfirechnet,  gleich  sein. 

UiBt^'lit.  Abtblg.  d.  ZeitBobr.  f.  Math.  u.  Phy«.  XXVIII,  4.  "^^ 
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Der  verloreuc  Theil  des  Beweitfes  injig  dieser  gewesen  sein  —  ich 
benutze  die  Figur  Beigeres  (Fig.  6),  obgleich  sie  sehr  nngenan  ist 
(wohl  schon  in  der  Handschrift),  nur  habe  ich  den  Buchstaben  Z  hinzo- 
gefügt;  auch  yom  Tsind  bei  Beiger  nur  schwache  Spuren  zu  erkennen  — : 
Bssei  i^EeineParabel  mit  dem  Durchmesser  AB  and  dem 
Parameter  AF^  and  es  sei  AB^=^\A  l\  AE  sei  eine  Tangente 
in  E.  Man  errichte  AZ  senkrecht  auf  ABy  and  ihr  parallel 
ziehe  man  EH.  Man  verlängere  BA  bis  A  und  ziehe  ZB. 
Dann  wird  sein  EB=BA, 

Jetzt  folge  der  Beweis  S.  113  Z.  1 — 5  mit  den  nothwendigen  Er- 
gänzungen und  deutscher  Uebersetzung. 

['£»£1  yaQ  Xaov  iazl  to  vno  twv  Denn  weil  AFXAH^EJEP  [Apol* 

AT,  AHra  dno  rrjg]  EHy  xtxga-  lonius  con.  I,  11],  und  /V/  =  4/fß 
nlacifov  61  iy  FA  tfjg  AB,  x6  Sga  [hypoth.],  ist  4BAX  AH^HB?, 
xiXQaxig  vno  x6v  BAH^  xovx-\  aber  4ß^X>4//=4J3^X-4^^[Apol- 
5  icxi  xo  xsxgdxig  vno  xmv  BAA^  Ion.  con.  I,  35],  und  HE^=4AZ^ 
Xöov  icxl  xm  dno  xrjg  H  E  xovTiaxi\  [Euklid  VI,  4].  Also  ist  BAXAA 
xm  XiXQaxig  dno  x'qg  AZ.  Xaov  =^2?.  Also  ist Z-^iZ Brecht  [Buklid 
crpo  x€tl  x6  vno  xfov  BAA  xm  VI,  8  coroll.].  Aber  AZ=^ZE. 
dno  vqg  \  AZ.  oq^  aQa  i^  nQog  Also  ist  auch  AB  =  BE  [Eukl.  I,  4]. 
10  TO  Z  ywvla'  xai  Icxiv  tctj  x^  AZ 
^  ZK   tatj  Sqa  xal  ^  AB  |  t^  BE. 

Z.  2.  EH]  Hiermit  erst  fUngt  das  Fragment  bei  Beiger  an.  xitQunXaalafp] 
im  Cod.  ein  A  mit  überschriebenem  n  und  dem  Compendiom  far  -coy.  3.  aga] 
ein  etwas  verzogenea,  aber  doch  vollständig  erkennbares  Compendiom.  4.  xmv] 
im  Cod.  eigentlich  rov,  aber  diese  Eigenthümlichkeit  ist  schon  mehrfach  hervor- 
fiTehoben;  ebenso  Z.  8.  BAH]  B  ist  ganz  verschwanden,  vom  A  sind  deutliche 
Reste  vorhanden,  xovxicxi]  im  Cod.  xovx*  •/. ;  ebenso  Z.  6.  6.  HE]  das  £  fast  ver- 
schwunden; die  Sparen  ffihren  eher  auf  A  oder  A,  was  aber  iaisch  ist.  8.  vno] 
der  Cod.  T,  das  kleine  Zeichen  der  Abbreviatur  '  (vergl.  Z.  4)  ist  vergessen,  wie 
bei  dno  Z.  9.  9.  x^g]  nur  r  ist  sichtbar;  das  Compendium  für  -rjg  ist  am  Schluss 
der  Zeile  weggefallen,  9.  6q^  uqu  jj  ngog]  absolut  unleserlich.  10.  xtö]  nur  o) 
sichtbar,  rj]  17  Beiger,  aber  mit  Andeutung  der  Unsicherheit.  11.  1}]  so 
Beiger,  ganz  klar,  ftfij]  Hiermit  endet  Z.  4  im  Cod.,  und  Beiger  hat  keine 
Sparen  von  Buchstaben  im  Rest  der  Zeile  angedeutet;  doch  ist  eben  Raum  genug 
filr  das  noth wendige  Supplement:  aga  %al  1/  JB. 

Nun  folgt  S.  113  Z.  6 — 19  die  Anwendung,  die  ich  in  ähnlicher 
Weise  hier  wiederhole,  da  Beiger  S.  266  an  der  Entzififerung  verzwei- 
felt hat. 

Atinyitivov  bl  xovxov  laxm  xcS-  Dies  bewiesen,  sei  wiederum  eine 

vov   xo\nrj  ndltv   nagaßolij,  |  ^^      Parabel  gegeben,  deren  Durchmesser 
didfiexQog   (liv  r^  AB  nag^ tjv  \  di     AB  (Fig.  7)   und    deren  Parameter 

1.  dHdtiYfihov  Cod.,  aber  das  erste  i  ist  durch  einen  feinen  Querstrich  ge- 

tJJ^t.    ieti»]  mit  einem  bekunnten  Compendium  a>  geschrieben,  wovon  nur  m  übrig 

jst.    3.  6täfi$Tgog]  gescbr.  mit  dem  Comp,  für  dia-  \md.  ^Sii<&iiL  ^  \mt  isgend  einem 


Zum  Prngmpntiim  matlinmitticnin  BobieDiiQ, 


Mn«<un  .:  .11;  xtti  r.fe  |  A  F 
jiragiov  i'axoi  tj  /l  B,  «ai  änö  jv- 
Ho'vlros  eriitiiov  täv  htl  rijg  tofi^s 
t;;  ABl  itapa'kXfjXog  ijf&m  ^  EZ, 
■.  xiii  iniitvx9a)  ij  KB.  Snxriov, 
if  Z  £  I  31QÖS  lativ  ymvii 


Ar,  nn<l  fssf\AB  =  \Ar,  and  von 
einem  willkürlichen  Punkte  der  P»' 
rnbel  sei  fJZ  der  Linie  AB  panllel 
geeogen;  man  ziehe  enillich  fiß. 
Ünnn  ist  zu  beweieen,  dass  ZK  an 
Parabel  unter  gleichem  Winkel 


KfxAamat  npös  ifl  »of«^-  ni^*"  V"V      tn rückgeworfen  wird. 


iqiaTiiOfiht}  (  »?  d  EH.    Ai 
Kfodfizt>Jv  foi^^orivjj  ^ßriji  ÖE' 
10  üett   xoi    of  npdff   loii,-  /l.  E   cij- 
ftf/ni;  j'oivicti   rooc   koI  m' vnö  cwv 

aiiv    I'^   ipUQOi'\'     AoiTtat    Dpa    nf 

VKÖ    rrav  I   ß£/*.    SfiZ    yiaviai 
15  fdat  tlalv'  öiioUog  Al  Sci^oiiiVy  oii 

nai   nnoDi  i  oi   t^  AB  rtafäXhiloi 

ayoiievat    ngug    Haag    yrnviag  at-w 

xia09i/iTov[rai  TtQog  xo  B  ai;^(iov. 
(jetit  nicht  erkennlinren)  Zeichen  der  Eürinng.  2.  tha^av]  geschr.  J',  mit  dpm 
gew^lbulichen  Btuchieichen.  3.  «riiteiov]  mit  einem  seltenen  Compendium  gesclirie- 
ben.  4.  jiagiillTjXos]  daa  Compendium  "  ist  kaum  mehi'  sichtbar.  ^I&ta]  erlienii- 
bar  ntir  HX;  es  »tand  aber  gewiss  lu^.  5.  iittevx9in]  aichthar  -nur  w  (*V);  es 
war  aber  ur^prünglicti  eine  der  vorigen  Hhnüche  Kliriuug  angewandt.  7.  xj  xa/ig] 
der  Cod,  hat  x/jr  xop.T}v.  Man  erwartet  xe  B  or/iiitov.  ^ifrat]  geschr.  tjif.  8.  if]  acheint 
bei  Beiger  eher  N  za  sein,  Si]  dijv  10.  ««ffrij  n  mit  einem  geraden  Strich  ist 
MSiE,  mit  einem  Häkchen  latm.     nl]  übergeschrieben.     11.  nbO  )iu  lesen:  (/JUTnoi 


iehe  die  Tangente  ^Eli. 
Dann  ist  wegen  des  vorher  bewie- 
senen Satzes  dB=BE;  also  ancU 
LE^B=LAEB.*  Aber  L^KA 
=  LHKS.**  Also  auch  LßE^ 
=  &EZ.  Und  in  ähnlicher  Weise 
werden  wir  beweisen,  dass  alle  mit 
AB  parallelen  Linien  unter  gleichen 
Winkeln  anf  Punkt  B  zurückgewor- 
fen werden. 


ol]  fehlt  im  Cod.    xäv]  aber  x, 


»gl.  oben;  ebenso  Z,  u.     13.  rj  kann 


y,  d.  h  yiovlai  sein  und  kufiffaniv^maati  yaviai  Btatpofoi  konnte  bedeoten:  man 
nehme  die  (nach  der  Subtraction  de«  Gleichen  vom  tileicbeo)  übrig  bleibenden 
Winkel.  Denn  iiäipofov  lieiast:  Real  (Hero,  Geom  81,  Stereom.  II,  aßflgg,);  nl 
könnte  fehlen-  Aber  ioittai  ist  dann  äber&flesig  und  die  Redensart  nicht  lU  be- 
legen. M.  yavlai  taai  tlaiv]  habe  ich  supplirtj  im  Cod.  sind  hier  nenn  Buchstaben 
unleserlich.  15.  <S/iolms]  achwuche  Spuren  üclitbur.  Sti]  ein  Biiehatabe  nnleaerlioh  ; 
ea  war  atao  mit  dem  bekannten  Compendium  goscbrieben.    16.  xäeai]  deutliche, 

Iaber  in  der  Copie  entstellte  Spuren.  18.  rö]  rm  Cod.  etnuloti]  eijft:  -  Cod. 
Der  Verfasser  hat  aUo  den  Fandnmentalsalz  der  Theorie  der  pnrn- 
bulischen  üoblapiegel  nurgestetlt  und  bewiesen,  dass  die  der  Axe  paral- 
lel«ii  Blrahlen  von  dem  parabolischen  Spiegel  anter  gleichem  Winkel 
gebrachen  und  alle  auf  denselben  Punkt  zurückgeworfen  werden.***  ß  ist 
gel 
wer: 


'  Denn  wegen  der  Tara  Helen  ist  LHEZ^LBJB.    Auf  der  li'ignr  bei  Bel- 

fehlen  H  und  F. 

**  Dies  wird  auch  von  den  entsprechenden  Winkeln  beim  Kreise  votausgeselzt 
in  der  Enklidiscben  Katopbrik  prop.  1 

'*•  Dieser  Siitn  wird  von  V  i  t  e  1 1  o ,  IJjit.  IX ,  43  vorgfltra^^en  nehat  4«3!.  -aUiiä.-  _ 
gen  llilfssiltzen  Über  die  IVabel  [IS,  89  — A-i"),  aXifet  tein  Vit-««:»  \A  -««»wtiK^ö^ 
weiwchiedeo.  »t* 


kIbo  der  Brennpunkt  d^r  Parabel.  Dieser  Beweis  ist  um  so  meriLwIinli- 
gcr,  als  sonst  kein  griecbiscber  Mntbematiker,  soviel  mir  bekanut,  den 
Brennpnnkt  der  Parabel  erwähnt.  Apollonios  wenigEtens  behandelt 
nur  die  Brennpunkte  der  Hyperbel  und  Ellipse. 

ir.  [m  Folgenden  (S.  113  'l.  20  —  36)  bemerkt  der  Verfasser,  dua 
die  Uotcrsnchiing  über  die  poraboliscben  Spiegel  jetzt  abgefchlossen  sei 
nnd  dasB  er  nnn  zn  den  circnlären  übergebe.  Er  erwähnt,  dass  Einige 
den  Qrennpnnkt  der  circalären  Spiegel  in  das  Centrnm  setzten;  die«e 
foblerbafte  Meinung  aber  bähe  Apollonios  in  seinem  Buche  über  Brenn- 
spiegel hinlänglich  widerlegt.  Der  Verraseer  findet  aber  seine  Darstellung 
ungenügend  nnd  schwerfHllig  nnd  giebt  daher  seine  eigene.  Das  Stuck 
ist  von  Beiger  S.  279  gedeutet.  Ich  schlage  folgende  Ergänzungen  und 
Berichtigtingen  vor, 

Z.  22:  ntiß' liest  Beiger  Jtvfjia;  aber  diese  Abbreviatur  ist  ohne  a 
Analogie.  Vielleicht  darf  man  in  dem  Apostroph  ein  am  Schlnsse  dfll 
Zeile  wegen  Mangels  an  Haam  Übergeschriebenes  i  erblicken  und  dai 
im  Anfang  von  Z.  23  zu  nv^iio  ziehen;  dann  bleibt  in  Z.  23  nncb  Raum  \ 
genug  für  x',  d.  h.  xara,  das  eine  richtige  Wendung  giebt,  während  trvc; 
rüv  Tiijohiiuf^ivav  tpo'noi',  was  Uelger  für  sicfaer  hält  8.  270  nnd  sei 
unpassend  mit  wtt  Ad}'ov  vergleicht,  nnerhört  ist. 

Z.  26  ist  orjfitiia  entbehrlich. 

Z.  27  liest  Beiger:    tiiiUkij   zt    ntQUfigcia  xaioTtigov;   es  mnss  i 
den  Spuren  des  Cod.  und  dem  Sinne  gelesen  werden:  mjXiiii  is  nf^i^ 
((IQ  Kai  aov  („wo  der  Brennpunkt  eines  jeden  Bogens  sei"). 

Z.  2S  giebt  Beiger  nach  einer  Llicke:  nalaioi  i'haßov.  Aber  vor 
nalatui  ist  n.  Ä.  iiiv  ganz  deutlich,  nnd  d'  kann  nnmöglieh  auf  diesem 
Platze  stehen.  Wenn  nakatoi  wirklich  sicher  ist,  müssen  wir  lesen:  of 
plv  ovv  noKaiol  vittXaßov.  oi  ist  nicht  sicher;  die  Spuren  flibren  eher 
anf  o';  ovv  war  mit  dem  bekannten  Compendinm  geschrieben,  nnd  statt 
^  wird  gewiss  T'  stehen;  der  Buchstabe  ist  bei  Beiger  als  unsicher 
bezeichnet.  Unter  den  Tialaioi  wäre  dann  z.  B.  Eoklid  zn  verstehen, 
in  dessen  Katnptrik  Prep.  31  die  bezeichnete  Aneicht  vorgetragen  wird. 
Dass  die  uns  vorliegende  Katoptrik  wahrscheinlich  unecht  ist,  ist  Wer 
■ihne  Bedeutung,  da  sie  jedenfalls  alte  Bestandthoile  enthält. 

Z.  30  endet  mit  fiäia  Öiov,  was  Beiger  S.  271  wiedergiebl:  „während 
es  doch  nöthig  gewesen  wäre".  Aber  so  ist  tiala  ganz  unpassend.  Da 
im  Anfang  von  Z,  31  mehrere  Buchstaben  verloren  sind,  ist  ohne  Zweifel 
zn  lesen  ^«io  di4v\ta,s  (vergl,  Entoclus  in  Archimed.  III  S.  14,  16). 
Anf  die  AnsfUlInng  der  Lücke  in  Z.  31  verzichte  ich;  aber  die  übrigen 
Buchstaben  müssen  gelesen  werden:  npos  lotfs  xoronrptxov;  iSct^fv. 
Nach  ip'  ist  für  zwei  BachsiabeD  Raum  und  am  Schlüsse  der  Zeile  für 
dm»  kaum  entbehrliche  v  iipilxvarixöv.  Beiger  liest:  rijv  npöf  toi!;  x«*- 
puTfovg  oii'e  fdetSt.     Von  tt)V  sebe  icfeVeraeÄ^ai*,  ^»a  &&ft\«1it,  kflnnt« 
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ebdr  als  iv  tu  geleseu  werden,  älau  lieisst  die  Stelle:  „daas  dies  aber 
unrichtig  ist,  bat  dpollonios  sebr  achün  ...  in  oeinem  Buche  gegen 
Jie  Katoptriker  gezeigt". 

Z.  32  liest  Beiger:  n  ätueeaä^ijxcv,  wobei  für  innvgotaig  das  Verbum 
feblt.  Statt  a  stand  ubne  Zweifel  ^,  d.  li.  'ioiiii;  ,,UDd  er  hat  auch 
deatliob  gemacht  in  Beinem  Buche  über  Brenuspiegel,  wo  der  Breunpunkt 
liegt".  Das  Folgende  (Z.  34)  vermag  ich  nicht  mit  Sicherheit  zn  resti- 
tairen. 

S.  114  giebt  der  Verfasser,  nachdem  er  diese  Vorbemerkungen  ge- 
schlossen hat,  den  veraprochenen  originalen  Beweis. 

Zu  Z.  3  bemerke  ich,  dass  natürlich  ävTf7tagtnt9ivTsg  zn  lesen  ist 
(„riralisircnd"),  nicht  mit  Beiger  av  ti  nagauOlvTie'^  denn  av  hat  hier 
nichts  XU  thun;  als  Object  ist  zag  rjiAtxi^ag  dnoSci^cis  zu  verstehen. 

Der  Beweis  selbst  Z.  S  -  28  ist  von  Wachsmnth-Gantor  in  einer 
dem  Sinne  nach  unzweifelhaften  Weise  wiederhergestellt;  im  Einzelnen 
bemerke  ich  Folgendes. 

Z.  8  fehlt  nach  AT  das  Wort  fotu,  das  Beiger  S.  274  richtig  hat, 
aber  S.  280  durch  Versehen  weglKset.  Das  Compeudium  der  Uds.  führt 
eher  Auf  mtsti,  aber  diese  Verwechselung  ist  hSufig, 

Z,  9  lesen  sowohl  Beiger  als  Wachsmuth:  ij  JEB  6i%tt  ztiivhm 
rqv  A  r,  indem  sie  die  Bandginsso  6i^  zif^v  in  den  Text  aufnehmen.  Aber 
diese  Glosse  muss  gelesen  werden:  St%a  rliivctai,  nnd  gehört  nicht  in 
den  fortlaufenden  Text.  Es  ist  ein  Scholinm  zu  der  Stelle,  nnd  Subject 
ist  Af.  Im  Text  stehen  nämlich  nach  J  EB  einige  nicht  beachtete  Buch- 
staben, erst  ä'  d.  h:  »Jx^m,  dann  Jl,  d.  h,  näOeiog,  und  endlich  eine 
rftthaclhaftc  Abbreviatur;  Sinn  und  Sprach  gebrauch  fordern  aber  hfl. 
Also  ist  zu  lesen:  xai  jj  JEB  i;;[Öw  xäSixog  im  rr/v  AT,  was  ja  dem 
Sinne  nach  vollständig  befriedigt.  —  Das  Supplement  xcTii-qa&a  ist  nicht 
nothwendig,  s.  mein  Index  Archimed.  III,  S.  406  n.  Si^o. 

Das  Compendium  für  fitia^v,  das  Wachsmuth  richtig  Z.  11  u.  s.  w. 
erkannt  hat,  das  aber  meines  Wissens  sonst  nicht  nachgewicson  ist,  findet 
«ich  im  alten  Bodleianua  des  Euklid  dreimal  in  einigen  byzantinischen 
Schollen  fol.  IlSflgg. 

Z.  12  ist  nach  Iml^ivi&toisov  nicht  «p',  sondern  yn'p  zu  lesen;  so  ftngt 
oben  die  PrÜparatinn  an.  Die  Handschrift  hat  ein  ursprünglich  misB- 
rathcnea,  dann  nachgebessertes  rund  flher  nf  steht  «p.  Dieselbe  Gestalt 
des  r  treffen  wir  wieder  in  Z.  13,  wo  es  übersehen  wurde.*  Es  steht 
dentlich  ds:  vjioxurai  y«9<  das  parenthetisch  zu  fassen  ist. 

Z.  16  hat  Wachsmuth  mit  Becht  Sypov  für  lyyvUQOV  hei  Beiger 
Tcrmuthet.     Die  Hds.  hat  tyytiovy  einen  in  mathematischen  Udss.  durcb- 

*  Beiger  S.  2B2  fasst  dieses  r  an  beiden  Stellen  als  „daa  cbw[d.^VVs7i&k. 
Zeichen",  dos  in  diesem  Fragment  schon  so  'ne\T&c\L  ^oX.  V&x'b^Xea.  ixi^xwnv. 
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ans  gewöhnlichen  Fehler;  da  FF  zuerst  in  77  verschrieben  wurde,  hat 
der  Schreiber,  der  überhaupt  auf  dieser  Seite  viel  nachgebessert  hat,  yy 
tibergeschrieben . 

Z.  17  steht  doch  ganz  deutlich  ösi^ofi$v^  wie  Beiger  hat,  nicht  idii- 
|a|ii£v.  Der  Verfasser  b^tte  wohl  am  Schlüsse  des  eigentlichen  Beweises 
das  Lemma  bewiesen,  um  den  Gang  des  Hauptbeweises  nicht  zu  unter- 
brechen ;  Aehnliches  ist  bei  den  späteren  Mathematikern  häufig.  Ueber  die 
Sache  s.  Cantor  S.  640  Anm.  1. 

Z.  21  ist  die  von  Wachsmuth  beibehaltene  Lesung  Beigeres:  fißi- 
^cov  Tfjg  vTio  &fiö  ovaa  nBOHTai  cig  ganz  falsch.  Es  ist  zu  lesen:  fina^v* 
xfSv  EjS  ariiisltov  itsaBixai'  ?<ftq>.** 

Z.  22  wird  insl  öi  gelesen;  die  Hds.  hat  nur  'df,  was  eher  als  ^ozi 
6i  zu  deuten  ist;  man  vergleiche  die  missrathene  Form  des  Compendiums 
•/.  in  Z.  20. 

Z.  23  flgg.  führen  Construction  und  Spuren  der  Buchstaben  auf  fol- 
gende Lesart:  iq  fiev  ydg  JH  öia  xov  xivtQov  ovaa  vTcoxciTat  (?) ,  ai  öi 
tov  fjniKVKliov  yfoviat  laai  alkfjlaig.  Nur  inoKBiiai  ist  sehr  unsicher; 
die  Spuren  bieten  dA\  wenn  aber  ovaa  richtig  ist,  muss  ein  solches 
Verbum  darin  stecken. 

Z.  24  u.  25  hat  es  der  Schreiber  doch  nicht  so  arg  gemacht,  wie 
Wachsmuth  S.  639  meint.  Man  lese:  if  vno  xijg  HZ  iv&eiag  xal  rijg 
HF  fCtgi<ptQtiag  ytovla  Xatj  iaxlv  x^  vnd  xijg  HK  svd'siag  xai  xijg  HB 
n£Qi(psQslag.  ev0siag  war  offenbar  sv^  geschrieben,  wie  oft  in  mathe- 
matischen Hdss.;  an  der  ersten  Stelle  wurde  hieraus  ES,  an  der  zweiten 
ß^  (denn  das  T  ist  noch  ganz  deutlich  zu  sehen).  Das  Oompendium  für 
niQi<piQBiag y  das  an  der  zweiten  Stelle  in  der  Hds.  steht  und  nur  über- 
sehen wurde,  ist  an  der  ersten  ausgefallen. 

Schliesslich  bemerke  man  das  sonderbare  Oompendium  Z.  26;  der 
Sinn  fordert  tarivy  das  Oompendium  ist  aber  von  der  gewöhnlichen  ganz 
abweichend. 

In  dem  noch  übrigen  von  Wachsmuth- Oantor  nicht  behandelten 
Stück  S.  114  Z.  28  —  36  (Beiger  S.  281)  ist  zunächst  das  ungeheuerliche 
TtiQtsvtX^iv  Z.  29  (jedoch  kein  Druckfehler,  s.  S.  278)  durch  nsguvex'^^^ 
zu  ersetzen,  das  in  dieser  Verbindung  stehend  ist  (s.  Index  Archim.  III 
S.  450  u.  TcegiipiQOfiaiy  u.  s.  w.);  der  obere  rechte  Arm  des  x  scheint  in 
der  Hds.  nicht  erkennbar  zu  sein.  Am  Schlösse  der  Zeile  steht  a  und 
dann  ist  noch  Hir  zwei  bis  drei  Buchstaben  Raum;  zu  lesen  ist  ano,  das 
zum  folgenden  naxaaxa^  gehört;  anoKaxaaxa^y  ist  ebenso  in  dieser  Ver- 
bindung stehend;  s.  Index  Archimed.  III  S.  393  u.  anoKa&iaxtiin. 


*  Mit  dem  obenerwähnten  Oompendium  geschrieben. 
**  Die  Hds,  iiat  eher  oitfra,  s.  oben. 
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Z.  30  stnlit  gftoa  deotlicli  (^,  A.  h.  farni  (niclil  äp«,  Belgpr  S.  278, 
wob«i  keine  Consl.rnction  möglich  ist;  wio  sollte  insu  den  Cnnjniictiv 
xdiROTQ^i/  erklSreti y).  Violleicht  ist  riQog  ijv  ni  Ti(to;  [«;  zn  Icsfln ,  da 
nacli  dem  zweiten  ityög  noch  etwaa   Rauid  da  ist. 

Z.  31   iHt  mit  Wacfasrnntb  S.  638  za  leHen:  Bd  ficraltj  imv  £,«. 

Z.  32   ist   nach  xaraanevaaOhTog  noch  Kaaro  für  ilns  nnontbelirlicbe 


'  keißi 


BiDii  bat; 


Z.  34  liest  Beiger  xv 
giebt  u  M,  d.h.  oijiw;  ü'oti. 

Das  von  Watte nbacb  heraoa gegebene  Fragment  biotet  iTots  der 
scheinbar  besseren  Ueberlieferung  für  das  Versländniss  grosse  Schwierig- 
keiten; da  diese  zum  Theil  anf  Lücken  in  der  IldH.  zu  bomben  sobel- 
neo,  und  da  nach  Belger's  Versichernog  Mai's  t'auainiUe  genau  ist, 
werden  sie  wohl  nie  mit  voIlBtfindiger  Sicherheit  gelöst  werden.  Nur  an 
einer  Stelle  wage  ich  einen    Vorachlng. 

Z.  11  hat  die  Hds.  C-YXePCCTePAr,  daa  Wattenbach  und 
Diets  Hermes  XII  S.  421  ftgg.  als  tvitgiatcQov  ayitui  auflösen,  wobei 
in  Z  10  eine  Aeuderuiig  nöthig  wird  (Diels  schreibt:  ngiaTnv  fiiv  ßd^og 
Ttawog  extjtiaiog  ai^ofiivav,  wobei  der  Artikel  vor  ßägos  vermiest  wird, 
und  die  Emendution  ist  doch  auch  sehr  gewaltsam),  r*  ist  hier,  wie 
KoNHt  fiberall,  ylvtiat*,  Icli  lese  daher:  n^cÜTOf  fitv  ya^**  navxog  Ori- 
(foü  oxit^B^og  aiQnfiivov  npof  k  inTiiagov  fvitfifaz  i  gn  ylvlTCli  tttl  ii^f 
fitlXiiviK^S  ^  oiK);.  Weil  der  Sebreiber  die  substantivische  Anwendung 
voH  (nixavin'q  verkannte,  warde  jj  oAxij  in  Casus  dazu  assimilirt,  was  ja 
zu  den  gnwöbnticbsten  Schreibleblero  gehört. 

III.  Das  Brncbetilck  ist  ohne  Verrassersnamen  Sberliefert ;  wir  sind 
also  in  diesem  PunktK  aof  Hypetbeeen  angewiesen.  Hier  ist  vor  allen 
Uingen  ins  Auge  zn  Tassen,  dass  auch  das  SHern  Fragment  demselben 
Werke  angehörte;  es  kann  also  nicht  von  Breiinspingeln  allein  gehandelt 
haben,  da  in  jenem  Fragment  vom  Schwerpnukte  die  Rede  ist.  Wenn 
Beiger,  dar  vom  Verrs^ser  etwas  goringschStaig  spricht,  sein  Werk  als 
ein  „physikalisches  Oonpendium"  bezeichnet  (S.  2S3),  ist  dies  insororn 
irreleitend,  als  wir  es  hier  nicht  mit  einem  stümperhaften  Compilator  zn 
thnn  haben,  sondern  vielmehr  mit  einem  tüchtigen  Mechaniker  und  Ua- 
ihematiker,  der  selbstatändig  seine  Wissenschaft  gefördert  hat,  Denn  es 
ist  kaum  zu  bezweifeln,  dass  die  Beslimmniig  des  Brennpunktes  der 
Parabel  sein  Eigenthum  ist;  daranf  führen  sowohl  der  Ton  der  Darstel- 
lung, als  die  Form  des  Beweises  mit  der  ausführlichen  Angabe  der  Uilfs- 

■  Ich  wundere  mich,  dawi  auch  der  grQndliuhe  PalHograph  Cb.  OtaUs, 
wie  es  scheint,  ilies  verkannte;  er  schlügt  vor  (Rerue  critiquo  lS7fl,  II  S.  VIli):  ttSv 

"  Das  Compeiidium  mag  eigentlich   yovv   bedeutet  lia.\«tt  '^ 
onier  Soitreiter  verwendet  es  jedenfalla  fflr  v"»«  C^.  \t>,  ^^,  ^1. 
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eätse;  «nch  über  diu  circulären  Broiiii  spie  gel  iial  er  ja  Ncnes  ^leiat« 
auil  im  ftltoren  Frftguient  hat  er  ileu  Beweis  iles  ÄrcliimediKchen  Salz«H 
von  den  statischen  Momenten  übergHcgen ,  «"oil  er  vnn  den  Frühera 
gt'gcben  sei.  Für  einen  Byeanliner  aber  mass  ich,  wie  Beiger,  Bchon 
wegen  der  Färbung  der  Sprache-  den  VcrfaMpr  hallen.*  Schon  Dach 
dem  hier  Gesagten  ist  di«  Vermnthnng  als  nicht  nn wahrscheinlich  an 
bezeichnen,  dass  wir  hier  ein  Fragment  des  Anthemias  vor  uns  habon. 
Dieser  Mechaniker  (VI.  Jahrb.),  dessen  Talente  (die  er  anter  Anderem 
bei  der  Erbannng  der  Sophiakiruhc  glHnzeud  bezoagte)  sehr  gerühmt 
morden,  hat  ein  Bnch  ntpi  jinga&ö^cov  firixavtniärtav  geschricbeD,  woi 
bekanntlich  ein  Fragment  erhalten  ist,  das  eben  von  allerlei  Bicnoe] 
geln  handelt  Hierin  konnten  beide  Fragmente  sehr  wohl  Platz  fmdei 
das  altere  a.  B.  als  Hinluitung  eut  Darstellnng  des  Arcbimodisclien  Pa 
doxon:  5ög  fioi  nov  atm  xal  xav  yäv  mväoia  oder,  der  epigrainmatiscb«^ 
Form  entkleidet;  tÖ  6nQ(v  ßagog  xy  dod((ag  SvvänH  MVfiv  (Qusegt,  Al| 
cbim.  S.  8,  32).  Die  genaue  Uebercinstimmung  der  Terminologie  des  nnnnj 
FragmenlB  mit  Autbemius  hat  Beiger  conslatirt.  Und  diese  Ujrpg^ 
theee  lässt  sich  durch  eine  andere  Betrachtung  stützen. 

Im  dritten  und  letzteu  Abücbnitte  des  uns  übe rlie Parten  Anthem 
Fragments  geht  derVerfaBSPr(S.  157,  WeatPrmann)  dazu  über,  vnn  dci 
wöhnlicben,  d.  h.  kuniachen,  Brcnnspiegelu  an  reden^  da  die  Altpn  die 
zwar  erwähnt  nnd  als  konisch  erkannt  hätten,  nicht  aber  genügend  nntoof 
sucht,  gebe  er  hier  ilire  geometrische  Theorie  nnd  die  Construction  i 
Einfallsfläcben  {ipßoltlg).  leb- setze  die  Stolle  vollständig  hierher 
Üobersetznng. 


inctiij  6i  Kai  iiüv  avi-iji>o)v  nv^U 
ifivijuäviveav    ot    nakaioi,     Jitäg    i 
jag    ruv    ifißokiiav    Tinitia&ai    Kai 
Y1fa<f)ttg,   uoj'nviHWttpov  fio'i 
fiiav  anoäti^iv  ^cnifKr^iixtjv  ii;  luii 


Da   aber  die  Alten  auch  die  { 
dsi      wohnlichen     Brenn  Spiegel     erwSbnl 
lu-      haben,  wie  man  die  RiDrallsfläcben 
'St-      cnnstrniren   solle,    nur   rein  mecha- 
nisch,   ohne    geometrische    Beweise 
hierfür  Torzabringon,  alle  aber  solche 


*  Ijelegentlicb  bemerke  ich,  dass  das  Buch  des  Diokles  3ber  Brennspiegel, 
(Ina  aich  im  Cod.  Scorial  9&ö  arabisch  befinden  soll  (Wachamutb  S.  640),  gewiM 
nar  die  von  Eutokios  aus  diesem  Boche  bewahrten  Bnichstncke  ist.  In  denel- 
ben  Hds.  soll  auch  „Sumtdes  de  Imeia  spiralibns"  stehen;  d  h,  die  Fragmente  von 
Nikomedes,  ntfi  noyxotiSmv  bei  EntokioB;  s.  Wenrich,  De  Version.  Arab. 
S.  197.  Schon  Casiri,  BibI,  Arab.  I  S.SSä,  dacht«  iin  E^icerpte  aus  diesen  Schrift- 
stelleni;  er  irrt  nur  darin,  dase  er  einen  von  dem  Araber  gemacbten  Aosiug  an- 
nimmt; «ämmtliche  in  der  Hds.  genannten  Auctoren  lassen  aich  mit  den  von 
Eutokios  eicerpirleo  identificiren. 

**  sa'vtrg  3i  habe  ich  nach  Cod.  Thott.  215  foL  der  hiesigen  kOnigl.  BibUo- 
thek  geschrieben,  dessen  Original  gewiss  in  irgend  einer  italienischen  ItibUothek 
2u  Soden  ist.  Die  Hdss.  Dupnj's  haben  rnjAs,  was  weder  sprachlieh  richtig  ist 
(Ca  taäaaie  apü  heJsMa),  noch  einen  Sinit  g^o\)t  (^%.  daa  folgende  fimoO- 


Zum  Fragmentam  mathematicam  Bobiense.  129 

rag  xoiavtag  xmviKag  xofidgj  ov  fiiv-  als  Kegelschnitte  bezeichnend,  ohne 
rot  y€  nolcig  xai  ntog  yivo^ivag^  dio  aber  anzugeben,  welche,  und  wie 
TtHQCKSo^i^a  t]yiHg  naltivagln^iö^ai,  sie  entstehen,  so  werden  wir  hier 
To)v  TOiovTiov  ifißokioDv  wxzayQaipag  yersuchen,  die Constructionen  einiger 
xal  TCtvxag  ovk  dvaTtoSsUravgy  dXXa  solcher  Einfallsflächen  zu  geben,  und 
öid  Tiav  ysa}fieTQiK(ov  iipodoav  nuSTov-  zwar  nicht  ohne  Beweis,  sondern 
fiivag.  durch   die   geometrischen  Methoden 

begründet. 

Wenn  Anthemius,  wie  doch  wohl  anzunehmen,  darin  Recht  hat, 
dass  die  konischen  Brennspiegol  vor  ihm  nicht  rationell  auf  geometrische 
Weise  behandelt  worden  seien,  so  ist  also  unser  Fragment  jedenfalls 
nicht  älter  als  Anthemius.  Im  Folgenden  giebt  er  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  den  Brennpunkt  der  mit  der  Axe  des  konischen  Spie- 
gels parallel  einfallenden  Strahlen;  aber  der  Beweis  ist  in  der  Mitte  ab- 
gebrochen. Hierauf  hat  er  nach  seinen  eigenen  Worten  die  Constrnction 
einiger  konischen  Einfallsflächen  gegeben,  und  dazu  stimmt  unser  Frag- 
ment ganz  vortrefflich.  Ich  glaube  also,  dass  die  Vermuthung  nicht  zu 
kühn  ist,  dass  wir  im  neuen  Fragment  den  Schluss  der  von  Anthe- 
mius S.  157  u.  158  angefangenen  Untersuchung  über  konische  Brenn- 
spiegel haben.  Daran  reiht  sich  dann  natürlich  die  Behandlung  der  cir- 
culären. 

Dass  Anthemius  im  Stande  war,  solche  Bereicherungen  seiner 
Wissenschaft  zuzuführen,  ersehen  wir  aus  den  Resten  seines  Buches,  die 
sehr  schöne  Resultate  enthalten.*  Er  gehörte  dem  Kreise  von  Mathema- 
tikern, der  sich  um  den  Hauptbaumeister  der  Sophiakirche,  Isidorus 
von  Milet,  sammelte,  und  dem  wir  manche  gute  Arbeit  verdanken 
(Eutokios,  das  sogenannte  XV.  Buch  der  Elemente).  Diemechanischen 
Probleme  des  grossartigen  Bauwerkes  lenkten  die  Aufmerksamkeit  der 
Baumeister  auf  die  Schriften  der  grossen  Alten;  Isidorus  gab  eine  Aus- 
gabe von  Archimedes  und  commentirte  Heron*s  xafiaQixdj  und  sein 
Schüler  Eutokios  gab  die  vier  ersten  Bücher  von  Apollonios*  Ktavixd 
mit  Noten  heraus.  Allem  Anschein  nach  verdanken  wir  diesen  Männern, 
die  überhaupt  die  Ueberreste  der  mathematischen  Literatur  eifrig  sam- 
melten, dass  wir  noch  jetzt  wenigstens  einen  guten  Theil  von  Archi- 
medes und  Apollonios  lesen. 

*  Apollonios  untersuchte  die  symmetrischen  Brennpunkte  der  Ellipse 
und  Hyperbel;  solche  konnte  er  ja  aber  bei  der  Parabel  nicht  finden.  Der  Brenn- 
punkt der  Parabel  konnte  erst  gefunden  werden,  als  man  auch  die  halbe  Ellipse 
darauf  hin  untersuchte,  d.  h.  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  der  konischen 
Brennspiegel.  Diese  Bemerkung  verdanke  ich  einer  Mittheilnng  Cantor's;  der  im 
Folgenden  ausgesprochene  Gedanke  rührt  von  L.  Opp ermann  her. 
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Ueber  den  Vorschlag  des  Marino  Ghetaldi,  die 
Grösse  der  Erde  zu  bestimmen. 

Von 

EUGKN    GeLCICH, 
k.  k.  üireotor  in  Luninpiocolo.  * 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  8  —  10. 


Das  IV.  Bach  des  Werkes  „  De  resolutione  et  compositione  mathe- 
matica^^  des  Marino  Ghetaldi  (1630)  enthält  am  Ende  einen  Vor- 
schlag, wie  man  den  Durchmesser  der  Erde  bestimmen  könnte.  Indem 
wir  gleich  zu  Anfang  unserer  kurzen  Abhandlung  sofort  bemerken,  dass 
die  gegebenen  Lösungen  keiner  Kichtigkeit  fähig  sind,  wollen  wir  diese 
Aufgabe  ihres  historischen  Werthes  wegen  unseren  Lesern  bekannt 
machen. 

Ghetaldi  stellt  zuerst  auf  S.  262  obgenannten  Werkes  einige  Be- 
trachtungen an  aber  die  verschiedenen  Dimensionen,  welche  seit  Aristo- 
teles unserem  Planeten  zugeschrieben  worden  sind.  ..Magna  est  inlcr 
grauissimos  (so  der  Wortlaut  seiner  Einleitung)  omnium  aetatum  viros  de 
circuitu  terrae  discrepuntin,  Aristoteles  in  secundo  libro  de  caelo  asser it  ex 
Mathematicorum  illius  temporis  authoritate  terrae  circuitum  esse  stadiorum 
400000  hoc  est  milliariorum  50000.  Archimedes  vero  in  libro  de  arenae 
numero  videtur  assensisse  ijs,  qui  opinabantur  ipsum  circuitum  esse  stadiorum 
300000,  sive  milliariorum  37500.  At  Hypparcus  referente  Plinio  Hb,  2 
cap,  108  tribuit  circuitui  terrae  stadia  277000,  quae  sinl  miliiaria  34625. 
Erathostenes  vero  stadia  252000,  vel  mil.  31500.  Dionysiodorus  autem  nobilis 
Geometra  scribens  ex  centro  terrae  ad  superos^  ut  Plinius  rcferl  eodem  libro 
cap,  ultimo  affirmat  se  ä  sepulchro  ad  infimam  terra  m  pervenisse,  esscquc  id 
spatium,  hoc  est  semidiametrum  terrae  stad.  42000,  hoc  est  milliar,  5250,  ex 
quo  secundum  Archimedis  compuialionem  fit  circuitus  eius  mil.  33000.  At 
Ptolemaeus,    quem    recentiores   sequuntur  affirmat  circuitum   terrae   continere 


*  Kurze  Zeit  nachdem  ich  in  dieser  Zeitschrift  meine  Studie  über  das  Werk 
des  Dalmatiners  Marino  Ghetaldi,  „De  Comp,  et  Resol  mathem/^  (Abhandl. 
zur  Gesch.  d.  Mathem.  1882,  IV  8.193)  veröffentlicht  hatte,  erhielt  ich  von  ver- 
schiedenen Seiten  Anfragen,  wie  der  Vorschlag  des  Ghetaldi  wegen  Bestimmung 
der  Grösse  der  Erde  gelautet  habe.  Ich  schliesse  daraus ,  dass  sich  weitere  Kreise, 
beziehungsweise  alle  Freunde  der  Geschichte  der  Mathematik  für  diesen  Gegen- 

stand  Intereseiren  werden,  aus  welchem  Grunde  ich  die  nachfolgende  Abhandlung 

verfasst  habe. 
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sladia  180000,  sive  mil:  22500.     Alphraganus,  ac  TebititiS  iribuuHt  ciran'tui 
terrae  stadia  563200  sive  mil:  20400. 

ffaec  iania  opinionum  diuersilas  me  impulit  ut  cogilarem  quomodo  circui- 
tus  terrae  inueniri  possit^  ^  quidetn  duos  inuetii  modoSy  quibus  id  assequi 
poterimuSj  eosque  Geomelrica  ratione  dcmonstrabo  ^  quorum  aller  ila  sc  habet,** 

Auf  die  Idee,  einen  Vorschlag  zur  Bestimmung  der  Erdgrösso  zq 
machen,  wnrde  Ghetaldi  gelegentlich  der  Lösnng  des  folgenden  geo- 
metrischen Problems  gebracht. 

£b  ist  gegeben:  die  Basis  eines  Dreiecks  and  der  Unterschied  zwi- 
sehen  den  beiden  anderen  Seiten  und  der  Höhe;  man  soll  das  Dreieck 
bestimmen.  Bei  der  Lösung  des  Problems  sind  zwei  Fälle  berücksich- 
tigt, welche  beide  zur  Bestimmung  der  Erdgrösse  durch  verschiedenes 
Vorgehen  benutzt  werden ,  nämlich :  die  Höhe  f&llt  innerhalb  oder  ausser- 
halb des  Dreiecks. 

Die  Art  und  Weise,  den  praktischen  Theil  der  Bestimmung,  be- 
ziehungsweise die  Art,  wie  man  die  zur  Rechnung  nöthige  Beobachtung 
ausführen  soll,  geben  wir  nach  dem  Wortlaut  des  Textes  wieder. 

jySumantur  in  crepidine  lacus,  silentibus  ventis ,  duo  loco  distantia  inier  se 
spatio  minimum  irium  milliariorum  ^  in  quorum  altero  erigaiur  ad  perpetidicu- 
lum  supra  aquam  laminn  Habens  foramen  in  laiüudinem  ductum,  ä  lergo 
autem  laminae  iuxta  ipsum  foramen  ponaiur  lumen,  4'  ^'^  inleruallum  inlcr 
sumitaiem  foraminis,  et  super ficiem  aquae^  uipote  unius  pedis:  in  altero  aulem 
loco  Sit  mensor  atlollens  sese,  vel  deprimens  donec  fisu  pervcniat  ad  lumen 
per  lineam  iangentem  superficiem  aquae,  ila  ut  si  oculuSj  vel  modicum  depri 
mcrclur,  lumen  illud  ob  rotunditalem  aquae,  quae  tunc  inter  oculum  4'  lumen 
inlerponeretur  vidcri  non  posset;  superficies  enim  aquae  consistenlis  ^  atque 
mancntis  sphaerica  est,  cuius  spherae  centrum  idem  est  quod  centrum  terrae, 
ut  demonstravit  Archimedes,  et  noietur  diligenter  intervallum^  quod  est  inter 
oculum  metisoris,  ^  superficiem  aquae,  quemadmodum  notatum  est  intervallum 
inter  sumitatem  foraminis  laminae ,  ^  superficiem  aquae :  datis  enim  his  duobus 
interualiis,  ^  distantia  duorü  locorü  in  crepidine  lacus  sumptorum:  dabitur 
diameter  terrae,  ut  posiea  dcmonstrabimus ,  et  consequenter  per  calculum  Archi- 
medaeum,  dabitur  Sc  circuiius  eius,  Dixi  huiusmodi  operaiionem  debere  fieri 
in  aliquo  lacu,  non  autem  in  mari:  nam  propter  fluxum  Sf  refluxum  maris 
fdllax  evaderet  operatio,  cum  ad  hoc  negotium  requiratur  aqua  consistenSy  4" 
manens,  quapropter  fieri  haec  debere  dixi  silentibus  etiam  ventis,  ne  super- 
ficies aquae  turbaretur ;  Quin  etiam  magis  opportunus  esset  rivus,  vel  canalis 
in  aliqua  planitie  in  directum  extensus  qualis  in  Germania  inferiori,  ^  prae- 
cipue  in  BaUauia  viti,  cum  in  ijs  Iranquilla  omnino,  ^  immobilis  maneat  aqua, 
Alter  autem  modus  inveniendi  circuitum  terrae,  et  quidem  facilior  atque  exactior 
priore  ila  se  habet. 

Eligantur  duo  montes,  ex  quibus  maris  prospectus  paieat,  ita  ut  ab  aliquo 
loco   altiori  montis  per  apicem  montis  dcprcssioris  d\sus  nobler  exXexv^x  ^^^^^"^ 
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usque  ad  circulum  orizontalem,  marisque  coniracium;  deindc  exquiratur  de- 
pressionis  montis  altitudo ,  nempe  perpendiculum  ab  cius  vertice  usque  ad  super- 
ficicm  maris,  Similiier  exquiratur  altiiudo  loci,  ä  quo  per  apicem  mo9iiis  ad 
orizontem  visus  exlenditur^  hoc  est  perpendiculum  ab  eo  loco  usque  ad  maris 
superficiem;  denique  inveniaiur  disiantia,  quae  est  inier  dictum  locum^  4r  ^*c- 
tum  apicem  montis :  quibus  diligenter  peractis,  dabüur  diameter  terrae,  ul  pcr- 
spicuum  fiel,  atque  adeo  if  circnitus.  ünico  igitur  Problemate  duos  Casus 
habente  omnia  quae  dixi  prestabo,^'' 

Nach  dieser  Einleitung  beweist  der  Autor  einige  mathematische 
Sätze,  welche  zur  Lösung  der  Aufgabe  nöthig  sind,  die  jedoch  hier  an- 
zuführen überflüssig  erscheint.  So  können  wir  also  gleich  zur  Bestim- 
mung des  fraglichen  Halbmessers  gehen  und  stellen  die  Aufgabe  genau 
so  auf,,  als  wie  es  Ghetaldi  that: 

,,  Distantia  duorum  locorum,  quae  in  crepidinc  locus  sumpsimus,  idesl 
recla  linea  tangens  superficiem  nquae  interiecta  inter  oculum  mensoris  j  ^ 
foramen  laminae.  intelligatur  basis  trianguli  verticem  habentis  in  centro  terrae, 
allitudinem  vero  semidiametrum  terrae,  nam  ipsa  altitudo  sinu  perpcndicularis 
c  vertice  trianguli  ducta  ad  basim  secat  ipsam  basim  in  puncto  contactus^  in 
quo  scilicet  basis  trianguli,  tangit  superficiem  aquae,  quam  sphacricam  esse 
demonstratum  est  interuallum  vero,  quod  est  inter  sumitatem  foraminis  laminae, 
4r  superficiem  aquae  intelligatur  excessus  quo  crus  unum  trianguli  superat  eius 
altitudinem^  interuallum  autem  quod  est  inter  oculum  mensoris,  4'  superficiem 
aquae  intelligatur  excessus,  'quo  crus  alter  um  trianguli  superat  eius  altitudinem, 
atque  ex  data  base,  et  Ulis  excessibus  dabitur  triangulum,  quare  4"  ^<'^  ^^l^' 
tudo  hoc  est  semidiamcter  terrae, ^^ 

Dieser  ist  also  der  erste  Fall,  und  die  Auflösung  geschieht  nach 
Ghetaldi,  wie  folgt: 

Sind  E  und  F  die  Augpunkte,  H  der  Mittelpunkt  der  Erde,  so  ist 
gegeben  (Fig.  8):  EJ=zd,  FS^LJ  =  g,  EF=b.  Um  das  Dreieck 
zu  bestimmen,  genügt,  EM  zu  kennen.     Setze  man  EM^^^X]   man  hat: 

EO  =  ^Xb  +  x),     EL:EM  =  EF:EN, 

xb  bx 

ÄiV=- ,      EP=EN-PN=^- g, 

d-g  d-g     ^' 

EO^^^JE.EP,     d{^^g^^\{b  +  x)\ 
Etfi^di-^ g\  =  \{b+x)\     ^^^^^bx-x'^^h^+Adg. 

Setzt  man =  «,  so  ist: 

d-  g 

4  ax  —  26a?  —  :r^  =  6*  +  4  dx, 
woraus  a:  leicht  bestimmt  werden  kann. 


Die  EsiJfina^  di»  Sa^fmliapens  bei  Amtoteles.  133 


£3Be  xwtat»  Art.  s  sc  ^caexinBieB,   p«^  Gbetaldi   vie  fal^  an: 
£•    M9    1^  *•    ZJ  =  t^   EF=h,    EM^x,    ÄF^g.    daher    ^Z 

^'cü  FZ=^J^J^  hm  man  sncii: 


¥k  ist  Bcdi 


€»der 


7/*= iL 

ü —  t 

■ 


au  velcher  Glekhnii^  x  obiHf  Weütertt  ticstsninit  werit»  kaum. 

Der  zweitie  FaU  ist  im  iit^  ^vtdieDii' 

^IHstaNtia  itdcr  locum  -m  nltiüri  munU  sumpUtm.  k  twcmmäniem  motrfif 
drprr-ttkimif .  yer  yuvm  et  ipsv  luvt  vmtt  w^eretifru  exlfndilatr  ed  Hrruhtm 
arizimimlem.  Hai  Üneo  rtcUi  ioNpem  n^tt^rficitm  mvri$  txifrjfdu  imPr  lomm 
im  aUiun  mame  ttimfMttm.  et  tmmmUttitM  muHtu  dtj/rtBmuinr .  itd/SÜi^^mUtr  k^ant 
Iriangma  verüotm  kaUeadii  ni  oantnt  lerruf.  cmta  tütitudo  rfi  htnddiumtitr 
ifrro€.  nam  iphu  uHihUit*  koc  ext  perpeiadt^Miitrit  t  verttce  trianguH  durta  oc- 
cur  rt  l^fuä  jfrudmdoe  extru  inawigmum  igt  pund^  cvKtractuf.  in  ^mc  fctücft 
Ocfis  prudmcU  ioMtgii  fu^ßerfio^tm  wmru  iübhtdu  verv  loci,  iptod  zn  altiuri 
mutOe  fumj/amau .  kor  est  jßtrpeiMdx^mtum  ai  e\,  U^jv  uh^ue  ud  Fuprrficiem  »am. 
inieUiffmtyr  excetma.  ffuu  cna  wmtta  tritmpuÜ  ntperal  dui  aliituäinrm.  aihtudo 
aiikrm  manüi  deprttnuhit  r»emp€  perjßenidikcuiym  ab  eins  a^ncf.  linqiu  ud 
Kvperfieicm  mürit  tBäeSiyiäitr  ex^ceamt  •  jfuv  erui  nnKut  irianpuli  atpcral  eiuf 
aitümdtMam.  Sr  nc  ex  4aUi  huht^  ir  kamusmudi  exceünini:  dalAtacr  triamaubtm 
yiurrf  6r  ena  alüUtäv.  hur  est  hemädiwmeier  lerrwtr- 

AvflSfiixi^     SoiftC  £  vxftC /'äit  Avi^psfikl«^  Bo  keniii  iDan:  EJ=^df 
L'F=^li^  Ef^-if  mid  inas  andit  EM=:z,     Maa  Lat  (Tic.  10  : 

£0  =  ^  t.  +  z;,     LE'.EF=EMiE\ 

e — y  c— p  c — p       / 

vv^ksirt-  Glf^icLizii^ .  wie  frfiber  aufreihst,  x  erpf-bu 

I^acvrcL  im  das  Drar^  Wvtuiniit  und  *a  kann  in  lt^id«*i^  FüII^l  "  " 
♦inu'itt»4t  verde». 
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[daher  PB:  PK^  fiffiRL*!; 
da  sh*ir  aueb 

[PB  :  PK^\DB  :  BF^MH-.  MA\ 

»o  würde  8ieb  ergeben 

Rß:BiC=MB:M£, 

wai  uumöglleb  ist  (§§  8—11).     Daher  muss  eich  verhalten 

PMiPk^PHiPM^MHiMK  (§  12). 

|Ua  daa  Verhältnist  MB:MK  für  alle  ßtrahlen,  die  von  A'  aus  aaf  die 
Wolke  fallen  und  nach  B  refleetirt  werden,  als  gleich  angenommen 
wird,  so  ist  aoch  PMi  PK  constant,  ferner  PK  constant,  daher  PM  selbst 
constant«]  Wenn  man  nun  t  als  Pol  wählt  and  mit  dem  Abstände  P M 
einen  Kreis  [eigentlich  eine  Kreiskegelflftche  um  PK  als  Axe]  besehreibt, 
so  geht  derselbe  dnrch  die  Spitzen  aller  der  Winkel,  welche  bei  der 
lieflerion  der  Strahlen  MB  %n  der  Wolke  gebildet  werden.  Denn  wäre 
dies  nicht  der  Fall,  so  würde  für  zwei  verschiedene  Punkte  eines  Halb- 
kreises dasselbe  Verhältniss  \PM'.MB\  bestehen,  was  unmöglich  ist  (§  13)- 

Denkt  man  nun  den  Halbkreis  A  um  seinen  Durchmesser  gedreht, 
so  sind  die  Linien  MB  und  MK^  welche  die  an  der  Wolke  reflectirten 
Strahlen  bedeuten,  in  allen  Ebenen,  die  durch  denselben  Durchmesser 
gelegt  werden  können,  gleich  und  bilden  in  allen  den  gleichen  Winkel 
K MB\  ebenso  ist  der  Winkel  zwischen  PK  und  PM  m  allen  diesen 
Ebenen  gleichgross  (§  14).  Daher  werden  die  Dreiecke  über  PB  und  PK 
in  allen  Ebenen  den  Dreiecken  PMBund  PMK  congruent  sein;  die  von 
M  auf  den  Durchmesser  gefüllten  Senkrechten  werden  daher  alle  die  Axe 
in  domselbou  Punkte  0  treffen  und  einander  gleich  sein.  Der  Punkt  O 
ist  mithin  der  Mittelpunkt  des  vorher  beschriebenen  Kreises,  und  der  über 
dem  Horizont  befindliche  Theil  des  letzteren  ist  ein  Halbkreis  (§  15). 

Zum  Schluss  folgt  noch  eine  einfache  Demonstration  dafür,  dass  der 
sichtbare  Theil  des  Kreises  um  so  kleiner  ist,  je  höher  die  Sonne  über 
dem  Horizont  steht  (§§  17—19). 

Der  Plan,  welcher  der  ganzen  Beweisführung  zu  Grunde  liegt,  wird 
ersichtlich  I  wenn  man  die  ähnliche  Auseinandersetzung  zur  Erklärung 
des  Hofes  (oA«^)  um  Sonne  oder  Mond  in  Betracht  zieht  (Cap.  III  §§  8 
und  0).  Dort  werden  um  die  Verbindungslinie  zwischen  dem  Himmels 
körper  und  dem  Auge  als  Axe  zwei  Kegelfläcben  construirt,  deren 
Spitzen  im  Himmelskörper,  bez.  im  Auge  liegen,  und  deren  Schnittcurve 
in  die  Wolke  füllt.  Unter  der  (unbegründeten)  Voraussetzung,  dass  für 
alle  Punkte  dieser  Curve  die  Entfernungen  von  den  beiden  Endpunkten 
der  Axe  oonstant  sind,  wird  gezeigt,  dass  die  Schnittcurve  ein  Kreis 
aein   muas«     Ebenso   handelt   es  sich  in  der  vorstehenden  Demonstration 

kigiuul  steht  stattdessen:  „PK-.KK^HP.PK^^  ^v^WVWOtv Kvvt  KRv 
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Nachdem  Aristotelefi  die  Gestalt  und  die  Farben  des  Regenbogens 
besprochen ,  bezeichnet  er  als  Ursache  der  Erscheinung  die  Reflexion,  von 
ihm  Brechung,  dvdxXaaig^  genannt  (Cap.  II  §  7).  Er  erinnert  daran, 
dass  von  sehr  kleinen  Spiegeln  nicht  die  Formen,  sondern  nur  die  Far- 
ben der  Gegenstände  wiedergegeben  werden  (§  11).  Er  vergleicht  damit 
die  Wirkung  der  kleinen  Tropfen,  aus  denen  die  Wolke  besteht,  und 
macht  darauf  aufmerksam,  dass  alle  vereinigt  einen  zusammenhängenden  * 
Farbeneindruck  hervorbringen  (IV,  §  7).  Nach  einem  Versuche  endlich, 
die  Farben  des  Phänomens  zu  erklären,  folgt  die  erwähnte  geometrische 
Demonstration  (V,  §  2 — 13),  durch  welche  dargethan  werden  soll,  dass 
der  Regenbogen  ein  Theil  eines  Kreises,  und  im  besondern  Falle,  wenn 
die  Sonne  im  Horizont  steht,  ein  Halbkreis  ist.  Die  Darstellung  ist 
nachstehend  in  möglichstem  Anschlüsse  an  das  Original»  doch  gekürzt 
und  unter  Befolgung  der  uns  geläufigen  Schreibweise  wiedergegeben. 
Das  zur  Verdeutlichung  Hinzugefügte  ist  in  []  gesetzt. 

Die  Himmelshalbkugel  über  dem  Horizont  sei  durch  den  Halbkreis 
A  dargestellt,  der  Mittelpunkt  des  Horizonts  sei  iT,  die  Sonne  befinde 
sich  in  B,  Die  von  i^  ausgehenden  Strahlen  *  bilden  einen  KegeJ, 
dessen  Axe  die  verlängerte  BIl  ist  (§  2).  Einer  dieser  Strahlen  sei  AT^f, 
der  zugehörige  reflectirte  Strahl  MB  (§  4).  Die  Linien  BA^  und  MB 
sind  bekannt,  daher  auch  das  Verhältniss  M B :  M K  (§  5). 

Sei  ferner  eine  Strecke  D  F  m  B  so  getheilt,  dass 

DR\BF:==MB'.MK, 
und  eine  Strecke  BG  so  gewählt,  dass 

BG:Dfi  =  DB:BF  (§6), 
sei  endlich  eine  Strecke  ^B  dadurch  bestimmt,  dass 

FGiKB^BF'.KP, 

so  lässt  sich  zeigen,,  nachdem  /'A/ gezogen  ist,  dass  P„Por*  des  Kreises 
ist,  in  welchem  die  von  K  ausgehenden  Strahlen  die  Hemisphäre  trefi*en. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  bewiesen,  dass 

FG  :  KB^  BF\  KP^DBx  PM. 

Angenommen  nämlich,  nicht  PMy  sondern  etwa  PB(^PM)  genügten 
dieser  Proportion,  so  würden  BK^  K P^  PR  in  demselben  Verhältniss 
stehen  wie  FG^  BF^  DB,  Nun  besteht  zwischen  den  drei  letzten  Grössen 
die  Beziehung 

DB:BF==  BG'.DB    [oder  DB  :  B  F:=(BF  +  FG) :  DB], 

folglich  müsste  auch  für  die  drei  anderen  Grössen  die  Proportion  gelten 

PB:PR=:PR:PB, 
folglich  wäre 


*  Man  erinnere  sich,   dass  nach  der  Ansicht  der  Alten  das  Sehen.  dsut^VL 
Strahlen,  die  vom  Auge  ausgehen,  au  Stande  komm\>. 
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ABPBnoA  Rt*K 
[daher  PR:  Pk'=  RH:  R^*]; 
da  aber  auch 

[PB  '.Pg^\DBiBF^  MB :  MK, 

so  würde  sich  ergeben 

RB'.RK^MHiMK, 

was  unmöglich  ist  (§§  8  — -II).     Daher  muss  sich  verhalten 

PM.PK==PBiPM=^MHxMK  (§  12). 

[Da  das  Verhältniss  ME\MK  fär  alle  Strahlen,  die  von  K  aus  auf  die 
Wolke  fallen  und  nach  H  refiectirt  werden,  als  gleich  angenommen 
wird,  so  ist  auch  PM\  PK constant,  femer  PK  constant,  daher  PM  selbst 
constant.]  Wenn  man  nun  P  als  Pol  wählt  und  mit  dem  Abstände  PM 
einen  Kreis  [eigentlich  eine  Kreiskegelüftche  um  PK  als  Axe]  beschreibt, 
so  geht  derselbe  durch  die  Spitzen  aller  der  Winkel,  welche  bei  der 
Keflexion  der  Strahlen  MB  ah  der  Wolke  gebildet  werden.  Denn  wäre 
dies  nicht  der  Fall ,  so  würde  für  zwei  verschiedene  Punkte  eines  Halb- 
kreises dasselbe  Verhältniss  [PMiMB]  bestehen,  was  unmöglich  ist  (§  13)- 

Denkt  man  nun  den  Halbkreis  A  um  seinen  Durchmesser  gedreht, 
so  sind  die  Linien  MB  und  MK^  welche  die  an  der  Wolke  reflectirten 
Strahlen  bedeuten,  in  allen  Ebenen,  die  durch  denselben  Durchmesser 
gelegt  werden  können,  gleich  und  bilden  in  allen  den  gleichen  Winkel 
KMB\  ebenso  ist  der  Winkel  zwischen  PK  und  PM  in  allen  diesen 
Ebenen  gleichgross  (§  14).  Daher  werden  die  Dreiecke  über  PB  und  PK 
in  allen  Ebenen  den  Dreiecken  PMB  und  PMK  congruent  sein;  die  von 
M  auf  den  Durchmesser  gefällten  Senkrechten  werden  daher  alle  die  Axe 
in  demselben  Punkte  0  treffen  und  einander  gleich  sein.  Der  Punkt  0 
ist  mithin  der  Mittelpunkt  des  vorher  beschriebenen  Kreises,  und  der  über 
dem  Horizont  befindliche  Theil  des  letzteren  ist  ein  Halbkreis  (§  15). 

Zum  Schluss  folgt  noch  eine  einfache  Demonstration  dafür,  dass  der 
sichtbare  Theil  des  Kreises  um  so  kleiner  ist,  je  höher  die  Sonne  über 
dem  Horizont  steht  (§§  17—19). 

Der  Plan,  welcher  der  ganzen  Beweisführung  zu  Grunde  liegt,  wird 
ersichtlich,  wenn  man  die  ähnliche  Auseinandersetzung  zur  Erklärung 
des  Hofes  (oA«^)  um  Sonne  oder  Mond  in  Betracht  zieht  (Cap.  III  §§  8 
und  9).  Dort  werden  um  die  Verbindungslinie  zwischen  dem  Himmels 
körper  und  dem  Auge  als  Axe  zwei  Kegelfläcben  construirt,  deren 
Spitzen  im  Himmelskörper,  bez.  im  Auge  liegen,  und  deren  Schnittcurve 
in  die  Wolke  fällt.  Unter  der  (unbegründeten)  Voraussetzung,  dass  für 
alle  Punkte  dieser  Curve  die  Entfernungen  von  den  beiden  Endpunkten 
der  Axe  constant  sind,  wird  gezeigt,  dass  die  Schnittcurve  ein  Kreis 
sein   muss.     Ebenso   handelt   es  sich  in  der  vorstehenden  Demonstration 


*  Im  Original  steht  stattdessen:  „PJK:Ä^Ä  =  //P:PÄ"  (iaiBcblicli  fflr  7/1?). 
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ledigtich  um  den  geometriscben  Beweis  dafür,  daas  alle  Pnokte  einer 
Kngeloberflächn,  welche  von  eiDem  gegebeoen  Punkte  (H)  auf  dereelbon 
gleiclten  SehnenabBtand  baben,  anf  einer  Kreislinie  liegen,  deren  Mittel- 
inkt in  den  zn  jenem  Punkte  gebörigen  Dnrcbtoesser  fällt.  Statt  aber 
die  Pnnkte  li  nnd  A'  setbat  als  Pole,  d.  b.  als  .Spitzen  der  beiden  Kegel- 
fläcben  zu  benutzen,  deren  Darcbscbnitt  den  Kreis  etgiebt,  wendet 
itotelea  eine  sebr  unislandlicbe  Methode  an,  indem  er  zwar  f/  als 
I  Pol  annimmt,  dazu  aber  einen  zweiten,  P,  aufsucht,  dessen  Ab- 
stand von  einem  beliebigen  Pnnkte  der  gesuchten  Cnrve  nur  von  der 
Grösse  jenes  gegebenen  Sebncnabstaudes  {!^ H)  abhängig,  also  gleichfalls 
tut  ist.  Zu  diesem  Verfahren  scheint  Ar.  durch  die  Vorstellung 
TPranlaset  worden  zu  sein,  als  ob  jene  beiden  Kegelflächen  ihre  Oeff- 
nungen  nothwendig  einander  zukehren  milsstenj  dies  ist  um  so  wahr- 
scheinlicher,  da  in  der  überlieferten  Figur*  der  Winkel  h' PM  ein  spitzer 
'Ehrend  er  in  Wirklichkeit,  nach  Massgabe  der  thats  Seh  liehen  Grösee 
Kinkels  M H P,  etwa  ll?"  betrügt.  Nachdem  der  Pol  P  gefunden, 
ergiebt  sich  die  Kreisgeatalt  der  durch  die  Beflexionspnnkte  [M]  gebilde- 
ten Cnrve  ebenso,  wie  bei  der  Betrachtung  der  Ualo.  Man  sieht  übri- 
gens sofort,**  dsBB  der  Pol  P  viel  einfacher,  als  durch  die  schwerfällige 
Aristotelische  ConGtruction  dadurch  zu  finden  ist,  dass  man  an  JiM  den 
Winkel  KMP=KHM  anträgt. 

Wenn    der  Sinn    des  geometrischen  Theils  der  Demonstration  durch 
*  die  eben  gemachten  Bemerkungen  als  klargestellt  gelten  darf,  so  erheben 
'   aich  in  physikalischer  Hinsicht  scheinbar  unüberwindliche  Schwierigkeiten. 
^  Weder   ist    die  Gleicbsetznng  der  Strecken  EH  und  MK  zulässig,    noch 
IIB  Verhältniss  M H :  M K  bekannt,   noch    ist   die  Constanz    von  l\l II 
begründet;  auch  hat  man  daran  Anstoss  genommen,***  dnss  die  Winkel 
.  bei  M  der  Forderung  des  Reflexionsgesetzos,  dass  Einfalls-  nnd  Refiexions- 
inkel  gleich  sein  müssen,  nicht  genügen.    Die  geometrische  Cnnstruction 
,    deckt   sich    allenfalls   tnit   dem    rohesten    sinnlichen  Eindruck,   entspricht 
r  durchaus  nicht  der  Wirklichkeit.      Die  Demonstration,   als  eine  Er- 
klärung  in    unserem  Sinne   betrachtet,    ist    in    fast  allen  Theilen  so  ver- 
,   fehlt,    dass   es   sich   kaum  der  Mühe   zu    lohneu  scheint,    von    derselben 
\  KenntnisB  zu  nehmen. 

Dagegen  wirft  die  Darstellung  ein  eigenthümlicbes  Licht  anf  die 
[  Art,  wie  Aristoteles  die  Mathematik  nuf  physikalische  Fragen  anzu- 
üH  gesucht  hat,  und  tritt  dadurch  auch  selbst  in  eine  andere  Be- 
I  lenchtaug.  Die  Epoche  vor  Aristoteles  war  das  Zeitalter  der  Analogie 
t  gewesen;    nicht   nur   die   Philosophie  jener   Zeit   trng   diesen    Charakter, 


•  Dieselbe  ist  der  oben  citirten  Optik  des  Vitello  entnommen. 

•  Wie  luicli  llliuienui  bemerkt  hat,  vertfl.  Ideler.  l.  c  y.  34-2 

•  So   Uljmpiodor,  Vifomercftto   und  Idelor  sBlbat,   vergl.  l  <:.  p.  .101. 
tMt,  AbtUa.  d.  ZattnAi.  r,  Hatb. «.  Ehin.  X&VIIL,  4.  V^- 


SatoriBcb-IitennBobe  Abthdlnng. 


nncb  die  Mathematifa  zeigte  dieaelbe  NetgUDg  in  ihrer  Vorliebe  Tür  d»B 
Gebraacb  der  ProportioDPn,  und  die  PythagorHisch-Platonischp  Pliyaik 
bewegte  aicb  fast  AnsBcbiieBBÜch  in  AnBlogien ,  oft  der  wunderlichsten 
aod  nn  geh  euer!  ich  steil  Art.  Statt  anderer  Beispiele  sei  nur  an  die  Pia- 
Ionischen  Proportionen  erinnert,  wonach  sich  Feuer  zu  Lnft,  wie  hafi 
aa  Wasser,  and  Lnft  zu  Wasser,  wie  Wasser  zu  Erde  verhielten.  Gegen- 
über diesen  halb  poetischen  Schöpfungen  einer  spielenden  PhanUeie 
SQcbte  nun  AristoteleE  die  Strenge  der  mathemaiiscben  Beweisfilhmng 
«nf  die  Erklümug  der  Katnrerscbeinnngen  zn  iibertrngen.  Aber  die 
Uebertragnng  blieb  eine  änsserlicbe;  was  er  erreichte,  war  ancb  nur  eine 
Analogie,  freilich  eine  solche  zwischen  der  zu  erklärenden  Erscheioang 
und  einer  mathematischen  Fignr.  Mit  vielem  Scharfsinn  wusste  er  eine 
Combination  geometrischer  Elemente  zu  erfinden,  welche  dem  Angen- 
schein  entsprach  und  die  hauptsächlichsten  in  der  Erscheinaog  auftreten- 
den räumlichen  Beziehungeu  enthielt.  So  war  gleichsam  die  Form  von 
der  Substanz  des  Vorganges  abgelöst,  wie  es  nach  Aristoteles  selbst 
(Physica  II,  2)  die  mathemalische  Betrachtung  im  Unterschied  von  der 
physikalischen  erfordert.  Die  Strenge,  mit  welcher  dann  ans  meist  will- 
kürlichen Voraussetzungen  die  Eigenschaften  der  Figor  abgeleitet  wnrdeit, 
erweckte  die  Tänschung,  als  sei  dadurch  auch  die  Erscheinung  selbst 
mnthematiscfa  bewHltigt.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  sind  nicht  nur  di^^ 
Demonstrationen  der  Hofe  und  des  Regeiibogens ,  sondern  ancb  t 
sogenannte  Beweise,  namentlich  der  viel  besprechen  c  Hebelbeweis  zn  i 
stehen  (iti  welchem  man  noch  neuerdings  die  Grundbegriffe  der  heutigt 
Physik  wiederzufinden   geglaubt  hat). 

Man    begreift    nun,    dasa    alle    Versuche   der  Späteren    fehUcbla| 
massten,  die  DArstollung  des  Aristoteles  zu  „retten".     Auch  die  üof- 
HentnngeD,    die  von  Olympiodor  nnd  Anderen  vorgenommen  wnrdpn, 
nra  die  oben  aufgezählten  Schwierigkeiten  und  WiderKprlkbe  zu  beseiti- 
gen, erücheinen  darnach  als  unnölhig.      Uie  Aristotelische  Erklärung  dci 
Regenbogens   stellt  vielmehr  so,    wie  sie  Überliefert  ist,    ein  ehrwliräig 
Monument    in    der    Entwickelungsgeschichte   der    physiknliecheu    WisBfllj 
Schaft   dar;   sie    bildet   das  Verbindnngsglied  «wischen  den  willkürlichön" 
Analogien    der  Naturpliilnsophen    und    der  streng  sachlichen  Ft)rschang8- 
methode    des  Archimedes,   des   ersten    wirkliclien    Physikers,    den    du 


ur  di«^ 

rdm, 
jseiti- 

isBfloH 


Alterthum  hervorgebracht  hat. 


Reccnsionen. 


Elementar  -  synthetische  öeometrie  der  Eegelsohnitte  v 
Obcrlehrpr    am    Gymnasium    zu    WeiBeeuburg    i 
Druck  nnd  Vorlag  von  B.  G.  Teubner,      1S82. 
Wenn    die    Zalil    der   BRarbeitnngen    der   Cnrven 
I>«btirmals  durch  das  vorliegende  Werk  gewachsen  ist, 
IxunächG).  versichert  werden,  dass  dasseUie  ei 
nicht    2U    den    bekannten    Dntzendhüchi 


ElsasB.      Lei 


weiter    Ordnung 

kann  dem  Leser 

Mgenartige  ScbÖpTung  ist 

gerechnet   werden    darl'. 


■  "Wührend  andere  synthetische  Bearbeitungen  der  Kegelschnitte 
rwisBcnschnftlichen  Standpunkt  einnehmen,  will  dieses  Werk  zugleich 
IdenSchülzwccken  dienen  nnd  unter  Voraassetznng  van  mög- 
l'lichst  geringen  Vorkenntnissen  namentlich  den  Lehrern  an 
cren  Unterrichlsanstatten,  welche  die  Kegelschnitte  zu 
IlfcoriickBicbligen  Gelegenbeil  haben,  durch  Uarbietnng  eines 
0 bigeordneten  und  umfangreichen  Lehr-  and  UebnngsBtof- 


I  Dil 


•,  le 


Das  Uncfa  nmfasst  auf  411  Seiten  vier  Abschnitte.  Der  erste  geht 
libis  S.  80  und  enthält  die  hierher  gehörigen  S&tze,  welche  die  Gerade 
fand  den  Kreis  betrefTen.  Die  Darstellnng  ist  hier  im  Ganzen  klar,  die 
iche  verstftndlich  und  manche  Partien  —  ich  möchte  t'«Ht  sagen  die 
(iDieisten  —  sind  ebenso  interessant  wie  geistreich  behandelt.  Insbeson- 
l,derB  darf  dieaes  Lob  den  §§  7  und  8  ertheilt  werden,  wo  der  Verfasser 
Wien  Cardinalpnnkt  seiner  ganzen  Kegelschnittbehandliing,  die  harmo- 
cbe  Verwandtschaft  verträgt.  Unter  derselben  versteht  man  be- 
t  kanntlich  diejenige  Beziehung  unter  den  Punkten  nnd  Geraden  einer 
r  Ebene,  welche  durch  die  folgende  Betrncbtung  vermittelt  wird. 

Man  wähle  einen  festen  Punkt  0  tind  eine  feste  Gerade  o  als  Cen- 
1  und  Axe  der  VerwandlBchaft.     Zwei  feste  Punkte  J  und  -^,,  welche 
idorch  Oentrnm  und  Axe  harmoniach  getrennt  werden,  heissen  verwandle 
■'9*ankte;  dnrcblSuft  /f  eine  Gerade,    so    dnrchläaft  ^,   die  verwandte  Gc- 


ierans   zieht    der  Verfasser  acht  einfache  Folgemngen,    auf  denen 
Mcb  dann  das  Weitere  aufbaut.      Im  didaktischen  Interesse.  bJltte  ich  an 
liiescr  Stelle    die  Hinzufiigung   zweier    weiteren  Satze   gern    gesehen,   da 
Idieselben  obenan  einfach    wie  die    vurigon    sind    nnd    im  FoIgenda«> 
leatens  ebenso  oft  angewandt  werden.     Sie  würden  lanten: 
Schneiden  sich  zwei  Gerade  nnf  der  MitlelllnU 

üdlschaft.   so  sind    die  verwnndteo  Oeradeu  ■  

^allel, 
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Wenn  zwei  Gerade  darch  swei  Fankte  der  Hittelli' 
A,  B  derart  gehen,  dass  OAS^OB,  so  Bteben  die  verwKnd 
Ooraden  aoT  oinnniler  senkrecht. 

Um    dem  Leser   ein   Bild    von  dem  so  oinfacheti  wie  eleganten  Ver- 
fahren des  Verfassers   an  geben,   iheile  ich  hier  die  im  §  86  behandelte 
Aufgabe  mit:  „Gegeben  ein  Viereck  ABCD;  die  verwandte  Figur  9l!8S: 
■oll  ein  Rechteck  sein." 

Die  Gegenseiten  A  B  nnd  CD  schneiden  sich  in  G,  BC  nnd  AD  in 
Ueber  GF  beschreibe  man    einen  Kreis,    nehme  anf  ihn  einen  Punkt 
als  CeDtrnm   und    die  Axe    o    so   an,    daas  GF  von  0  und   n  die  Miltel- 
eenkrecUte  (Mittellinie  der  VerwandtEchaft)  ist. 

Ans  meinen  Randhemerkungcn  zum  ereteo  Abschnitt  erlaube  ich  mir 
hier  mitzntheilen,  dass  §  72  uictt  apodiktisch,  sondern  hypothetisch  hSttc 
gefasat  werden  sollen.  Kleinere  Druckfehler  stehen  S.  47  Z.  5  v.  r>.,  yra 
„schneiden"  fehlt;  S.  50  Z.  9  v.  o.,  wo  „ira"  zn  tilgen  ist;  S.  59  wer- 
den die  Buchstaben  K  und  /  consequent  vertauscht,  was  wohl  dadurch 
ZD  erklfiren  ist,  dass  die  Buchstaben  in  der  Fignr  nach  Niederschrift  des 
Textes  an  die  falsche  Stelle  gerietben  (vergl.  Z,  7  v.  o.  nnd  13  v.  u.}. 
8.  60  Z.  3  V.  u,  AJ  für  HJ-,  S.  61  i^teht  L  nicht  in  Antiqua,  ebenso  S.  69; 
S.  63  fehlt  in  der  Figur  bei  A'  der  Accent;  S.  67  Z.  15  v.  u.  FMH  un- 
genau für  HFM;  S.  70  Z.  15  v.  n.  wird  für  e  wohl  100  stehen  mfissen; 
8.  71  erscheint  unten  ein  nicht  erklärtes  Punkipaar  P,  %,  während 
vorbin  (>,  Q  benutzt  ist;  endlich  ist  S.  76  in  §  111  nicbt  nnr  in  der 
Figur  ein  Veraehen,  welches  in  der  Fnssnote  currigirt  wird,  vorgekom- 
men,  sondern  es  sind  AB^  und  BA^  coujngirte  Pnnktpaare,  nicht  aber 
AAj  nnd  BB^,  In  einigen  Figuren  finden  sich  Rndiraente  von  Kreis- 
bögeu,  die  nicht  hinein  gehören.  So  8.  20,  69.  Uehrigena  soll 
«xacte  Fignren Zeichnung  im  Allgemeinen  gern  anerkannt  werden, 

Im  zweiten  Abschnitte  wenden  wir  uns  nun  der  Theorie  der  Ki 
schnitte  SU.  Der  Kegelschnitt  wird  durch  harmonische  Verwandtschaft 
ans  dem  Kreise  abgeleitet,  und  man  überzengt  sich  zunächst  vun  den 
Eigenschaften  in  Bezug  anf  Brennpunkt  nnd  Directriz.  Durch  ein  keines- 
wegs kllnstliches  Verfahren  werden  dann  sofort  die  SHtze  von  PascKt 
nnd  Brianchon  gewonnen  und  damit  die  Einsicht,  dass  der  Kegelschnitt 
durch  fünf  Pnnkte  oder  fünf  Tangenten  vollkommen  bestimmt  ist.  Die 
eingehende  Behandlung  der  Brennpunktseigenschnften  macht  es  nun 
aweckmäseig,  die  Kegelschnitte  für  einen  Augenblick  zu  trennen.  So 
wird  8,  119  die  Parabel  in  sehr  einfacher  Weise  behandelt,  die  mit  der 
Qnadratur  S.  133  nbschlieest;  and  es  mag  gern  ausgesprochen  werden, 
dass  die  Darstellung  des  Verfassers  nach  Form  nnd  Inhalt  gleicheG  Lob 
verdient.  Dasselbe  lüsst  sich  auch  von  der  bis  8.  189  geli 
auchung   der  Ellipse    und  Hyperbel   sagnn.     Der  Herr  Verfasser  bedl 
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I  sich  mit  Geschick  der  verscliiodonatoo  Betrachtungsweisen  und  geht  selbst 
l  der  längeren  Operattan  mit  RechnnugemetLodeu  nicht  aus  dem  Wege 
dieselbe  durch  za  Gründe  liegende  metrische  Beziehungen  sich  als 
I sweckmässig  aufdrängt.     Deu  Schluss  bilden  bis  8.  249  eine  Behandlung 

■  der  Beruh mngekrcisc  eines  Kegelschnittes  und  eine  grössere  Zahl  nich* 
Idger  Constructionsnufgaben  dieser  Curven. 

Rilckeichtlich  dieses  zweiten  Abschnittes  erlaube  ich  mir,  die  nach- 
I  stehenden  Bemerkungen  beizufilgen.  S.  t)U  in  §  176  macht  sich  das  Fehleu 
1  des  dort  verwandten,  aber  an  der  gehörigen  Stelle  §  79  nicht  nnTgestell- 
I  ton  Satzes,  den  ich  oben  aurschricb,  fühlbar.  Z.  9  v.  n.  steht  177  statt 
I  176.  8.  100  mag  zunächst  ein  leichter  Druckrehler  Z.  12  v.  u.  erwShnt 
I  werden;  dann  wHre  der  Punkt  F  durch  die  einfache  Bemerkung />£=  ^A* 
i  erklären  und  Z.  9  v.  o.  die  Nummer  (140)  beizufügen,  um  dem  Leser 

■  nnnütze  Nebenarbeit  zn  sparen.  Z.  16  v,  q.  steht  der  Äusdrusk  „circu- 
llare"  Involution.  Sowohl  die  Erklärung  dieses  Namens,  als  auch  den 
KBeweis  des  an  dieser  Stelle  benutzten  Kriteriums  des  Kreises  habe  ich 
■im  vorliegenden    Buche   nicht   angetroffen,   möglicherweise    durch    eigene 

■  Schuld;  aber  dann  hedaure  ich  um  so  mehr,  nnd  mit  mir  gewiss  mau- 
Ksber  Anfänger,  das  Fehlen  eines  Sachregisters.  Eudtich  soll  es  nicht  im 
[Mindesten  getadelt  werden,  das»  in  der  Fignr  die  Ellipse  benutzt  ist; 
P«ber  das  abweichende  Resultat  für  die  Hyperbel  hätte  angegeben  werden 
P  «ollen,  Auf  S.  111  kommt  der  Ausdruck  Kreisnetz  vor;  aber  den  „Nach- 
I  trag",  auf  den  dort  verwiesen  wird,  habe  ich  vergebens  gesucht.  Ich 
1  Terweise  den  Leser  auf  S.  410.  Vielleicht  ist  Nachtrag  durch  „Schlses- 
I  Paragraph  "  zu  ersetzen.  Noch  erwähne  ich  einen  unbedentenden  Dmck- 
I  fehler  anf  S.  140  Z.  I  v.  o. 

1    dritten    Abschnitte   behandelt   der  Verfasser   Kogelschnittbüschcl 
und  Kegel  sehn  ittscb  aar.     Den  Änlang  bildet  das  Büschel  mit  vier  reellen 
Grundpunkten,  welches  erschöpfend  hebaudolt  wird.     Sodann  wird  durch 
[  die  harmonische  Verwandtschaft  das  Büschel  mit  zwei  und  vier  imaginä- 
nnd)iuukten  aus  dem  Krelabiischel  abgeleitet.    Die  bei  den  frühe- 
bschnitten    hervorgehobenen  löblichen    Kigenachaften 
ihalts    und    der  Darstellnng    kann    man    im  Allgemeinen 
Dch  hier  anerkennen.     Uas  Wörtlein  „oß'enbar"  freilich  ist  ja  glück- 
jUehcTweise  in  den  Lelirbüchcrn  derart  dem  Fluche  der  Lächerlichkeit  ver- 
|fUlen,    dass    es    deu    besseren  Autoren    nicht   mehr  aus  dem  Dintcufasso 
aber  es  gicbt  eine  Sorte  von  KeUti vtätzen,    die  nicht 
ir   geeignet   scheinen,    den   Leser   in    gelinde  Verzweif- 
ln   versetzen.      So   im    §384,    wo    die    Gerade   PO   von    allen 
Kegelschnitten    des  Büsch<ds   in    einer  Involution  getroffen  wird,    „doi 
Poppelpnnktc  /'  und  Q  sind".     Uer  Verfasser  hat  sich,    wie  seine 
Fltellnng  den  Wissenden   fühlen  lässt,  sehr  wohl  der  nötbigeo  B' 
Eaart;  aber  Gleiches  vom  Lernenden  zu  verlangen,  ist  viibUl 
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sucht,  sammt  den  darcb 
zugcböiigen    lii  e  ma  n  n ' 


beetimmten  isngnnaleu  Verwandtscbaftfln 
D    Flächen .    uud    ecbliesBen    sich    hieran    di 
racbstBD  tranBcendenten ,  A\algz,c',  dio  irigonometrUcheD ,  cyclutaetn- 
schRn    uud    endlich    die    elliptischen   Functionen    and  ihre  Umkohrtmgnn. 
Dabei  werden  die  Probleme  der  Carlagraphic,  die  Ptolemäiscbc  und  die 
Mercator-Projection,    sowie    ihre    Vermittelang    mit   groGser    Ueutlicbkeit 
erörtert,    ebenso  die  logaritb mischen  Spiralen  and  die  mit  ihnen  im  Zu-, 
sammeubaug  etehenden  Cnrven,  Loxodromen    etc.     Ganz   besnudere 
wSbnuug  verdient  die  klare  Entwickelang  der  Kiemann'acheD   Flächi 
rUr    die   znletzt   erwähnten  obigen  Fanctionen,    welche  wab räche inlicli 
dieaer  Ansfährlichkeit    und  Klarheit   das    erste  Mal    in    der  Literatur 
handelt  wurden,  nebst  den  «ich  hieran  reibenden  zahlreichen  Sätzen,  voa 
denen  ich  beispielsweise  nur  t^inen  hervorhebe,  S.  267:  ,,Die  siniim-Cu 
veD  sind  die  stereographischen  Prejeclionen  zweier  Scbaarcn  sphäriBchi 
Kegels chnitte.'^  —    Uie   ausführlichen    literarischen    Nachweise    na  jedem 
Capitel    bieten    Fingerzeige    sn    weiterem   Eindringen    in    die   bebitadel 
Materie. 

Nach  dem  bisher  Gesagten  ergieht  sich,  dass  in  dem  Holzmüller*- 
sehen  Buche  die  eiofach'Ten,  nämlich  durch  explicite  Fnnctionen  von  i, 
definirten  isogonalen  Verwandtschaften  in  ausfubrliclier  Weiee  behandelt 
worden.  Damit  ist  jedoch  noch  lange  nicht  die  allgemeinste  isogonale 
Verwandtschaft  eiledigt,  denn  die  impliciten  Functionen  werden  nur  ge- 
streift, ohne  Durchführung  eineB  Beispieles,  and  die  durch  DiRerenttal- 
gleichangen  bestimmten  Verwandtschaften  und  Abbildungen,  sowie  die 
betreffenden  Aufsätze,  z.  11.  von  Fuchs,  Schwarz,  Klein  etc.  werden 
völlig  übergangen.  Dies  scheint  absichtlich  geschehen  zu  sein,  wenn- 
gleich B.  B,  die  Differentialgleichungeu  täglich  immer  wichtiger  worden, 
und  soll  dämm  dem  Autor  nicht  zum  Vorwurfe  gemacht  werden,  zani«! 
ja  nur  eine  Einführung  und  nicht  ein  aosfUbrliches  Lehrbuch  nach  dem 
Titel  geplant  wurde. 

In  Bezug  auf  einige  minder  wichtige  Ungenanigkciten  will 
erwählten,  dass  z.  B.  S.  48  der  bekannte  Satz  hätte  sollen  erwähnt 
den,  dass  eine  Function,  die  gewissen  Grenzhedingungen  geoögt,  s 
endlich,  eindeutig  und  stetig  ist,  eindeutig  bestimmt  ist,  da  ohne  dieseo 
kein  absolut  zwingender  Grund  für  die  dort  angogeheue  Temperaturver- 
thcilnng  vorliegt.  Auf  S.  77  wird  der  Kartenmodul  mit  yf'[x-\-t/{i.f'{x  ~  yt) 
heioichaot,  was  im  Allgemeinen  nur  richtig  ist,  wenn  /*(:)  nur  reell« 
CoefGcienten  hat,  wäbrepd  im  Vorhergehenden  complexe  Coefficienten 
zugelassen  wurden.  8.  171  soll  es  in  der  Gleichung  S)  statt  ^a  +  hi^ 
hcisseu  a'ya-\-tii,  wo  a  eine  primitive  n**  Einheitswnrzel  ist.  S.  193 
werden  in  Z.  12  t,  o.  die  Coefficienten  der  ganzen  talionalen  Function  con^ 
plex  an g«no atmen ,  iufalge  dessen  wird  die  ganse  Üednction  in  §  Sl  ald 
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[Logoualßn  CarvcDE)'8tenie  u(a-,ff)  =  c,  p(a;,y)  =  r,  als  Iso- 
resp.  Btröioungscurven  mterpretirt  werden  köuncn.  lu  gleicher 
prkuQprt  fiich,  wegQD  der  Gleichheit  derWiokel,  diu  angegebooe 
'lieorie  mit  den  ProMemeu  der  Cfirtngraphie ,  und  bcIiod  aus  dem  tic- 
I  Ugteu  erhellt  die  Bedeutang  der  isogonalen  Verwandlschaflen  und  das 
'  Hinilhergreil'en  dereclheo  io  die  erwähnten  Gebiete,  und  echeint  Herr 
Holzmüllor  zuerst  diceen  Zusammenhang  in  ausflibrlicher  Weise  hier 
dargelegt  za  haben,  um  so  eine  zur  Zeit  bestehende  Lücke  in  der  malhe- 
matischen  Literatur  auszufüllen. 

Rolzmüller  sucht  seinem  l'Iaoo  io  der  Weise  gerecht  zu  werden, 
l  dass  er  Kunüchst  die  elementaren  Operalionen  und  einfachsten  Functionen 
[  in  der  bekannten   Weise  inlerpretirt  und,  ausgebend  von  der  Gleiuhnng 

=  — ;-^— •  die  Congruenz,  Aehnlichkf^it,  reciproken  Kadien  und  Kreis- 

rnandtsch&ft   zweier  Ebenen  in   faBBÜchcr  Weise  entwickelt  und  durch 

I  lablreiche  geometrische  und  physikalisclio  Anwendungen  in  interessanter 

/erthct.     Ea    möge    genügen,    auf  die  iangonalen  Trajcctnrien, 

l  Doppelepinilen,    den  Uebergang    von    der  Geraden    zum  Kreise    nnd    die 

I  et  e  reo  metrische  Vermitlelnng  zwischen  zwei  kreisverwandten  Ebenen  hin- 

|«nweiseu,    da  eine    detaillirte  Angabe   zu    weit   führen  würde.     Das  His- 

herige   sollte    den    Grund    für   die   allgemeinere  1'heorie    abgehen,    indem 

UoUmUlIer    im  Änschluss   an    das   bekannte   Bnch    des  Prof.  Dur^ge 

(i.Elementn  der  Theorie  der  Functionen  einer  compleaen  veränderlichen 

Grösse")  sich  nun  über  die  Bedingung,    dass  f[x,y)  eine  Function  von 

e-iyi  sei,    etc.    verbreitet    und    z.  B-  die  Bedeutnug  der  Norm  des 

[ersten  Ditfercutialqnotienten  als VergrösaerungsverhHltnise,  sowie  desArgu- 

I  Qients  als  Winkel,  um  welchen  entspiechende  Ourvenetemente  gegen  ein- 

I  «oder   verdreht  erscheinen,    die  Analogie  zwischen  Symmetrie  und  Keci- 

1  procitSt    gewisser   Curvensysteme    (§  43)    —    dieser   Abschnitt   zJlhlt    zn 

1  wichtigsten  der  Schrift  —  etc.  klar  hervortreten  lässt.     Nach  diesen 

I  ungemeinen  Auseinanderselziingea    greift   Oolzmüllor   wieder   spec.ielle 

[. Fnnctionen  heraus,  immer  von  einfacheren  zn  complicirteren  übergebend, 

I  nnd    entwickelt   zunächst   die  durch  Z=i^  definirte  isogonale  Verwandt- 

■  tchaft,  sie  giebt  die  als  lemniskalische  bezeichnete  Geometrie,  Kinematik 

vand  ReciprocitSt  —  jedem  Kreise  der  2- Ebene    entspricht  nämlich  eine 

fjjemniscate   in    der  :- Ebene  etc.   —   in   klarer  und  anschsulicher  Weise. 

iolbstverstXndUch    führt  jede  Gleichung  I)   zu  einer  gewissen  Geometrie 

^bi  diesem  Sinne,  und  wie  früher  die  Kreisverwandtschaft,  hier  die  lern- 

ijiiska tische  Geometrie    erhalten    wurde,    so  ergifebt  sich  im  weiteren  Ver- 

knfe  die  <.-ardioidiBchc  Geometrie,  die  der  Lemniskaten  höherer  Ordnung 

.   nnd    ist  wohl    mit  Kccht   eine   fruchtbare  Verwerthung   dieser  Pnr- 

Plhien    x.    B,   in    der  Geometrie    zu    gewärtigen.    —    Nach   den    rstinna 

i  und  gobrochcnen,  Functionen   werden  jetzt  die  irrntionsla 
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S.  264  Z.  8  V.  u.  soll  es  beisscn  AE  Btatt  AB. 

S.  26G  ist,  wie  auf  S.  258,  x  zu  lesen  »tatt  k^  ebenso  S.  269,  272. 

S.  268  Z.  11  V.  u.  lies  „Z  =  casamz  und  Z=.Jamz*'. 

S.  274  Z.  16.  V.  o.  lies  r-^  statt  ;rj?"' 

Prag,  10.  December  1882.  Dr.  Anton  Puchta  , 

Prof.  a.  d.  deuUcbeu  UuiTeniiät. 


Heber  stationäre  elektrische  Strömung  in  einer  lemniscatischen  Platte. 
Von  Dr.  O.  Hentschel.  Festschrift  des  Gymnasiums  zu  Salz- 
wedel.    1882. 

Nach  kurzer  hbtorischer  Einleitung  wird  das  Kirchhoffschc  Pro- 
blem, den  stationären  Zustand  einer  Kreisplatte  zu  finden,  wenn  zwei 
Punkte  innerhalb  derselben  entgegengesetzte  Elektroden  sind ,  durch  eine 
Potentialhetrachtung  gelöst.  Ein  Specialfall  symmetrischer  Art  wird  be- 
sonders ins  Auge  gefasst  und  mit  Hilfe  zweier  Systeme  confocaler  Lcm- 
niscaten ,  resp.  ihrer  orthogonalen  Hyperbelbüschel  constructiv  behandelt. 
Man   hätte   auch   die  elementare  Construction  benutzen  können,    die  mit 

der  Abbildung  2  =  Z  +  ^Z* —  1  zusammenhängt,  wobei  ein  Kreisbüschel 
mit  den  Büschelpunkten  +  n  auf  der  reellen  Axe  abzubilden  ist.     Daraus 

erklären  sich  die  einfachen  Gleichungen    — *  =  c,   (<3P  + <Pi)  — (z  +  Zi)  =  / 

für  das  Strömungsnetz.  (Vergl.  Math.  Annalen,  Bd.  18  S.  298  und  des 
Referenten  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften, 
Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner,  S.  149.)  Nach  Wissen  des  Referenten  ist 
das  System  hier  zum  ersten  Male  correct  gezeichnet.  Der  Fall  der 
Aussenplatte  ist  mit  in  der  Figur  enthalten. 

Wollte  man  die  verschobene  Figur  mittels  der  Abbildung  Z^=y^z  in 
eine  lemniscatische  überführen,  so  würden  im  Allgemeinen  innerhalb  oder 
ausserhalb  derselben  vier  Elektroden  auftreten.  Um  auf  den  Fall  zweier 
Elektroden  zu  kommen,  verwendet  der  Verfasser  in  sinnreicher  Weise 
die  vom  Referenten  aufgestellte  Spiegelung  gegen  die  Lemuiscate.  (Vergl. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Jahrg.  21  S.  347,  und  Ein  f.  in  die  Theorie  der 
isogonalen  Verwandtschaften  S.  120.)  Als  Brennpunkte  der  Lemniscate 
sind  die  beiden  äusseren  Elektroden  gewählt,  die  nun  bei  der  Abbildung 
ins  Unendliche  fallen.  Auch  das  Aussennetz  konnte  elektrodynamisch 
gedeutet  werden. 

Um  auch  den  Fall  zweier  äusseren  Elektroden  zu  behandeln,  wendet 
nach  analytischer  Herleitung  der  Verfasser  zur  Construction  die  Spiege- 
lung gegen  die  gleichseitige  Hyperbel  an.  (Vergl.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys., 
Jahrg.  21  S.  347,  Jahrg.  18  S.  236.  u.  S.  120  resp.  131  d.  obigen  Werkes. 
Auch   in  Bd.  94  des  Grell.  Journals  S.  179  befindet  sich  eine  Notiz.) 
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Durch  Reciprocität  geht  man  leicht  vom  spccielleu  Kirchhof  rechen 
Problem  zu  dem  allgemeinen  mit  beliebiger  Lage  der  Elektroden  über. 
Auch  dieser  Fall  wird  gezeichnet  und  durch  lemniscatische  Spiegelung 
transformirt. 

Endlich  kommen  noch  die  Specialf^lle  zur  Sprache,  bei  denen  die 
Elektroden  beide  auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegen  oder  wo  eine  auf 
der  Peripherie,  die  andere  im  Innern  oder  Aeussern  liegt.  Auch  diese 
Fälle  werden  nach  entsprechenden  Methoden  in  die  lemniscatischcn  über- 
tragen. 

Das  Schriftchen  ist  besonders  geeignet,  die  Vortheilc,  welche  die 
,, isothermische  Spiegelung'*  namentlich  in  constructiver  Hinsicht  zur 
Lösung  gewisser  Probleme  gewährt,  ins  Licht  zu  setzen. 

Dr.  G.  HOLZMÜLLBR. 


Perioden  der  Decimalbrüche.    Von  A.  Boumb,  Seminarlehrer  a.  D.    Berlin 
1882,  Vorlag  von  G.  W.  F.  Müller.     48  S. 

Der  Verfasser,  ein  verdienter  Schulmann ,  dessen  Anleitung  zum  Un- 
terricht im  Rechnen  bei  Elementarlehrern  in  wohlerworbenem  Ansehen 
stehen  soll,  reicht  in  diesem  anspruchslosen  Büchelchen  seinen  bisherigen 
CoUegen  und  Colleginnen  eine  Abschiedsgabe  beim  Austritte  aus  der 
Thätigkeit  au  dem  mit  der  Augustaschule  in  Berlin  verbundenen  Lehrerin- 
nenseminar. Es  ist  eine  Zusammenstellung  mancher  Eigenschaften  perio- 
discher Decimalbrüche,  exemplificirt  an  den  Perioden  von  ^^  i^^,  -^^ 
Irgend  zahlen  theo  retische  Kenntnisse  sind  nicht  vorausgesetzt. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Ueber  die  Methode,  nach  der  die  alten  Oriechen 
(insbesoündere  Arcliimedes  und  Heron)  Quadratwur- 
zeln berechnet  haben. 

Von 

W.   SCHOENBORN 

in  BLrotoaohin. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  11. 


Auf  irrationale  Grössen  —  ea  ist  ja  wohl  gestattet,  den  jetzt  ge- 
bräuchlichen Namen  auch  für  die  Zeit  eines  Pythagoras  anzuwenden  — 
stiessen  die  griechischen  Mathematiker  zuefst  bei  Betrachtung  der  recht- 
winkligen Dreiecke.  (Cantor,  Geschichte  d.  Mathem.,  Bd.  I  S.  154.) 
Sie  standen   vor  der  Aufgabe,   Näherungswerthe  für  Quadratwurzeln  zu 

finden,  da  sie  sich  bald  überzeugten,  es  Hessen  sich  ^2,  }/d  etc.  nicht 
genau  durch  Verhältnisse  ganzer  Zahlen  darstellen.  Auf  rein  arithmeti- 
schem Wege  die  Aufgabe  zu  lösen ,  werden  sie  schwerlich  versucht  haben ; 
sie  werden,  wie  sie  es  bei  arithmetischen  Untersuchungen  gewöhnlich 
thaten,  die  rechtwinkligen  Dreiecke  zu  Hilfe  genommen  haben.  (Cantor, 
Gesch.  d.  Math.,  Bd.  I  S.  412.)  Hier  bot  sich  ihnen  nun  ein  sehr  ein- 
facher Satz  dar:* 

Ist  J  BC  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  dem  der  rechte  Win- 
kel bei  C  liegt,  und  man  schneidet  auf  AB  von  A  aus  ein  Stück 
AI)  =  AC  ab  und  errichtet  in  D  auf  AB  das  Loth,  welches  BC 
in  F  schneidet,  so  ist  I)F=  FC,  und  B DF  ist  ein  dem  gegebenen 
Dreiecke  ähnliches,  dessen  Seiten  mithin  in  denselben  Verhält, 
nissen  zu  einander  stehen,  wie  die  entsprechenden  Seiten  des 
gegebenen  Dreiecks  ABC. 

*  Bei  Euklid  findet  sich  der  Satz  allerdings  nicht;  sollte  er  auch  bei  ande- 
ren griechischen  Mathematikern  nicht  erwähnt  werden,  so  ist  doch  zu  erwftgoi, 
dass  über  die  Art,  wie  die  Alten  Quadratwurzeln  berechnet,  keine  Nachrichten 
auf  uns  gekommen  sind,  dass  es  also  nicht  auffallend  ist,  wenn  ein  von  ihnaii 
hierzu  benutzter  Satz  in  den  uns  erhaltenen  Schriften  nicht  erwähnt 

Hitt.-llt.  AMhlg.  d.  Zeltiohr.  f.  Math,  n,  Fhyi.  XXVIH,  I.  "^^ 
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Bezeichnet  man  also  die  Seiten  des  ^ABC^  wie  jetxt  gewöhnlich^ 
mit  a,  6,  c;  die  entsprechenden  Seiten  des  ^  BDF  loXi  a^y  b^y  c^;  verfUit 
mit  diesem  Dreieck  auf  gleiche  Weise  durch  Bildung  eines  Dreiecks  mit 
den  Seiten  a,,  ^2«  ^29  ^^^  S^^^  '^  Dreiecken  mit  den  Seiten  a,,  b^^  c^  etc. 
fort,  so  ist,  wenn  b  =  ii.a  (11^  1)  war,  auch  b^  =  ii.a^,  ^a^f^-aa-  Da 
c  =  6  +  aj  =  fi.«  +  aj,    «  =  ft|  +  Cj  =  2.^.<ij  +  #ij  ist,  so  folgt: 

Dass  die  Seiten  a,  a^,  a,»  ^s»  •••   '^^  Grösse   rasch  abnehmen,    folgt  ans 
der  Constmction.     Somit  kann  man  folgende  Gleichungen  bilden: 


I) 


b  fi.u 

_(2.>i*+l).a,+fi.ag 
2/»*.o, +  ^.n. 


(8^^  +  4^').03  +  (4^»+M)."4 

Verfasser  ist  natürlich  nicht  der  Ansicht,  es  hätten  die  griechischen 
Mathematiker  diese  Gleichungen  gebildet  und  darnach  in  den  einzelnen 
Fällen  gerechnet  Sie  werden  wenigstens  in  der  älteren  Zeit  in  jedem 
einzelnen  Falle  die  in  dem  genannten  Satze  angegebenen  Constmctionen 
ausgeführt,    die  Seiten   c  wie  b  als  Summen  der  Katheten  der  kleineren 

Dreiecke  berechnet  und  dann  das  Verhältniss  -r-  bestimmt  haben.     Meist 

b 

begnügten  sie  sich  wohl  mit  Bildung  der  ersten  Dreiecke,  deren  Seiten 
vorher  mit  ^i,  6^,  r^;  a^i  ^2*  ^2  bezeichnet  wurden,  betrachteten  auch  nur 
Fälle,  in  denen  fi  eine  ganze  Zahl  ist.  Spätere,  vielleicht  schon  Archi- 
med  es,  dürften  die  einfachsten  sich  aus  I),  [II]  ergebenden  Formeln 
gekannt  und  darnach  gerechnet  haben. 

Was  die  Bildung  der  Gleichung  in  I)  betrifft,  so  ist  leicht  einsu- 
sehen,  dass  aus 

als  nächste  Gleichung  folgt 

^       (2f».p  +  ^).a«+i+p.^»+2 

Dass  die  Alten,  wenn  selbst  einer  oder  der  andere  auf  solche  Art 
aus  einer  der  Gleichungen  die  folgende  entwickelt  haben  sollte,  dabei 
nicht  an  Kettenbrüche  und  an  Berechnung  der  Näherungswerthe  derselben 
dachten,  ist  einleuchtend. 
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Ans  jeder  der  Gleichangeu  in  I)  entnahmen  die  griechischen  Mathemati- 

1  *  kl  •  xr«u  -*!.  /6*  +  a*  m.a„  +  s.a^^i 
ker  zuerst  wohl  nur  einen  Näberungswerth:  war = ; ^— 

eine  der  Gleichungen,  so  setzten  sie  0^4.1  =  0  und  erhielten,  wenn  man 

das  Zeichen  ro  für  annähernd  gleich  benutzt,  ^ — - — ^r\j  — .     Erst  Ar- 

chimedes  —  bei  ihm  lassen  sich  nämlich  entsprechende  Näherungs- 
werthe  aus  61.  II),  die  ganz  ähnlich  wie  I)  erhalten  werden,  nachweisen  — 
dürfte    auch    den    zweiten   in   der   Gleichung  liegenden   Näberungswerth 

beachtet  haben,  indem  er  a„  =  0^4.1  setzte  und  nun  fand,  dasB  - — 

zwischen  —  und  — : —   liegen  müsse. 
P  P  +  Q 

Der  erste  Näberungswerth   ist  grösser,   der  zweite  kleiner  als  der 
volle  Werth,   wenn    -->—  ist;   das  Umgekehrte  ist  der  Fall,   wenn   — 

-<^—  ist. 

ms..  ,,  _ 

Aus  —  >  —  folgt  nämlich 

P       ? 

und  da 

m  .p .  a«  =  m  .p .  flu , 

so  ist 

»».(p.«n+y.«n+i)>p.(»w.aii  +  «.aii+i), 
d.h. 

m  —  m.a„4-5.a„4.t 


P       p.flü  +  Ö'.flit+i 
Da  aber  auch 

und 

ist,  so  erhält  man 

d.  h.  -  , 

m  +  5    ^m.fln  +  ^.fln+i 

< =— • 

P  +  ^      P.Oii  +  Ö'-fl«+l 

Ist  ein  erster  Näberungswerth  einer  der  Gleichungen  grösser  als  der 

volle  Werth  der  Wurzel,  so  ist  der  erste  Näberungswerth  der  folgenden 

Gleichung  kleiner  als  der  volle  Werth. 

Aus 

m,q>s.p  und  2f*.m.j9a2.fi.m.j9 
folgt  nämlich 

2fi.m.p  — m.9<2.|i.iii.p  — f.ji, 

d.h. 
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p.(2^.m  +  5)  <m.(2.f4.p  +  ^) 
oder 

2.ii.p  +  q      p 

Hatte  man  es  erst  rersucht,  die  Länge  der  Hypoten^e  ana  dea 
bekannten  Längen  der  Katheten  zu  bestimmen,  so  war  der  Schritt  aar 
Bestimmung  der  Länge  einer  Kathete  ans  den  bekannten  LiSngen  der 
Hypotenuse  und  der  andern  Kathete  leicht  gemacht.  Betrachtete  man 
wieder  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  dem  die  Hypotenuse  c  =  ft.a  ist, 
so  ergeben  sich  auf  demselben  Wege  wie  vorher  die  Gleichungen: 

6s=ac  — Äj,  ^1  =  ^.011      <r=6j      +  q     =2.jiA.a|      — a^ 

und  allgemein 

^«  =  <?«  — fli»+ii     c«  =  ^«öii»     ö«  =  *i»+i  +  <^it+i  =  2.|».<i|,4.i — a^^t- 
Mithin  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

^^c*— -a*      II. a  —  flj 


11) 


c  II. a 

_(2.ft^  — l).g|  — ^.o^ 
""        2^«.ai-f».aj 
^(4.ft»~3fi).fl,-(2^«-l).iz3 
(4^»-fi).«,-2.|»«.fl5 
(8.M^-4.^«  +  l).fl3-(4fi»-3fi).a, 
(8fi*-4f*«).fl3-.(4^8-^).fl, 


etc. 


Entsprechend   den  Gleichungen  in  I)  folgt  aus = — '—^ *"*"* 

als  nächste  Gleichung 


Auch  hier  ergeben  sich  aus  jeder  Gleichung  zwei  Werthe,  zwischen  denen 
' liegen  muss.     Ist = -^i   so  liegt 


m             m  — *                         m       *  m      l/c*— a*._  m  — * 

zwischen  —   und  ;  ist  ferner  —  <— »  so  ist  —  >^^ > 

P             P—9                        P       Q  PC             p^q 

Aus    —  <—  folgt  nämlich 
P       9 


und  da 
ist,  so  ist 
d.h. 

Ferner  ist 


fn.p.üfi^fn.p.a^ 
»»•(P.««  — ^-flii+l)>p.(w.a,  — 5.0,4. 1), 

—  ^ • 

P        P.fl«  — ö'.flii+i 
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"i.V.(aii  — «n  +  i)<  s.p-K  — "■  +  1), 
folglich 

m.p.a„  +  s.q.a„^,  —  m.g.a„  —  s.p.a„+i>m.p.a„  +  s.g 
-S.p.a,-m.q 


p.tU~g.a„+i       p 
D«  jetzt  auch  2.ft.m.p  —  m.q'^H.fi.r, 


p       2j..p  — y 
rird,  so  ergiebt  eich  der  Satz: 

Ist  JQ  einer  der  Gleichaogen  in  II)  der  erste  Näbeiangswerth 

grösser  als  der  volle  Werlh,  so  ist  auch  jeder  folgende  erste  Nähe- 

rungswertb  grösser,  der  zweite   mitbin  kleiner  als  der  volle  Werth. 

Von  den  aas  den  Gleichangen  1)  -und  II)  hersnleitendeD  Näbemnga- 

'erthen    haben»  die  griecbischen  Matbematikcr  vorzugsweise  die  sich  ans 

en  ersten  Gleichnngen  ergebenden  benutzt. 


|/ft'  +  a»_{2.p'+l).»i  +  >. 
2^».«.  +  ^.. 


[/i'+«'< 


1  womit  ausgesprochen  ist,  dus  y'b*-\-a 

=     „     ,    ^  •-"'■  ~" ''■-°-»  erhalt  tnan  l/iJ^^* 
2.tM\a^  —  ^.a^ 

yc'—a*   liegt    zwischen    ^  —  ä-    nid    «^^ « •    worans    folgt   yt^  —  a 

]II  DDo  der  Beweis  dafUr  erbracht  werden ,  dass  die  Griechen  unter 
Senntzung  des  am  Anfang  dieser  Mittheilang  stehenden  Sntzes  und  der 
darans  sich  ergebenden  Folgerungen  Qn  ad  rat  wurzeln  berechnet  haben, 
■o  würde  zu  zeigen  sein,  dass  die  uns  Uherlieferteo  Werthe  sich  leicht 
nnd  ohne  Zwang  aus  den  entwickelten  Gleichungen  herleiten  lassen. 
Dies  soll  im  Folgenden  geschehen;  der  Verfasner  ftthrt  die  dabei  vor- 
gehrtiach liehen  Art  aus.  —  Herr 
Dr.  S.  GHutber  bat  in  seiner  schStzenawertb'  "Vi;:  n^^ic  ^Q»- 

drattschen  Irrationalitäten  der  Alten  nnd  ä"  t" 

im  4.  Hefte  der  AhhandluDgen  zur  Geaehi 
lieferten  Quadratwurzeln  auf  das  Sorrf 
Beichoiäs  derselhen,  besonderB 
durchweg  benutst. 
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Zuoichst  ist  zu  bemerken,  dass  der  Werth  too  y M  meist  ▼erschie« 
den  ansfalleo  wird,  je  nachdem  man  M=x^'\'y  oder  =x* — y  nimmt; 
die  Alten  scheinen  im  Allgemeinen  der  Ansicht  gewesen  zu  sein,  dass 
die  eine  oder  die  andere  Annahme  anf  die  Genauigkeit  des  Resnltate« 
wenig  Einflnss  habe.  Hierfär  zunächst  einige  Beispiele  ans  den  von 
Archimedes  bestimmten  Wurzeln,  die  auch,  wären  selbst  seine  Werthe 

für  y^  nicht  bekannt,  zeigen  durften,  dass  er  die  Formel  ^c*  —  t^c^c 


2c  — a 


benutzt  hat. 


Wird  349450  =  591'+ 13*  gesetzt,  so  liegt  nach  der  Formel  }/^+^ 

Ä*  Ä*  , 

-^6+—  und  ^  +  2^  .  g    ^349450    zwischen    591^«^    und    591:jWt» 

beide  Werthe  stimmen  eher  mit  5914^  als  mit  591-^,  welchen  Werth  Ar- 
chimedes hat.     Nimmt  man  349450  =  592*  — 1014,  s<9  ist,   da  /lÖ14 

.^32  ist,  j/349450  ^  592  -  j^^  =  591  ,V«  ~  591^. 

Wird  1373943fJ=1173*-1985H^  H73*-1985i  genommen,  so 

erhält  man,    da    /l985<^45   ist,    ?/l373943ff  oo  ^^^3-        ^^^^ 

=  1172^^^;   der  Bruch   liegt   zwischen  ^  und   \y   den  letzteren  Werth 
hat  Archimedes  genommen. 

/5472132^  =  y234G*  -  3467^  ^  2340  -  ^g^q  l^^g 

=  2339ÄW  ~  2339f 
Durch  Anwendang  der  Gleichung  yW+a  ^>^  b  +  ä~  erhält  man 


J/I0l8405  =  f^l009«+18*  f>j  1009^VyV~1000|, 
/4069284  =  /2ÖT7M-995  rK>  2017-^^c\j  20i7J, 
/3380929  ==  /l837«+6360  oü  1837|^  =  183aj|if  cv  1838,^. 


a« 


Die  Formel  J^^+fl*csj  6  +  jr-r-^ —  scheint  angewendet  bei 

Zö  +  a 

/9Ö8232r=]/3Öi3«+4152  fv.  3013+      ^^^^ 


6026  +  64' 
der  Bruch  ist  nahe  =  ^,  dafür  ist  ^  gesetzt. 

Bei  y3  hat  Archimedes  zwei  Werthe  angegeben,  also  auch  durch 
seine  Methode  der  Berechnung  gefunden,  zwischen  denen  die  Wurzel 
liegt.  Setzt  man  in  Gleichungen  II)  c  =  fi  =  2,  a  =  l,  und  berechnet 
die  aufeinander  folgenden  Näherungswerthe,  so  erhält  man  folgende  Rmhe 
von  Ungleichungen: 

i>v^>h  H>v'3>\h  u>v^>i\,  m>y'^>m. 
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In  dieser  Reihe  treten  neben  dem  vielfach  gebrauchten  ^  anch  die  von 
Archimedes  angegebenen  Werthe  and  zwar  als  aufeinanderfolgende 
Glieder  einer  Entwiekelnng  anf,  so  dass  sich  unmittelbar  efgiebt,  wes- 
wegen  ^^  neben  \j^   benutzt  ist. 

Was  die  Wurzelwerthe  des  H  e  r  o  n  betrifft ,  so  rechnet  der  Verfasser 

zu  den  nach   der  Formel   ^^ M-ö^^^^  +  öt   gefundenen   die  folgenden, 

wobei  er  bemerkt,  dass  über  die  Berechnung  der  ersten  vier  Beispiele 
wohl  alle  Neueren  übereinstimmen. 


^'1125        =    ^^33^+6^  CNj33A  =  33  +  i  +  ^, 

^50  =    ]/V+l      cv7^, 

j/43  +  ^-fi  =  i^l75      =^^13»  +  6cx>^(l3  +  ^)  =  6  +  |+TV+jy. 
/8S6-,V  =  j-?/l4175=i^n9^+14cv|(119+TV)  =  29  +  |+|rV, 

J.108  =    ^J02  +  8^I0f=10  +  i  +  jV 

Dass  Heron  bei  dem  von  ihm  angewendeten  Verfahren  die  Wurzel 

ß« 

zwischen    bestimmten    Grenzen,    also    j/b^-j-a*    zwischen     ^  +  st    tind 


26 


a« 


6-|-ÄT liegend   fand,   dürfte  sich  aus  folgenden  Beispielen  ergeben. 

2o  -f-  a 

}/bA  =  j/V+b  liegt,  da  f/b  etwas  grösser  ist  als  2,  zwischen  l-f^ 
und  7^,  Heron  hat  7^.  /208=:/l4*  +  l2  liegt,  wenn  /r2ro4  ge- 
nommen  wird,  zwischen  144-  ^^^  ^^i  zwischen  beiden  Werthen  liegt 
14^^=14  +  ^  +  ^,  welchen  Werth  Heron  angiebt. 

a« 


Die  Formel  l^f>*+a^CK>  b  + ^  ,   ,       dürfte  benutzt  sein  in  folgenden 

26  +  a 

Fällen: 

^356+^  =  i^ll3*+7»<ND^.(113  +  ^)  =  l8  +  |^fi   (Wr   den  Braoh 
setzt  Heron  i+i+i  =  ü;  ea  ist  H4-ii  =  TfiT)t 

j/6l5+«  =  i^39375  =  i^l98*  +  171^i(l98  +  ggi^)-J4+* 

+  ^+  sWa   (ftt'  d^i^  letzten  Bruch  setzt  Heron  {^ 

=="^^^'  .  t  .. 

Hierher  gehört  auch  /246ÖHhHi  ^a  2460  »4. (Kl 
den  vorhergehenden  Wurzelwerth  nur  mit  2  vrall 

Nach  der  Formel  j/c*— acoc  — 5-  lafltar 
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=i(30+i)  =  7  +  |, 

y4U+i+^       =^y4000  =  |>/64«-96  co  i(64-f ) 

=  i(63  +  i)  =  2l  +  ^„ 

/340Ö  =^60'- 200  cv^  60-1=  58+i, 

j/720  =  >/27« - 3«   ro  27-^  =  26  +  1+^, 

y^356  =  ^19«  — 5      'XJig  —  ^=18  +  11     (statt    des    Braches 

setat  Heron  ^+|+|  =  |  und  ist  i-||  =  Tb)- 
Auch  /167  +  y|7,  von  Herrn  Günther  S.  111  erwähnt,  dürfte  hier- 
her gehören.     Es   ist  =]^^13*-f|^  ro  13  — :^^=  l2  +  |4|i;    der   von 
Heron    benutaste   Werth,    der  ja    genan    ist,    lautet    statt  des  Bruches 

In  einigen  Fällen,  die  sich  sämmtlich  in  der  Form  m,j/ii^  —  l    dar- 

4a«-3 


stellen    lassen,    ist    angewendet    die    Gleichung    J^c*— a*  co  c.  j^-^ — - 
4c*- 3a« 


c. 


4c«-a« 

»/135   =      yW^^cKj  12.U  =  UA  =11+^4-^  +  ^1^^ 
/I575  =  5y8«-1     cx5  40.|^f  =  lMl  =  39+|+^, 

/6300  =  2yi575_  cx>  79+i+VT+T*T. 
^216   =     /l5*-3«c^^  =  14+|+A, 


>/8  +  |+f +3Jy  =  ^./l35.     Benutzt  man  den  oben  für  /l35  gefunde- 
nen  Werth,    so    erhält    man    ü^=2  +  |^{;    Heron  setzt   dafür 

Herr  Günther  führt  noch  folgende  Wurzeln  an. 

Es  liegt  ylÖ  nach  Gleich.  I)  zwischen  3^  und  34^,  der  letztere  ist 
a.  a.  0.  8.  55  angegeben.  Für  /T3  =  ^3*+2«  ergeben  sich  die  Ungleich- 
ungen iA>/l3>J,   11</I3<^;  11  ist  S.  38  erwähnt. 

Für  j/5  =  ^2«  +  l  erhält  man   i>j/b>ll]   |f<>^5<4^.      Auf 

8.  49,  99    wird  ff  angeführt,    aber  Herr  Günther  hat  S.  125   nach- 
gewiesen, dass  Heron  auch  i-1  gekannt  habe. 

Um  y2  zu  finden,  hat  man  in  Gleich.  I)  ii  =  b=^a^l  zu  setzen. 
Man  erhält  die  Ungleichungen 

4>^>t.  i<K'2<¥.  \i>y^>H- 

Es    ist    ^    der    von    den    Alten    vielfach    benutzte     Werth;    aber    auch 
\i  wird  8.  59   nachgewiesen.    Aus  ^2   liegt  zwischen  ^  und  f^   dürfte 

>/5000  cü  70f    au  erklären  sein.     Es  ist  ^5000«=  50. /2,    die  Wurzel 
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liegt  mithin  zviechen  70  und  70^,  als  zwiBcbenliogend  ist  70^  genommen. 

Da  bei  ^2  das  ^ARC  wie  ABDF  gleichschenklig  sind,    ho  dürfte 

das    vom    Verfasser    angegebene    Verfahren    der    Berechnung   hier   zuerst 

mdet  worden  sein,  und  liegt  in  der  Schwierigkeit  der  Recbnong 
wohl  kein  Grund  vor,  weswegen  der  Wertb  J  nicht  schon  zu  Platon's 
Zeiten  sollte  gefunden  sein, 

e  in  der  Herouischen  Trigonometrie  vorkommenden  Wnrzeln  an- 
langend, so  hat  Herr  Günther  Recht  mit  der  Annahme,  Eeron  bahn 
■f/3f\i^  und  ■r^i,  ^5oo2  und  n-.J-l,  (/2  (-o  j^|  genommen,  aber 
auch  j/2c\jij  dürfte  sich  beim  regnUren  Elfeck  nachweisen  lassen.  Im 
Debrigen  kann  man  ^45  oo  6f  erhalten  ans  ^7'— 2" -»7—  — — -  =  6}. 

dem  regnUren  Siebeneck  erhält  man  y^/?'  — 3*f\>  tV('^~14_ö) 
^ ;  daför  setzt  Hemn  4I>  ^9  '*t  ^^"fl—A-  Beim  Nenneck  ist 
^jj/9rr3in«^(9_^)  =  U.  Beim  Elfeck  ist  ^f/n»^»=U^  = 
1?  /3'— 2  an  berechnen ;  wird  ^2  oo  ^  gesetzt,  so  ist  JU  /7  cw  JU. .  ^3 — g—;  ) 
ii,  welchen  Werth  Heron  hat. 

Von  einzelnen  Seiten  ist  die  Ansicht  auHgesprocben  worden,  es 
hätten  die  Alten  die  Berechnung  der  Qnadratwnrzeln  irgendwie  anf 
Lösung  der  Gleichung  x*  —  o.i/'=^+l  znrllckgefiihrt.  Der  Verfasser 
möchte  doch  das  Umgekehrte  für  das  Wahrscheinlichere  halten.  Ueber- 
zengte  sieb  der  Rechner  durch  die  Probe  von  der  Richtigkeit  seiner 
Rechnung,  so  masste  er  z.B.  bei  )/2  finden,  dass  die  aufeinander  fol- 
genden Näherangswerthe  —  [der  Gl.  I)]  abwechselnd  genügten  zur  Lö- 
sung der  Gleichung  m'— 2p*=+  1,  wahrend  sie  sich  bei  ^3  als  Wur- 
zeln   der    Gleichung    ni' —  3p*  =:-{■  1     zeigten.      Werden    nur    die    ersten 

Näh erungs werth e    beachtet,    also    J^c  ^  J^6* -^- n  co — --—  =  —    nnd    ^c 
^yb^ — a  (Xj — — — =  —  I    so  ergab  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  — i    — 

rationale  Wurzeln    der  Gleichung  x' — cy*=-^■l    waren,    für  a  =  l  also 
ganz  zahl  ige. 

Nachschrift,  Der  Verfasser  der  rorateheudea  Mitlheiluug,  die 
schon  im  Februar  d,  J.  der  Redaotion  eingesendet  war,  geht  von  der 
Ansicht  aus,  dass  die  alten  Mathematiker  Nftherungswerthe  irrationaler 
Quadratwurzeln  anfangs  durch  Abmessung  der  Seilen  rechtwinkliger 
Dreiecke  ku  erhalten  suchten.  Wurde  der  einmal  eingeschlagene  Weg 
der  Berechnung  weiter  verfolgt  und  nach  nnd  nach  verbessert,  so  erhielt 
man  eine  Methode,  nach  welcher  sich,  wie  die  Mittbeilung  wohl  ergiebt, 
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die  überlieferten  Wurzel werthe  des  Archimedes  wie  Heron  herleiten 
lassen.  Man  hat  dabei  nicht  nöthig,  die  Annahme  zn  machen,  es  habe 
schon  Archimedes  die  Lehre  der  Kettenbräche  and  die  Berechnung 
ihrer  Nähernngswerthe  gekannt,  oder  derselbe  habe  den  von  Theon 
Smyrnaens  erwähnten  Satz  über  Seiten-  and  Darchmesserzahlen  ge- 
kannt, ans  dem  sich  allerdings,  wie  Herr  Heilermann  im  26.  and  Herr 
Dr.  Weiss enborn  im  28.  Bande  dieser  Zeitschrift  gezeigt  haben,  die 
Warzelwerthe  des  Archimedes  rasch  and  leicht  ergeben. 

Hat  Gerbert,  dessen  ja  Herr  Heilermann  wie  Herr  Weissen- 

born  a.  a.  O.  erwähnen,  bei  der  Berechnung  von  YZ  sich  der  in  Tor- 
stehender  Mittheilung  angegebenen  Methode  bedient,  aber  nur  die  Werthe 

berechnet,  die  grösser  als  ^3  sind,  so  fand  er  j-,  ^,  |^;  jeder  folgende 
Werth  ist  genauer  als  der  vorhergehende;  zog  er  vom  letzten  -5^  ab,  so 
erhielt  er  f^  =  -l^  und  konnte  nun  allerdings  schreiben,  er  habe  früher, 

wo  er  nur  die  beiden  ersten  Nähernngswerthe  berechnet ,  ^3  =  ^  an- 
genommen, nun  aber,  nachdem  er  die  Rechnung  genauer  wiederholt, 
nämlich  auch  den  dritten  Näherungswerth  berechnet,  ^  gefunden ,  und 

irrte  er  nur  darin,  dass  er  meinte,  der  genauere  Werth  |-^  bleibe  auch 
noch  der  genauere,  wenn  er  ^  (allerdings  kleiner  als  die  Hälfte  von 
Yz)  davon  abzog. 

KrotOBchin,  im  Juli  1883. 
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.  Du  Bota-RBvuüHD,  Die  allgemeine  Fnnctionentbeoiie.  Erater  Th«il. 
Metaphysik  and  TbeoriH  der  mathematiecbeD  Grundbegriffe-.  Grfiese, 
Grenze,  ArgnmeDt  und  Function.  Tübingen  1SS2.  X  u.  292  S. 
Die  feineren  UnterBUchungen  ans  der  Tbeorie  der  Fnnctionen  einer 
reellen  Variabelu,  welche  in  der  neuesten  Zeit  aaegefUhrt  wurden,  inAch- 
ten  es  uotbwendig,  die  Grundlagen  der  gesäumten  Aualysis  kritisch  sn 
revidiren  und  eventuell  slrenger  zu  legen.  Die  irrationale  Zahl  trat 
dabei  in  den  Vordergrund  des  lutereBses.  Diejenigen  Mathematiker 
(Dedekind,  WeierslraeB,  lleiuc,  G.  Canlor,  M^ray),  die  sieb  mit 
der  begrifflichen  Festsetzung  der  Irrationalzahlen  beschäftigten,  zogen  es 
vor,  diese  Zahlen  zu  definirea  als  Grnppen  oder  Reiheu  von  unendlich 
vielen  rationalen  Zahlen,  die  g  es  etzmäs  Biger  weise  von  einem  (oder  mebre- 
ren)  Stellenzeigern  abhängen  nnd  einer  gewieseu  Bedingung  genügen. 
Dauit  war  man  im  Stande,  eine  rollstSDdig  ein  würfe  freie,  in  eich  cou- 
seqnente  Analysis  aufzubauen,  die  nirgends  sich  auf  geometriscbe  Be- 
trachtungen zu  stützen  braucht. 

Will  man  diese  Analysis  aber  auf  Gegenstände  der  äusseren  Erfahrnng 
anwenden,  so  kann  man  zwar  zeigen,  dase  zwei  Strecken,  deren  eine 
reh  die  andere  misst,  eine  Zahl  bestimmen;  dagegen  stösst  der 
Beweis  des  umgekehrten  Satzes:  dass  eine  irrationale  Zahl  zu- 
;n  mit  einer  Einheitsstrecke  eine  zweite  Strecke  be- 
e,  auf  Schwierigkeiten,  die  mit  dem  Wesen  der  Stetigkeit  der 
geraden  Linie  Zusammenbau  gen.  Die  roeisteu  Mathematiker  waren  und 
sind  wohl  geneigt,  diesen  Satz  als  ein  Axiom  oder  geradezn  als  die 
Definition  der  Stetigkeit   der  Geraden  anzusehen.     Einen  andern  Stand- 

Ipunkt  finden  wir  in  dem  vorliegenden  Werke  vertreten,  dessen  Verfasser 
nnleraneht,  ob  der  fragliche  Satz  nicht  eine  nothwendige  Folge  unserer 
Anschauungen  und  Begriffe  von  den  geometrischen  Gebilden  sei,  oder 
mit  anderen  Worten,  ob  er  nicht  durch  psychologische  Betrachtungen 
bewiesen  werden  könne. 
Die  Erörterung  dieser  Frage  geschieht,  indem  ein  „Idealist"  und 
ein  „Empirist"  ihre  Ansichten  wechselsweiso  vortragen  und  gegenseitig 
kritisiren.  Der  Erstere  operirt  mit  einer  genauen  Geraden  und  mit  voll- 
kommen exacten  Maa^een,  and  der  Angelpunkt  seiner  Erfirternngen  ist 
die   Unterscheidung    zwischen    Unbegrenzt   nnd    Uneodlich.      Diese  Uuft 
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daritaf  hinaus,  dsBs  Etwas,  was  nns  Ueoscben  sIh  nnbegreiiEt  grrtm»  or- 
Bcheint,  objectiv,  „an  sich",  tinendlioh  gross  ist,  d.  h.  einer  Messung  gai 
nicht  unterworfen  werden  kann.  Darana  ergiebt  eich  daan,  dasa  die 
Anzahl  der  Pankte,  die  man  auf  einer  Strecke  annehmen  kann,  aneBd- 
lich  ist,  so  dnes  die  Distanz  von  je  zwei  benachbarten  unendlich  klein 
ist,  dasB  ferner  zwei  Längen  gleich  sind,  wenn  ihr  Unterschied  aaeniJ- 
lieh  klein  ist. 

Anf  diese  Ueberlegnng  sich  stützend,  kann  der  Idealist  nnn  auch 
einen  Beweis  des  oben  aDgeführten  umstrittenen  Sattes  geben.  Der  Em- 
pirist freilich  erkennt  die  Bestimmung  der  Begriffe  Unbegrenzt  oad  Do' 
endlich  nicht  an  nnd  bestreitet  dem  Idealisten  das  Becht,  mit  den  nar 
in  Gedanken  extstirenden  genauen  Geraden  nnd  genauen  Messangen  m 
operiren.  Er  betrachtet  eine  Gerade  als  einen  sehr  dünnen  Cylinder, 
einen  Pankt  als  einen  nach  jeder  Richtung  sehr  kleinen  Körper,  wobei 
noch  die  Dimensionen  dieser  Gebilde  nach  BedürfniRs  verkleinert  werden 
können.  Weiter  zeigt  dann  der  Empirist,  wie  sich  nach  seiner  ÄnBcbaa- 
nng  der  Beweis  führen  lasse,  dasH  jeder  Zahl  ein  Ponkt  entspricht  nad 
wie  man  die  ganze  Änalysia,  insbesondere  auch  die  Rechnung  mit  Diff«- 
rentialien  der  empirietischen  Theorie  enlaprechend  entwickeln  könne. 

Eine  MSglichkeit,  zwischen  beiden  Theorien  zn  entscheiden,  zeigt 
lieh  nicht  nnd  folglich  mnss  für  die  Damtellnng  eine  Methode  gewihll 
werden,  die  den  Idealisten  wie  den  Empiristen  befriedigt.  Diese  ergiebt 
sich,  wenn  man  empiristische  Sprache  mit  idealistischen  Beweisen  ver- 
bindet. 

Dies  sind  in  KUrze  die  Grundgedanken  der  beiden  ersten  Capitd 
des  vorliegenden  Werkes.  Referent  ist  der  Ansicht  (für  die  er  aber 
natürlich  keine  Beweise  beibringen  kann),  dass  es  gestattet  ist,  mit  den 
Idealisten  Operationen  auf  der  idealen,  absoint  genaaen  Geraden  vona- 
nehmen  nnd  von  absoint  scharfen  Maassen  zu  sprechen;  dagegen  scheint 
ihm  die  von  Jenem  getroffene  and  vom  Empiristen  bekämpfte  Unterschei- 
dung von  Unbegrenzt  nnd  Unendlich  nicht  atichbaltig.  Darin  aber  Btimmt 
Ref.  mit  dem  Verf.  ganz  tlbereio ,  dass  es  nnmöglich  ist,  den  öfter  er- 
wähnten Satz  vom  psychologischen  Standpunkte  aus  in  erweisen,  weil 
bei  solchen  Versnchen  stete  die  Stellung  des  Einzelnen  den  Fragen  der 
Erkennlnisstbeorie  gegenüber  in  Betracht  kommt,  die  immer  von  den  xn 
Gmnde  gelegten  Hypothesen  abhängen  wird  —  und  ohne  solche  wird 
wohl  schwerlich  jemals  eine  Theorie  der  Erkenntnias  entworfen  werden 
können. 

Für  den  Mathematiker  dürfte  es  hiernach  am  bequemsten  sein, 
die  Analysis  rein  arithmetisch  zn  gestalten  nnd ,  bei  den  Anwendungen 
auf  die  Geometrie,  als  Hypothese,  die  von  der  Erfahrung  best&tigt 
anzanebmen ,  dass  jeder  Zahl  auch  ein  Punkt  entspricht. 
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IVoD  den  drei  weheren  C&pitetn  des  BncheB  ist  das  dritte  dem  Ar- 
goment,  das  vierte  der  Fnnction  und  das  fttnfte  dem  Endverlaitf 
3sr  Functionen  gewidmet. 

Im  dritten  Capitel  werden  besonders  die  Zahlen  mengen  unterancht, 
die  sich  &ns  der  Gesammtbeit  aller  Zahlen  beraneheben  lassen,  wobei 
hanptfiächlich  die  Eintbeilung  in  pantacliische  (nach  G.  Cantor  überall 
dichte)  und  apantacbisuhe  Mengen,  sowie  der  Begriff  der  Ahiählbarkeit 
hervurtreten.  Im  Üapitel  über  die  Fitaction  wird  zuDächst  der  Unter- 
schied zwischen  diiecten  und  indirecten  Fnnctionswprtben  erörtert  und 
dann  daran  die  Lehre  von  der  Stetigkeit  geknüpft.  Diese  führt  zu  den 
Begriffen  der  oberen  nnd  unteren  Grenze  und  dem  Beweise  der  ExistenB 
von  Maximum  und  Minimum  für  eine  stetige  Function,  Im  fünften  Ca- 
pitel werden  für  eine  Function  f{x)  die  Unbestimmtbeitsgrenzeu  0  und  U 
und  die  UnbestimmCheitsenveiappen  0(_x)  und  V(,x]  construirt.  Diese 
letzteren  sind  zwei  Fnnctionen,  die  nar  abnehmen  oder  nnr  zunehmen 
nod  die  unzählig  oft  f{x)  gleich  werden.  Die  Grenzen  0  nnd  0  dagegen 
sind  die  Grenzen,  bei  welchen  sich  0(*)  und  ü{x)  bei  wachsendem  x 
sHbem,  Die  Vergleichung  von  zwei  Functionen  endlich  liefert  die  Grund- 
aüge  des  InfinitäTcalcals. 

Die  äuBsore  Ansstattung  des  Buches  nach  Papier,  Typen  nnd  cor* 
rectem  Drucke  macht  der  Verlagsbandlnng  (Lanpp  in  Tübingen)  alle 
Ehre. 

Für  die  folgenden  Theile  sind  die  Lehre  von  den  Reihen,  von  der 

Differentiirbarkeit  nnd  Integrirbarheit  der  Functionen,    vom   bestimmten 

L  Integral  u.  s.  w.  in  Aussicht  genommen.    Hoffentlich  gelingt  es  dem  Verf., 

I diese  Dinge   rascher   zn   bewältigen,    al»   es   mit   dem   ersten   Theile    der 

''all  war,  dessen  Bearbeitung  über  vier  Jahre  in   Anspruch  nahm. 

J.   LÜBQTB, 


BflnbititDtioiieiitlieorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra.     Von  Dr. 

EcuBN  Nbtto,  a,  o.  Professor  au  der  Kaiser  Wilhelms- UniversitSt 

zn  Strassburg  I.E.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1882. 

)ie    französische   Literatur  besitzt   seit   geraumer   Zeit   in    Serret's 

B,,Conrs  d'algj;bre  supi'rieur"  und  insbesondere  in  Jordan'a  „Trait^  des 

mbstitutions   et  des   t^quations   alg^briqucs"   umfassende  Werke,    welche 

läie  Verbindung   der  Substitntionentheorie   mit  der  Gleich ungstbeorie  be- 

landeln,  wie  sie  durch  die  Untersuchungen  von  Lagrange  und  Canohy, 

■Ton  Qaass  und  Abel  begründet,    von  Galois  in  ihrem  wesentlichsten 

BFnnkte  fixirt  worden  ist.     In  Deutschland  hat  ein  derartiges  Werk  bisher 

Vgafehlt  und  es  ist  mit  Freude  zu  begrüssen,    wenn  in  dem  vorliegenden 

r>Wetke  sine   erste  Einführung   gegeben    ist  in  jene  gruppentheoretiachea 

Dutersochungen ,  die  lioh  gerade  in  der  neueren  Entwickelnng  derQUich- 


ungstheorie   all    eines    ibier   wichtigstes    und    we«eDtlicbet«a  lutram 
eiwieBen  b&ben. 

Als  eJD  VorlSufer  dieses  W«rkeB  darf  ein  Aafsatx  über  die  Theorie 
der  SubstitntioDen  und  ihre  Annendangen  betrachtet  werden,  den  def 
gleiche  Anlor  im  62.  Bande  von  (irnnert's  Archiv  für  Mstbematik  nitd 
Physik  verötTentlicht  bat  nad  tn  welchem  eine  kurze  ZusammeDStellnng 
der  banptsächticbsten  grnppeniheoretiecheo  SStxe,  soweit  sie  sich  auf  ikR 
nnmtttalbare  Anwendung  in  der  Algebra  beziehen,  enibatten  ist. 

Die  Aaedebnung  *des  Gebietes  der  Gruppentbeorie  und  Gleichung»- 
theone,  seine  Verbindung  mit  zahlentheoreliscben  nnd  fanctioDenÜieoi«- 
tischen  Fragen,  wie  sie  in  den  neueren  und  neuesten  Untersaebangm 
immer  Schürfer  zai  Geltung  kommt,  fordert  für  ein  in  den  Ge^nstand 
einführendes  Lehrbuch  eine  Auswahl  des  Stoffes,  deren  BegrenstiDg  üdi 
nach  dem  individuellen  Emp6nden  des  Antors  richtet.  Uer  Verfasser  de* 
vorliegenden  Werkes  führt  ans  die  Theorie  der  Snbstitotionen  in  der 
gpeciellen  Form  vor,  wie  sie  unmittelbar  dem  fiedürfnisa  einer  oacli- 
herigen  rein  algebraischen  Anwendung  entspricht.  Aus  gewissen  Fragen 
der  Gleicbungstbeorie  heraus  bat  sich  auch  historisch  genomtnen  die 
Gmppentheorie  als  ein  selbBtständiges  Gebiet  entwickelt  und  es  fuhrt 
uns  obue  Frage  dieser  historJaclie  Weg  leicht  und  natürlicb  zur  Erkennl- 
niss  von  Ziel  und  Zweck  gmppentheoretischer  Fragen,  die,  einer  solchen 
speciellen  Formulirung  entkleidet,  bei  einem  ersten  Eindringen  in  den 
Gegenstand  vielleicht  zu  farbloH  erscheineu  konnten. 

Das  Buch  zerfällt  in  zwei  Abschnitte,  deren  erster  unter  steter  Be- 
zugnahme anf  die  Theorie  der  ganzen  Functionen  von  n  Grössen  die 
Grondziige  der  Suhstitutionentbeorie  entwickelt,  während  der  zweite  der 
Anwendung  der  SubstitntionentLeorie  anf  die  algebraischen  Gleichnii| 
gewidmet  ist. 

Wir  folgen  der  Darstellung  ins  Einzelne  und  wenden  nua  i 
dem  1.  Abschnitte:    „Theorie   der  Substitutionen   und    der  ganaen  Fn 
tionen"  zu. 

Die  Capitel  1  nnd  2  znnfichst  sind  der  Entwickelung  des  Begriffe* 
einer  Snbetitntion,  in  der  Form  der  Operation  der  Vertanachnng  g«- 
wissei  Etemente,  nnd  der  Defiaitiun  einer  Gruppe  solcher  Operationen 
gewidmet.  Ausgangspunkt  bilden  dabei  die  pymmetrischen  und  alter- 
nirenden  Functionen  vod  n  Elementen.  Von  hier  ab  gelangt  man  aar 
Einführang  beliebiger  rationaler  Funetionen  von  n  Elementen  und  einer 
zugehörigen  Gruppe  von  Vertaaschungen  derselben,  welche  diese  Func- 
tion angeändert  lassen. 

Die  Capitel  3,  5  nnd  6  beschäftigen  sich  endann  mit  den  Beziehungen 
der  Functionen  von  n  Elementen  and  ihren  zugehörigen  Gruppen.  In 
Capitel  3  sind  zunüchst  die  verschiedenen  Wertbe  einer  rationalen  Fni 
tion  von  n  Elementen,   welobe  dieaelbe  bei  allen  Vertauacbuiigeti  < 
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Slomente  annimmt,  in  ihrem  gegenseitigen  Zusammenhange  ante rsncht. 
Vom  Standpunkte  der  Grnppentheorie  fliesaen  hieraus  die  Sätze  öher 
ähnliche  Siibstilntionen  und  ähnliche  Gruppen.  Aus  ihnen  folgt  der 
Beweis  des  Cauuhy- Syluw'schen  Satzes,  nach  welchem  ans  der  Theil- 
barkeit  der  Orcinnng  einer  Gruppe  C  durch  die  Potenz  jü"  einer  Primzah) 
p  das  Vorhandensein  einer  Untergruppe  der  Ordnung  /i"  folgt.  In  Ca- 
pitel  2  war  schon  vorbor  eine  Gruppe  der  Ürdnung  //  aus  "  Elementen 
durch  Buccessiven  Aufbau  hergestellt,  van  der  eich  jetat  ergiebt,  dasa  in 
ihren  Untergruppen  alle  überhaupt  möglichen  Typen  p  von  Gruppen  der 
Ordnung  p"  enthalten  sind.  Von  algebraischer  Seite  entsteht  hier  die 
Frage  nach  den  verschiedenen  Werthen  einer  rationalen  Function,  wobei 
insbesondere  die  Oiscriminante  solcher  Functionen  einer  speciellen  Unter- 
suchung unterworfen  wird  und  der  grösate  gemeinsame  Theiler  aller  Dis- 
criminanten  der  zu  einer  „Gattung"  gehörigen  Functionen  bestimmt  wird. 
Hier  Hchiebt  sich  Capitel  4  ein  mit  der  Entwickelung  der  für  die 
Gleicbungstheorie  fundamentalen  Begriffe  der  Primitivität,  Traneitivität 
und  Zusammensetzung  einer  Gruppe.  Die  Definition  der  beiden  ersten 
Eigenschaften  schliesst  sich  an  Cauchy  (Esetc.  d'Analyse  HI)  unmittel- 
bar an.  Für  die  Zusaroraensetxung  der  Gruppe,  deren  Deünition  auf 
Galois  zurlickführt,  sind  die  ausführlichen  Entwickelungen  des  Jor- 
dan'schen  Werkes  (Ueber  die  Anzahl  and  Anordnung  der  Factoren  der 
Cumposition  u.  a.  w.),  sowie  eigene  Untersuchungen  des  Verfassers  heran- 
gezogen. Den  Schluss  des  Capitels  bilden  die  Untersuchungen  über  die 
Möglichkeit  der  isomorphen  Beziehung  zweier  Gruppen  aufeinander,  wie 
.uf  Jordan  und  üapelli  zurückführen. 

Nun  werden  weiter  in  Capitel  5  die  Canchy'echen  Sätze  über  die 
gegenseitige  Stellung  der  zu  eiuer  Gruppe  gehCrigen  Functionen  abgeleitet. 
Sie  liefern  sofort  die  Eintheilung  der  Funcliooen  in  Gattungen  und  Unter- 
gattungen (in  der  von  Kronecker  eingeführten  Terminologie),  deren 
algebraische  Beeiehungeu  aus  den  im  Capitel  4  gegebenen  Eigenschaften 
der  jedesmal  zugehörigen  Gruppen  sich  ergeben. 

Das  Capitel  6  behandelt,    unter  Ueranziehung  der  in  Capitel  4  ab- 
geleiteten   Sätze  über  Transltivität ,    Primitivität   und    CompositioD    einer 
ippe,  die  Frage  nach  der  Anxahl  der  Werthe  ganzer  Functionen  von 
Elementen. 

Capitel  7  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung  einzelner  specieller 
ippen.  —  Es  sind  dies  zunächst  die  transitiven  Gruppen,  für  welche 
irad  und  Ordnung  gleich  ist,  von  welchen  insbesondere  diejenigen  der 
Inung  p.v  {p.  9  Primzahlen)  vollstäadig  aufgezählt  werden.  Sodaun 
ia  sogenannten  metacy kuschen  und  halbmolacyklischen  Gruppen,  welche 
einer  ersten  analytischen  Formulirnng  der  Subslitutionen  einer  Gruppe 
rt  durch  Angabo  der  IndexSnderung  der  p  Elemente  7,  . ..  x,  ...  Xp 
der  bekknntea  Form  |:  az  +  ß\modp.    An  diese  Fonoulirnng  k> 


Cipitel  15  endlich  behandelt  die  darch  WnrKeleeichen  «DflÖslMumi 
Gleichangen ,  kenneeichnet  die  Eigenecliaftpii  ihrer  Gruppen  aud  xeigi, 
dass  die  Lösung  Jeder  solchea  Gleichnag  auf  die  Änl'loeaDg  von  Gleich* 
nngea  der  Grade  />*  führt  {p  Primzahl),  welche  onp  nSher.  epeciell  für 
k^i  Qpd  2  (aa  Arbeiten  voa  C.  JnrdaD  anknüpfend)  anlersticht  werden 

Wir  haben  geglaubt,  im  Voratehenden  auf  deu  Inhalt  des  Werkes 
mit  eiulger  Ausführlichkeit  eingehen  zu  rnüaseu,  weil  gerade  die  Anord- 
Duug  und  AuBwahl  de»  Sloffea  dein  Buche  ein  charakteristiacbes  Gepräge 
verleiht.  Es  bietet  eine  systematisch  sieh  entwickelnde  Einrührang  in 
die  Beziehungen  der  Grnppentheione  zur  Gleicbungstbeorie  tm  engeren 
Sinne.  Fanctionentheoretische  und  geometrische  Probleme,  wie  sie  sich 
an  grnppentheoreiische  Fragen  anschliessen,  muBsten  bei  der  vorliegen- 
den Begrenzung  des  Stoffes  ausser  Betracht  bleiben.  Dagegen  wer  der 
Verfaeser  bestrebt,  eine  Reihe  lein  algebraischer  Untersuch  an  gen  ein- 
gehend aa  verfolgen,  Dass  er  hierbei  insbesondere  die  Kronecker- 
scben  Untersnchuugen  herauzusiehen  gewusst  hat  nud  in  mancher  Dar- 
stellung dem  Ideengange  Kronecker's,  wie  er  in  einem  persönlichen 
Verkehr  mit  ihm  und  in  dessen  Vorleeungen  zur  Geltung  kommt,  ger< 
ist,  dafür  wird  man  ihm  besonderu  Dank  wissen. 

Leipiig.  WaLTHKB  DtciuJ 
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Der  Basisapparat  des  Oeneral  Ibanei  und  die  Aarberger  BaeiBmesiang. 

Von  Dr.  C.  Koppe.     Zürich,   Druck   von    ürell,   Füssli    &   Comp, 

1881.  4°.  II  8. 
Nach  einer  Einleitung  wird  das  Mess-GerKfh  und  Verfahren  anscban- 
lich  geschildert,  unterstützt  vod  deutlichen  Ahbildungeu.  Eb  kommt 
eine  einsige  Messstange  von  4  in  Lunge  zur  Verwendung.  Sie  ist  atark 
aus  Eisen  gefertigt  nnd  hat  alle  halben  Meter  einen  feinen  Strich  «of 
eingelegtem  Platin.  Diese  Stange  wird  genügend  oft  neben  die  Baais, 
dieser  parallel  gelegt.  Ihre  Richtung  wird  mit  Hilfe  zweier  TheodoUlhe 
nnd  ihre  Verscbiebnngen  parallel  zur  Basis  mit  Hilfe  zweier  Mikroskope 
(iherwacht,  welche  unverrückbar  mit  den  Theodolithen  verbunden  aiad. 
Diese  Thedolitbe  sind  so  eingerichtet,  dass  mit  ihrem  Fernrohr  auch 
senkrecht  abwärts  gezielt  werden  und  die  Absehricbtung  dann  genau  mit 
der  Vertikataxp  des  Instrumentes  zusammenfallend  gemacht  werden  kann. 
Sei  der  eine  Theodolith  so  aufgestellt,  dass  das  senkrecht  abwärts  ge- 
richtete Absehen  genau  anf  Basisanfang  trifft;  dann  erhebt  man  das  Fern- 
rohr snr  nngefähr  wagerechten  Lage  und  dreht  uro  die  unverrückbar 
aber  Basisanfang  verbleibende  Vcrlibalaxe,  bis  das  Absehen  in  die  Basis- 
richtnng  (entferntes  Zeichen}  kommt.  4  m  weiter  nach  vorn  wird 
gmns   ähnlicher  Tbeodoüth    aufgestellt   nnd    mikrometrisch    so   geicbol 
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sich  &la  ein  Bpedeller  Fall  dieser  Oleichnngeu.  Es  echliesat  Bich 
,die  DiscuBsion  der  (redoctiblea  aud  irreductiblen)  AbeTschen  Gleicb- 
,tliigen  im  Sinne  tod  Abel,  Kronecker  Dod  Galois  au. 

Capitel  12  briogt  die  Unteranchang  der  eogenannten  Galois'scbea 
-Gleicbnogen ,  d.  h.  derjenigen  irredactiblen  Gleicbungen ,  bei  denen  alle 
Wnrzeln  rationale  Fnoutionen  von  zweien  unter  ihnen  sind,  und  als  ein- 
ilicbsteB  Beispiel  biersu  die  binomische  Gleichung  xP  —  A^^d.  Hieran 
,achlieBst  sich  die  Behandlung  gewiseer  „Tripelgleicbuugen"  —  in  der 
Ton  Nötbei  eingeführten  Terminolngie.  Es  handelt  sich  dabei  Eunäcbet 
nm  die  Antstellnng  von  TripelHystemen  hei  Gleichungen  der  Grade 
n  =  6m-\-l  und  "  =  6m  +  3.  Die  Gruppe  einer  derartigen  Gleichnng 
wird  durch  lineare  äubxtituiionen  Kwischen  den  ludices  p,  t/,  r  dreier 
iBsamraen geordneter  Wurzeln  charaklerJHirt  und  aus  ihr  gewisse  Kesot- 
bgeleilet.  Zum  Schlu.nse  wird  der  Fall  eines  'l'ripeUysiems  Ton 
pmenlen  behandelt,  «elcher  eine  voUsIändige  algebraische  Auf- 
lösung ermüglicht  und  welcher  in  unmittelbarer  Beiiehnng  zu  der  luerst 
Ton  Hesse  bebandeltea  Wendepanklggleicbiing  der  Cnrven  dritter  Ord- 
DUng   steht. 

Die  nun  TolgendeD  Capitel  13  -  15  kehren  wieder  zu  den  allgemei- 
^eu  Fragen  Über  die  Aul'löBung  algebraischei  Gleichungen  zurück. 

Id  Capitel  13  iüt  zunHcbst  die  Stellung  rein  gruppenihenretischer 
Prägen  zu  algebraischen  Problemen  gekennseichoet  und  dndurcb  die 
Grenze  der  Betechiigung  gruppeutbeoretischer  Schlüsse  im  Gebiete  der 
■Igebraischen  Untersuchungen  marktrt,  ein  Punkt,  der  in  anderen  Lebr- 
bttcberu  nicht  hervorgehoben  ist.  Nach  dieser  Fixirung  gliederl  sich  der 
.Abel'scbe  Beweis  der  Unauflösbarkeit  allgemeiner  algebraihcher  Gleich- 
ungen höherer  Grade  —  dessen  Darstellung  nun  wesentlich  in  der  von 
£ronecker  gegebeneu  präcisen  Form  folgt  —  in  einen  ersten  Theil, 
der  die  Berechtigung  gruppentbeoretischer  Schlüsse  durch  Einfllhrung 
siner  canontscben  Form  für  die  Lösung  einer  ,, durch  Wurzelzeichen  auf- 
Ifisbaren"  Gleichung  ergiebt;  und  in  einen  zweiten,  gruppeutheoretiscben 
Theil,  der  die  Herstellung  einer  gewissen  Function  der  Wurzeln  und 
damit  die  algehrsiscbe  Anflösnng  der  allgemeinen  Gleichungen  n'*"  Gra- 
des {n>4)  »Ib  unmöglich  erweist.  Die  specielle  Form  der  Wurzeln 
einer  auflösbaren  Gleichung  lasst  insbesondere  irrednctible  auflösbare 
Gleichungen  vom  Primzablgrade  als  Galois'scbe  Gleichungen  charakte- 
res. 

Das  Capitel  14  ist  noch  einmal  der  Gruppe  einer  Gleichung  gewid- 

;,   nnd    hier  ist   es    znnfichst   die   Herleitnng   der   Beziehungen  zweier 

Qleichnngen   derselben  Gruppe  und  dann  die  Gliederung  der  Auflösung 

ider   Gleichungen    von    zusammengesetzter  Grnppe,   welche    im  Anschluss 

I  die  früheren,  parallel  lanfenden  gruppeutheoretiscben  Untersuch  nagen 

(brmolirt  wird. 

SiL-Uk  Abtb  A  ZelUehr  (.  M«th.  o.  Phjn  XXVIU,  i.  1* 


der  besprochenen  Besehreibuog  (ebenso  in  einer  andern,  von  Westpliat 
in  Zeitscbrift  für  InstramentenkaDde  I  [ISSI],  S-  173)  vermi«se  ich  die 
Angabe,  wie  die  Scblilten  genau  in  diese  Richtungen  geetellt  werden; 
der  Le§er  mnss  sich  das  ergänzen. 

Eh  wird  keine  Zeit  damit  verloren  (nnil  Abkürzung  der  Uesxnngi- 
daner  ist  von  wesentlichem  Vortheil),  die  Meselatte  genan  wagerecht  la 
legen;  ihre  znfitllige  Neigung/  gegen  den  Horizont  wird  mittelst  Libelle 
mit  einer  Genauigkeit  von  10"  gemessen.  Zur  Rednction  der  schiefeD 
auf  wagerechte  Lange  wird  ^  Sin*/  mal  Stablänge  abgezogen.  Das  itt 
die  übliche,  wenn  gleich  nicht  ganz  genaue  Art  der  Verbesserung.     CoiJ 

ist  gleich  1  — SSn's-'  nicht  1  —  ^Sin*J.    Die  bei  der  Aarberger  Messung 

vorgekommene  grösste  Neigung  ./  betrug  nur  1,5".  Da  ist  es  wobl  statt- 
haft,  die  Näbernngsformel  zu  gebranchen  (Fischer,  Lchrbucb  der  höhe- 
ren Geodäsie,  iHast  fS.  89]  die  Vertanschung  der  zwei  Ansdröcke  xn, 
so  lange  die  Neigung  /  nicht  weit  über  2"  gebt).  Nach  dem  Princip  de* 
Basisapparats  von  Ibaüez  kann  die  Neignng  aber  auch  grösser  werden 
nnd  deshalb  empfiehlt  es  sieb,  die  Verbesserung  genau  zu  machen,  na 

so  mehr,   da  die  Berechnung  der  Tafel  für  2  Sin^  -^  nicht  mühsajoer  ist, 

als  jene  für  ^  Sin^J.  Eine  andere  kleine  üngenauigkeit  liegt  darin,  dut 
für  die  Correctur  wegen  schiefer  Lage  die  Messetangenlänge  immer  bei 
Normaltemperatur,  nicht  bei  der  zufällig  während  der  Messung  slattgehsb- 
ten  genommen  wird.  Das  ist  ganz  entschieden  für  die  Rechnung  be- 
quemer, und  da  der  Fehler  äusserst  klein,  so  ist  diese  Dngenanigkdl 
nicht  eu  tadeln. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Basismeseungen  ist  die  Frage, 
wie  die  Temperatar  der  Messstaogen  gemessen  worden  soll,  von  herv«r- 
ragender  Wichtigkeit.  Ihanez  fand  es  vortheilhafter,  die  Uetall- 
tbermometer,  deren  einer  Beslandtbeil  von  der  Messstange  selbst  g«i- 
bildet  wird,  aufzugeben  und  Quecksilberthennometer  {4),  möglichst  gui 
in  die  Stange  gebettet,  anzuwenden.  Es  ist  schwer  zu  sagen,  ob  dai 
ein  Fortschritt  oder  ein  Rückschritt  ist.  Die  neuesten  Erfahrungen  ge- 
legentlich der  Messung  der  Göttioger  Basis  mit  BeBsel'scheu  Messslangen 
und  Metall  tbermometer  (Schreiher  in  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  XI 
[1882],  1)  lassen  die  Metalltbermnmeter  als  ungenfigend  erkennen;  ÄlteT« 
Messungen  nnd  Vergleicbnngen  waren  zu  Ungunsten  der  Qnecksilber- 
thermometer  und  ancb  die  Aarberger  Messung  gicbt  hinsichtlich  ihrer  mn 
Bedenken  Anlass,  wenn  auch  diesen  in  der  vorliegenden  Schrift  ent- 
gegengetreten wird.  Man  wird  bei  der  Unsicherheit,  welche  beide  Arten 
von  Thermonietero  belassen,  sieb  wohl  entschliessen  müssen,  die  Me«B- 
stange  während  ihres  Gebrauchs  bei  der  Basismessung,  gerade  so,  wie 
man    bei   ihrer  Vergleichnng  mit  dem  Mnttermaass  thnt,   in  eineiD  B«de 
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ImxiB  WasBer,  Petroleum  oder  dergleichen  zu  verwenden  (vergl.  Haapt  in 
Zeitachrift  f.  Inetrumcntenkande  II  [1882],  241).  Zu  bemerken  ist  noch, 
dm£8  die  Stange  des  Ibafiez- Apparats  oiuht,  wie  die  BeBsel'Bche,  in 
einem  gegen  schnelleren  Tempera  tnrwechael  BcbUlzendeo  Uolikasten  liegt, 
flondern  frei  verwendet  wird.  Dafür  wird  im  Schatten  von  Zelten  ge- 
messen, wßB  freilich  bedealende  Schwankungen  in  der  Temperatur  nicht 
bindert  {mindeBtens  von  15,5"  auf  SS"  nach  der  Mittheilung). 

Die  Schrift  schildert  noch  einen  Anlegemassxtab,  welcher  den  in  der 
Basislänge  oder  der  Läoge  der  Sektionen  verbleibendeD  Rest,  Bruchtheil 
eines  halben  Meters,  zu  mesBen  geblattet,  und  eine  Vorrichtung,  den 
Rubepupkt  oder  den  Endpunkt  einer  Section  festzulegen,  nämlich  auf 
dem  Boden  einen  Punkt  senkrecht  unter  der  Vertikalnxe  des  Mikroskop- 
Thpodoliths,  dessen  Mikroskopfadon  aaf  das  Ende  der  letztgelegten  Mbsb- 
stange  zeigt,  zu  bezeichoeo.  Von  diesem  Fixpunkte  an  ist  andern  Tage 
die  MeesQDg,  wie  beim  Beginn  vom  Baeisanfang  an,  fortzuführeD. 

Den  Schluss    der  Schrift  bilden  Erorternngen  über  den  wahrschein- 
lichen  Fehler  in  der  darberger  Messung  und  Angaben  über  den  Verlauf 
des  MessgeachäftB.     Der  Leser  wird  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  neben 
den  Verbesserungen  in  den  Einzelbeite.D,  welchen  der  Ibafiez- Apparat 
gegen    den    hundert  Jahre    älteren  von  Hassler   zeigt,    mit  welchem  er 
grundsätzlich  übereinkommt,  auch  die  vortrefTliche  Anordnung  des  ganzen 
MessgeschHfta   anzuerkennen.      Eine    auBgeEeichnete  Gliederung  und  Ar- 
beiletheilung   findet    statt.      Man    kann    nichts    Beweisenderes   zum    Lobe 
beibringen,    als    dass    das   schweizer  Personal,    welches  keine  vorgSngige 
lUebung  besass,  nachdem  es  die  geschulten  Spanier  die  Messung  bin  und 
I  BUriick   hatte    machen    sehen,    nnr  für  einen    kurzen  Theil  der  Basis  die 
klieitung  der  Spanier  benntzte  und  den  Haupttheil  allein  mass,  mit  einem 
Ergebnisse,    das    so    wenig   von    den    spanischen  Messungen    abwich,    als 
liese  untereinander.     Die  schweizer  Messung  änderte  nichts  am  mittlem 
Vebler,   wie   aus    den   zwei  von  den  geübten  Spaniern  gefundenen  Wer- 


ibrbaoh  der  wichtigiten  Eaitenprojeotionen  mit  besonderer  Berücksich- 
tigung der  stereographischen,  Bonno'achen  und  Merca- 
torprojection.  Für  höhere  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbst- 
unterrichte lierauBgegeben  von  Oskah  Möi-LiNaER,  Ingenieur,  früher 
Lehrer  am  mathematischen  Institut  in  Fluntern-Zürich.  Mit  60 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Zürich,  CSsar  Schmidt.  1882. 
8".  VIII  u.  142  S. 
Durch  das  Buch  soll  der  Leeer  mSglichst  lasch  mit  den  Verrahran 
|tekannt  gemacht  werden ,  nach  welchen  zweckmässigst  die  Nelite  f 
und  Himmelskarten  zu  entworfen  sind.     Der  Verfasser  bcs( 


sich,  wie  Bchon  der  Titel  angiebt,  auf  «lie  wichtigsteo  Karten proj«etle« 
nen,  erwKhot  andere  gar  nicht  nder  nur  kurz.  Die  BebandluDg  der  Auf- 
gaben ist  eioit  recht  gute  und  erregt  den  Wunsch,  es  möchten  aach  an- 
dere AbbilduDgsweisen  in  ähnlich  lehrreicher  Art  ihre  Bearbeitnng  finden. 
So  dürften  von  den  perspecti vischen  Projectionen  die  orlhograpfaiiebr 
(Ängenpankt  in  unendlicher  Eotfernnng)  und  die  centrale  (Auge  tm 
Kngelmittelpnnkt)  einer  ErwHbnung  wohl  werth  erachtet  werden. 

Während  in  manchen  derartigen  Lehrbüchern  die  Beschreibnng  and 
Ansführnng  des  Zeichnengeachafts  den  ganz  vorwiegendea  Theil  bildet 
oder  gar  allein  steht,  wird  hier  die  rechnende  Bestimmung  der  Lag* 
der  Netzptinkte  bevorzngt,  wodarch,  mit  grösster  Schärfe,  Uebersichllieb- 
keit  und  Leichtverständlichkeit  erzielt  werden.  Die  ZeichnungsTerrahrea 
sind  darüber  nicht  vernacbtussigt,  die  diesbeztiglichen  Vorschriften  sind, 
genügend  ausführlich,  mitgetheiU  und  begründet,  ja  es  wird  sogar  in  dei 
Einleitung  noch  die  willkommene  Beechreihnng  und  Abbildung  einer 
kleinen,  von  Prof.  Otto  Möllinger  erfondenen  Geräthscbaft  zum  Zeich- 
nen Ton  Kreisbogen,  des  ,,PeripherieBirkels",  gegeben. 

Die  vorausgesetzten  mathematischen  Kenntnisse  und  Fertigkeiten  sind 
jene,  die  an  Mittelschulen  erworben  werden  können;  nnr  im  Abschnitt" 
über  Mercatorprojection  wird  etwas  Integralrechnung  angewendet.  Die 
vorkommenden  mathematischen  Entwickeln ngen  sind  gar  nicht  immer  die 
elegantesten,  wie  es,  wenn  an  der  Voraussetzung  verbal tnissroässig  ge- 
ringer mathematischer  Kenntnisse  festgehalten  weiden  soll,  nicht  wetil 
anders  möglich  sein  dürfte;  dneh  ist  bei  aller  Leichtvereiändlichkeit  nicht 
etwa  überäüasige  and  ISstige  Weitläufigkeit  zu  rügen.  Des  Verfassen 
DaistelluDg  kommt  am  nächsten  überein  mit  jener  in  Bauern  fein d, 
„Elemente  der  Vermessnngsknnde",  und  es  ist  zu  verwundern,  dws 
nntcr  den  im  Vorwort  aufgezäblten  Werken  über  Kartenprojectionen  nicht 
auch  die  gedrängte  und  elegante  Arbeit  Banernfeind's  gefunden  wird. 

Der  erste  Abschnitt  isl  der  Stereo  graphischen  Projectionslehre  ge- 
widmet; er  ist  der  ausfübrlicbste  und  wohl  gelungen.  Nach  VorfSbruns 
der  Grnndlagen  werden  die  allgemeinen  Formeln  abgeleitet,  anf  welcbeti 
die  Einrichtung  steren  graphisch  er  Kartennelze  beruht,  dann  werden  im 
Einzelnen  besprochen  und  bildlich  zur  Anschauung  gebracht  die  Projec- 
tion  anfeinen  Meridian  (Planiglobien,  Sternkarten),  jene  anf  den  Aequa- 
tor  (Polkarten),  dann  eingehender  jene  anf  den  Uorizont  eines  beliebigen 
Ortes  mit  Anweisung,  die  betreffenden  Abmessungen  zu  berechnen,  nnd 
Angabe  der  erforderlichen  Znhienwerthe  für  Herstellung  des  Netzes  einet 
Karte  des  mittleren  Europa.  Im  Einzelnen  wird  noch  besprochen  die 
stereographische  Projcction  eines  gegebenen  Kugelabschnittes  auf  eine 
dem  Orenzkreise  des  Abschnittes  parallele  Ebene,  nnd  die  wünschen»- 
werthen  Zahlenangaben  für  eioe  Karle  von  Europa  (Horizont  tn  < 
Breite)  nnd  fttr  eine  solche  von  Deutschland  milgetheilt.     Tafel  I  (3.11 


1 


191 


»: 


r 

^H  gt«bt  im  MsasssUbe  1  :  40000000  dfts  atnreogrftp bische  KartenneU  Ton 
^K  Europa,  wobei  noch  für  den  Vergleich  daa  Nets  nach  BoQne'scher  Pro- 
^f  jn:tioD  eingezeichnet  ist. 

Der  zweite  AbBcbnitt  bescbäftigt  sich,  kürzer,  mit  den  cyliadrischen 
Projectifinen,  hebt  deren  Bedeutnng  für  die  Zwecke  der  Schifffahrer  be. 
sonders  hervor  und  bringt  zweckmSssig  nod  genügend  die  zeichnende 
LöBong  der  anf  den  Lauf  eines  Schiffes  bezügliclien  Anfgaben.  Immerhin 
würden  einige  weitere  Bemerkungen  Über  Losodrome  recht  erwünscht 
ei  der  Mercatorprojection  findet  die  Erdahplattnng  BerUcksich- 
Ügting. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  Kegel projectionen  besprochen, 
jene  von  Delisle  und  von  Flamsteed  nur  knrz,  hingegen  ansführlich 
die  von  Bonne,  letztere  aoch  mit  Berücksichtignng  der  Erdabplattung. 
Das  Bonnc'sche  Netz  von  Europa  (für  Kugelgestalt)  wird  um  je  10"  in 
MeridianeD  und  Parallelen  fortschreitend  berechnet. 

Der  interessButeete  und  selbetständige  Abschnitt  ist  der  vierte. 
Er  bringt  eine  Vergleicbnng  der  stereographi sehen  und  der  Bonne'schen 
Projectioneu  ond  führt  die  Rechnungen  durch  für  die  Kartenoetze  von 
Europa,  von  Deutschland  und  von  der  Schweiz.  Für  die  europüische 
Karte  wird  inEbesondero  das  Viereck  Lisaabon  —  Constantinopel  — Peters- 
burg, Reikiavik  als  Beispiel  durchgerechnet  und  die  betreffenden  sechs 
Entfernungen  anf  der  Kugel,  in  der  ßomte'ecben  und  in  der  stereo- 
grapbiscfaen  Projection  miteinander  verglichen.  Das  Viereck  ist  so  ge- 
wählt, dnss  zwei  Orte  (Constantinopel  und  Petersburg)  in  der  Nähe  des 
Uauptmeridians,  die  zwei  anderen  an  der  Grenze  der  Karte  liegen.  Nur 
hinsichtlich  der  Entfernung  Reikiavik  —  Lissabon  zeigt  eich  ein  wesent- 
licher Vortheil  der  Bonn  e'scheo  Methode;  die  anderen  Entfernungen 
weichen,  nach  beiden  Methoden  der  Projection  berechnet,  von  den  sphä- 
rischen Distanzen  so  ziemlich  gleichviel  ab.  So  wenig  auffallend  der 
ünter^cbied  ist,  glaubt  der  Verfasser,  für  eine  Karte  von  ganz  Europa 
der  Bonne'schen  Methode  immerbiu  gegen  die  stereographische  den  ent- 
schiedenen Vorzug  einräumen  zu  sollen  (S.  109).  Für  die  Karle  des 
KngflabechnitteB,  der  mit  einem  Ualbm«sseT  von  8"  um  den  Ort  in  50" 
nördl.  Breite  und  30''  östl  Lange  (Ferro)  beschrieben  ist.  werden  die 
Vergleichiingen  für  Paris,  Turin,  Triest,  Berlin  und  zwei  Punkte  ,<  und 
C,  die  in  Bezug  auf  den  Hanptmeridian  symmetrisch  zu  Paris  und  Turin 
■  liegen,  durchgerechnet;  für  die  Schweizerkarte  sind  Genf,  Zürich.  Basel, 
l-Ati-olo  gewählt.  Das  Hanptorgehniss  der  Vergleic hangen  ist,  „dass  für 
LKarlen,  welche  kleinere  Kugelabschnitte,  wie  Deutschland,  Frankreich, 
P4>e  Schweiz  n.  s.  w.  darstellen  sollen,  die  stereographische  Projections- 
lethude  an  der  Stelle  der  Bonoe'schen  Methode  zur  Anwendung  kom- 
Imeo  kann,  indem  die  aus  einer  solchen  Karte  entnommenen  Dist 
Bjnicht  mit  wesentlich  grösseren  Fehlern   behaftet  sind,   als  dj»  I 


Bonne'scbea  Uethode  der  Fall  ist,  an  sieb  ...  nncfa  der  8ter«agraplM> 
echen  Piojectionsmethode  sowohl  Parallelkroise ,  als  Meridiane  wieder  klf 
Kreise  projicireo,  die  anfciDander  aenkrecht  stphen,  wSbrend  bei  der 
Bonne'schen  Methode  nur  die  Parallelk reise  als  Kreise  gezo^n  wfj-d«B. 
die  Meridiane  aber  Corveo  siod"  (schief  die  Parallelen  Bcbneidend), 
„deren  genaue  ConstractioQ  nmständlicb  iat,  so  wird  man  es  nacb  meinem 
Dafürhalten  in  Znknnft  Torsieben,  bei  der  Projection  kleinerer  Knget- 
abecbnitte  die  Stereo  graphische  Projection  in  Anwendung  za  bringen." 
(8.  117.) 

Die  tl b r i  g  e n  Abschnitte ;  5.  Ton  den  Äquivalenten  AbbJldangen, 
6.  yon  den  conformen  oder  orlhomorphen  Abbildungen  nnd  7.  Conatfwc- 
tion  der  Netze  für  Erd-  und  Himmelsgloben,  sind  mehr  als  Anhang  b^ 
handelt.  Hineichtlieh  des  5.  und  6.  Gapitels  wird  der  Wnnscb  naeb 
grSsserer  AnsfUbrlicbkeit  recht  lebhaft*,  doch  sind  sie  ancb  in  ihrer 
Kurse  recht  daakenswerth. 

Dnrcbgehends  iat  ffir  das  ganze  Bach  Zweckmässigkeit  der  Auswahl 
nnd  gnte  Darstellung  za  rühmen.  Das  Werkeben  kann  nicht  nur  Sol- 
chen sehr  empfohlen  werden,  welche  eine  erste  Belehrung  über  den 
Gegenstand  soeben ,  sondern  wird  anch  von  Jenen  willkommen  gefaeisseo 
werden,  die  bereits  Studien  anf  diesem  Gebiete  gemacht  haben. 

Gelegentlich  einer  neuen  AnFlage,  die  wohl  zu  erwarten,  jedenfalls 
sQ  wünschen  ist,  dürften  einige  Verbesserungen  schon  gemacht  werden. 
Die  Zeichnungen  stehen  nicht  auf  der  Höhe  des  Textes,  die  Curven  sind 
oft  von  schwankender  Hand  gezogen,  nnd  möchte  überbanpt  die  Dar- 
stellang  weisser  Linien  auf  dunklem  Grunde  (die  technisch  sogar  bcqn»- 
mer  ist)  empfehlenswerther  sein.  Die  erst  in  den  „Berichtigungen"  am 
Scblnsse  gegebene  Figur,  stereographieche  Horizontalprojection  der  Halb* 
kugel,  ist  ungenau  gezeichnet,  wie  hinsichtlich  der  Meridiane  sorort  anF- 
fallt.  Anlangend  die  für  mathematische  BCicber  besonders  wüuscfaena- 
wertbeOenanigkeit  des  Ausdmckes,  so  fordert  die  Zulassung  von  „Kagel- 
bemisphSre"  (S.  71  u.  a.a.O.)  viel  Nachsicht  nnd  selbst  der  nitch- 
sichtigste  Recensent  wird  „ganze  Kngelhemispbäre"  (8.  16)  nicht  mehr 
formal  unbeanstandet  lassen  können. 


Kritik  der  drei  EepIer'Bchen  Oesetse.     Von  A.  Hbikdobp.     26  S. 

Nach    dem  Verfasser    bat    die  Gravitation    keinen  Sinn  nnd  die  i 
leitung  der  Kepler'scben  Gesetze  aas  ihr  gelingt  nur  dnrch  Missbra 

•  Solche  findet  man  a.  Ä.  in  dem  kilnJich  erschienenen  sehr  empfeblenewer' 
tben  Buche:  „Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwand  tschallen  und  d 
cooformeu  Abbildungen,  verbunden  mit  Anwendungen  auf  nifttfaemaüiche  Phyi 
TOD  Dr.  6.  Holzmüller.    Leipzig,  Teubner.     168!. 


] 

und  dg    il 


Kecenflifinen.  193 


r 

^■der  Differentialrechnung,    wie   ex  an  dem  Lehrbuch  von  Antenheimer 
^1  nachzuweigen  enclit.     Etwas  Andpres  ist  nicht  hii  die  Stelle  gesetzt.     Es 
^F  ist  nach  ihm  „mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft,    den   Deductionen 
der  Differentialrechnang    mit    Jem  Verstände   zu  Tolgen",      Die  Wissen- 
schaft hat  mit  solchen  An^priffen  nichts  zu  thnn.  p   gg^u 


Bas  Zodiakalliolit,  Ton  Dr.  Sucublanu.  Stolp,  znm  rmgramm  des  Gym- 
nasiumB  nn  Stolp.  12  S. 
Das  Zodiakallichl  soll  durch  Lichtstrahlen  entstehen,  welche  die 
Marsatmosphäre  treffen  und  doit  „total"  reOectirl  werden.  Wie  diese 
Beflexion  zu  Stande  kommt,  ist  nicht  gesagt.  Es  wird  nnranfden  Satz 
von  den  Brennpnnkten  der  Ellipse  hingewiesen,  wornach  die  reflectirten 
Strahlen  dnrcb  den  zweiten  Brennpunkt  der  Marsbahn  gehen  sollen.  Da 
ihm  alle  astronomischen  Hilfsmittel  fehlen,  UberlSsst  es  der  Verfasser 
bernfeneren  HSnden,  seine  Vermutbungen  zu  besl&tigen.  p   ^„f,„ 


I 
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DieFläohen  kleiniten  Widentands  und  grOssten  AiitriebB,  von  Freifaeirn 
VON  Lamezan.  56  S. 
Das  Werk  enthält  Studien  über  die  Cnrve  des  kleinsten  Widerstands 
von  Newton,  die  zugleich  als  Curve  grüssten  Antriebs  erkannt  wird. 
Der  Verfasser  bedient  sich  dabei  zum  Theil  einer  seiner  individuellen 
Anschauung  entsprechenden  Ausdrucks  weise,  welche  das  Verstanduiss 
liemlich  erschwert.  Auch  die  Sätze  der  Variationsrechnung  werden  mit 
Bilcksicbt  auf  das  vorliegende  Problem  iu  besonderer  Weise  vorgetragen. 
Es  wird  dann  die  Newton'sche  Curve  für  die  Construction  des  Vorder- 
theils  und  Hintertbeils  der  Schiffe  verwerthet,  ihre  Anwendung  bei  der 
Begrenzung  der  Pulverkammer  in  einem  Geschülz  als  vorthcilhaft  nach- 
gewiesen und  dieselbe  als  bestlragende  Cnrve  dargestellt.  Endlich  wird 
noch  die  Cycloide  als  diejenige  Cnrve  nachgewiesen,  welche  für  die  Zug- 
linie der  Feuerrohre  am  passendstea  sei.  p   ^bch 


Bbbe  und  Flnth,  von  C.  Schwarz.     87  8. 

Verfasser  glaubt,  die  Erklärung  der  Ebbe  und  Fluth  aus  der 
Anziehung  von  Sonne  und  Mond  stimme  nicht  mit  den  beobachleten 
Erscheinungen;  er  will  sie  deswegen  aus  der  dreifachen  Bewegung 
Erde:  Axendrehnng,  Bewegnng  um  die  Sonne  nnd  um  den  mit 
Monde  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt,  ableiten.  Infolge  der  Axen- 
drehnng bewegen  sich  die  äusseren  Theile  der  Erde,  die  weiter 
der  Sonne  abstehenden  rascher  als  di«  inneren.  So  entsteh 
•inen   Seite  der  Erde   eine  Tendenz   der  Materie  zur  Verd 


der  andern  sor  VerdilnntiDg,  nod  dies  zeigt  sich  sanXcliH  in  den  Bu-»- 
tneterschwankangeD.  Der  Vcrfnsser  encht  die  bekanoten  Schw«nkiing«a 
mit  seiner  Theorie  in  Einklang  so  bringen:  das«  die  SoQDenwSnne  tod 
BioflnsB  ist,  wird  nicht  beiücksicbtigt.  In  ähnlicher  Weise  »oU  aan  «Beb 
da«  Wasser  sieb  verhalten  wie  die  Lnft:  der  wesenttiche  Unterschied  tod 
Wasser  nnd  Luft  in  Beziehung  anf  Ansdebnung  und  Zasammeaxiebun^ 
wird  i^Dorirt.  Es  wird  dann  die  Renction  der  starren  Masse  der  Erde 
gegen  die  Fluthbewegung  betrachtet  nnd  daraa»  die  PraccEsion  abxnleilen 
gesucht.  Nur  bei  der  Fluth  der  Atmosphäre  werden  Zahlen  berechnet, 
sonst  ini  Allgemeinen  von  der  Möglichkeit  der  neuen  ErklÜmng  gesprochen. 
P.  Zbcb. 

Elnleitniig  in  die  analytische  Theorie  der  WSTmeverbreititn^ ,   von  ^^M 

DitOSKK.      %    S.  ^H 

Eine  ZüsnmmenBlellnng  eines  Tbeils  des  Nachlasses  des  Prof.  B  JV 
in  Bonn,  wie  früher  die  Elektrostatik,  Magnctisrnns  und  ElektrodjDRmil: 
von  Fllicker,  ElasticitÜt  und  Capillarität  von  Giesen  besorgt  wurde. 
Der  WäimestTahlnng  ist  ein  kleiner  Tlieil  des  Ganeen  zugewiesen,  die 
Wänneleilung  wird  ausführlicher  behandelt.  Die  Ableitung  der  allgem«- 
nen  LtilVeroulialgleichnng  der  Wärmebewegnng  soll  sich  durch  ihre  Än- 
Behaulicbkeit  auszeichnen;  es  iat  aber  schwer  einzusehen,  wie  eine  Um- 
formaug  mit  verschiedenen  partiellen  Ableitungen  zur  Anschaulichkeit 
fahren  aoll.  Die  einfache  Ableitung  Lam^'s  ist,  wie  der  Verfasser  sagt, 
leichter  nnd,  wie  wir  hinzusetzen,  gewiss  auch  dem  Anfüger  verstund' 
lieber,  nnd  ea  bandelt  sich  ja  um  eine  „Einleitung".  Das  Studium  der 
nachgetass(-nen  Werke  von  Beer  hat  Überhaupt  dem  Unterzeichneten  den 
Eindruck  des  Sprungweisen  gemacht,  sehr  bAufig  wird  eine  Formel  an- 
geführt, die  nicht  abgeleitet  igt,  die  man  ,, leicht"  findet,  wie  unser  Ver- 
fasset  mit  Vorliebe  an  verschiedenen  Stellen  sagt,  die  aber  dem  AnfÜnger 
Kum  Thetl  unüberstei  gliche  Schwierigkeit  macht.  Ansztige  ans  grösseren 
Abhandlungen,  wie  sie  Beer  gemacht  bat,  mfiasen  an  der  Hand  dieser 
Abhandlungen  vervollsiandigt  werden,  wenn  sie  eine  ,, wirkliebe"  Etn- 
leitnng  für  Anfänger  geben  sollen.  Sonst  ist  das  Studium  der  Original- 
abhandlungen voTznsiehen.  Nachdem  allgemeine  Bemerkungen  über  die 
Integration  der  Differentialgleichnngen  gemacht  sind,  kommt  derjenige 
Theil,  welcher  für  den  Anftinger  am  nützlichsten  sein  wird,  die  ßetrach- 
tnng  der  Wännebewegnng  in  Ebent^n,  Kegeln,  Cylindem.  Zum  SchlnsM 
wird  die  Differentialgleichung  der  Wärmeleiiung  in  Krystallen  abgeleitet, 
die  sich  von  der  der  homogenen  Körper  nur  dadurch  unterscheidet ,  daaa 
von  den  zweiten  Ableitungen  der  Temperatur  nach  den  Coordinaten  jede 
ihren  besondern  Factor  hat;  die  Werthe  dieser  Factoren  für  einielnc  Kri- 
stalle werden  nach  den  Beobacbtungen  vonS^narmont  und  Jean&ettaa 
»"g«föhrl.  p  2B„a. 
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^■Oie  Wellenfltlche  tweiaziger  EryBtalle,    von    Reclor  Dr.  BSklkn.     Zam 
H  Prngrnmm  der  Eenlanstalt  Keatlingen.     50  S.  mit  4  Fignrenfafeln. 

^ft  Es   ist  in    clieBcm  Prngntiam  Alles    aufgerührt,    was    bisher  Über  die 

'  We11en6äcbe  pnblicirt  norden  ist.  !□  «besondere  ist  am  Schlnsse  der 
Titel  aller  von  Fresnel  an  pnblieirten  Abhandlungen  nfibst  Hauptinhalt 
vollständig  gegeben.  In  knappem,  {äs  Denjenigen,  der  mit  dem  Gegen- 
stnnd  nicht  verlraut  iet,  wob!  allzu  kurz  zngemeasenem  Ansdrnck  werden 
die  Formeln  Tür  die  Wellenfläche,  die  Enistehnng  derselben,  der  Begriff 
der  optischen  Axen  gegeben,  dann  die  WellengeschwindigkeitsflSche  in 
fleicber  Art  behandelt.  Daranf  folgt  die  Theorie  der  doppelten  Brech- 
ung nach  Fresnel  nnd  die  sich  anschliessenden  Arbeiten  von  PIficker, 
Hamilton  nnd  Biot.  Der  Irtzte  Theil  des  Programms  ist  den  neuesten 
Forschungen  von  Walton,  Niven  und  Anderen  gewidmet,  nnd  ins- 
besondere den  Abhandlangeu  Über  die  Krümmungslioien  der  Wellenfl&che. 
Die  Wellenfläche  ist  eine  so  interessaDtd  Fläche  nach  allen  Richtnngen 
hin,  dasB  die  hier  gegebene  Darstellung  der  gesammten  Forschungen  Aber 
sie  von  grossem  Verdienste  ist.  Zu  wSnschen  wäre  nur  eine  erweiterte 
Form  des  Gegebenen  zu  behaglicherem  Studium.  p   7g^y 


Xaehrgan^  der  popot&ren  Astronomie  und  mathematischen  QeograpMe, 
von  Kaspar  aciiBLLB.  2.  Aufl.  112  S. 
Ein  Lehrbuch  für  Gymnasien ,  welches  den  gesammten  Stoff  knrz 
I  darstellt,  tu  einem  Umfange,  zn  dem  die  spXrlich  zugemessene  Zeit  wohl 
1  kaum  ausreichen  wird.  Es  werden  die  scheinbaren  Bewegungen,  die  vor- 
L  ichiedencn  Arten  sphärischer  Coordinaten,  die  Messinstrumente  nnd  die 
|. Geschichte  der  Astronomie  im  ersten  Abschnitte  behandelt.  Im  zweiten 
I  Abschnitte  wird  die  Axendrehnug  der  Erde,  die  Bestimmung  der  Zeit 
I  nnd  die  Cartbographie  besprochen ,  im  dritten  das  Sonnensystem  mit 
isetnen  wahren  Bewegungen,  im  vierten  die  Zeitrechnung.  Tn  den  bei- 
Is^e^henen  U ob nngs aufgaben  werden  die  Formeln  für  das  sphürischtt 
1  Dreieck  vorausgeselst.  Das  Buch  ist  nur  für  die  Hand  des  Lehrers,  der 
rfiatz  für  Satz  seine  Erläuterungen  zu  geben  haben  wird.  p   ^bcu 


|Z«hrbaGli  der  Physik,  von  Dr.  P.  Möbch.     7.  Auf).     -128  8. 

Im  24.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  wurde  die  5.  Auflage  kurz  be- 
sben.  Was  dort  ausgesetzt  warde,  steht  auch  noch  in  der  neuen 
1  Auflage.  Es  scheint  keine  Aendernng  vorgegangen  zn  sein,  als  ein 
Ibesserer  Druck;  der  Erfinder  des  Typen  dm  cktelegraphen  wird  immer 
Fuoch  Hugkes  geschrieben,  der  Morse -Telegraph  wird  immer  noch  mit 
[fiilHcher  Leitungsverbindung  dargestellt,  das  Hetersystem  als  nur  „modi- 
Ificirt"  in  DentHchlaud  eingeführt  erwähnt  n.  s.  w.  p  Zbcb. 


CyUographie  oder  Conatmction  der  Äafgabea  über  Kreise  und  Kagda 
und  elementare  Geometrie  der  Kreia  -  and  KugelsjBteiBe ,  von 
Dr.  Wilhelm  Fibdleb.  Mit  16  lithographiiten  Tafeln,  Leipzig, 
bei  Tenbner.     18S2.  JM 

In  der  ÄbhandluDg  „  Einige  geometriscbe  Betracbtnngen  "  im  I.  B«^^| 
des  C r e  1 1  e'Hchen  Journals  versprach  Steiner,  in  einem  Bande  i^^| 
etna  25  —  30  Bogen  seine  Untersachnngen  über  das  Schneiden  (mit  Ein- 
eehluss  der  Berübrnng)  der  Kreise  in  der  Ebene,  das  Schneiden  der 
Kugeln  im  Ranme  nnd  das  Schneiden  der  Kreise  auf  der  KngelflSche  in 
veröffentttchea.  Bekanntlich  ist  dies  nicht  gBEcheheo.  Ä\e  Endziel  dieger 
UntersuthuDgen  ist  wohl  die  Äuflösang  der  Aufgabe  %n  betrachten:  Eine 
Kugel  zu  constrniren,  welche  vier  gegebene  Kugeln  unter  gegebenen  reellen 
oder  imaginären  Winkeln  schneidet.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  Snilet 
sich  in  der  synthetischen  Geometrie  der  Kugeln  von  Roye,  welche  mit  der 
vorliegenden  Cyklograpbie,  wenn  auch  auf  verschiedenem  Wege,  dem- 
selben Ziele  znetrebt,  die  Eigenschaften  der  Polenzlinien,  Poteazebenen, 
Aehnlicbkeitspunkte  der  Kreise  nnd  Kugeln  darzustellen.  Neuerdings  ist 
von  Herrn  Professor  Badorff  in  einem  Programm  des  Gymnasiums  von 
Baden-Baden  eine  inhaltsvolle  Abhandlung  über  denselben  Gegenstand 
veröfientlicbt  worden.  Das  Reye'sche  Buch  benutzt  als  Beweieprincip 
die  Kreis  Verwandtschaft  oder  daa  Princip  der  reciproken  Radien;  Fied- 
ler's  Cyklographte  sucht  die  Kreis-  und  Kugel eigeoscbaften  mittelst  der 
Methoden  der  darstellenden  Geometrie  abzuleiten.  Jeder  Punkt  P  des 
Raumes  wird  in  einer  Ebene  rj  als  Kreis  abgebildet;  man  findet  seinen 
Mittelpunkt  V  »Is  Fuespunkt  des  von  P  auf  ij  gemilteu  Perpendikels  und 
seinen  Radius  gleich  PQ.  Dieser  Kreis  0*'"  ist  der  Bildkreis  von  P. 
—  Die  Bildkreise  aller  Punkte  einer  Geraden  a  bilden  eine  lineare 
Kreisreihe,  deren  sämmtliche  Kreise  den  Schnittpunkt -<  der  Geraden 
(I  nnd  der  Ebene  i\  zum  Äehnlicbkeilspunkte  haben;  die  Bildkreise  aller 
Punkte  einer  Ebene  t  bilden  ein  planares  System,  welches  also  die 
Eigenschaft  hat,  dass  der  Aebniicbkeitspunkt  eines  seiner  KreispaAre 
stets  auf  der  Schnittlinie  e.  der  Ebenen  t;  und  t  liegt,  dessen  sämmtliche 
Kreise  diese  Gerade  also  unter  demselben  reellen  oder  imaginären  Win- 
kel schneiden.  Zwei  planare  Systeme  durchdringen  sich  in  einer  linearen 
Kreisreihe;  ein  planares  System  und  eine  lineare  Kreisreibe  haben  einen 
gemeinschaftlichen  Kreis.  Hierin  liegt  die  Quelle  zahlreicher  Aufgaben, 
von  denen  die  wichtigeren  besprochen  werden.  Zwei  lineare  Kreisreibea 
gehören  einem  planaren  System  an,  wenn  sie  einen  Kreis  gemein  haben. 
Die  Geraden,  als  deren  Bilder  die  Kreisreihen  erscheinen,  müssen  in 
diesem  Falle  einen  Schnitipnnkt  haben,  dessen  Bildkreis  der  gemein- 
schaftliche Kreis  ist.  Haben  von  drei  linearen  Kreisreihen  keine  zwei 
einen  gemeinschaftlichen  Kreis,  so  sind  die  drei  Geraden  alte,  als  de« 
Bilder  sie    su  betrachten  sind,   windschief  zu  einander. 


.n««^^| 
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^■'Mlen  deraelben  erfillleii  eine  BegeUchaar  und  diese  wird  von  einer  swei- 

H  teo  Regelschnar  gescbnitten.     Beide   erfülleo  eine  Kegelflitche.     Die  Ge- 

^P  •ammtheit   der  Büdkreise  ihrer  Pankte  ordnet  sich  in  zweifacher  Art  in 

lineare  Kreisreiben;    man    faest   sie  als  ein    System  zweiten    Grades 

Wenn  man  von  einem  Punkte  /'  einer  gleichseitigen  Hyperbel  die 
Senkrechte  PQ  »nf  die  Nebenaxe  Mit,  so  ist  diesrlbe  so  gross,  wie  die 
Entfernnng  zwischen  0  und  den  Scheiteln.  Der  Kreis  0'\  welcher 
um  0  mit  QP  besclirieben  wird,  geht  also  durch  die  beiden  Scheitel 
nnd  schneidet  den  Scheitelkreis  diametral.  Denkt  man  die  Kbeni 
gleichzeitigen  Hyperbel  senkrecht  zar  Ebene  r;  nnd  in  dieser  die  Neben- 
axe,  so  haben  alle  Bildkreise  einer  gleichseitigen  Hyperbel  zwei  gemein' 
schaftlicbe  Punkte   und    bilden  ein  Büschel  mit  reellen   Grnndpunkten. 

Füllt  man  nns  dem  Punkte  P  einer  gleichseitigen  Hyperbel  d: 
pendikel  PQ  auf  die  Hanptaxe  and  beschreibt  um  Q  mit  demeelben  den 
eis.  so  schneidet  er  den  Sch^itelkreis  orthogonal.  Alle  Bildkreise  einer 
gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Hanptaxe  in  der  Ebene  i]  liegt  and  deren 
Hebenaxe  zu  ihr  normal  ist,  bilden  nlso  ein  Büschel  mit  imaginären 
Grund  paukten. 

Dreht    man    die   Hyperbel    um    die   znr    Ebene   ij   normale   Aie,   so 
erhSit    man    im    ersten    Falle    ein    zweifaches,    im   andern    ein    einfaches 
gleichseitiges  Rotalionshyperhotoid ;  die  Bildkreise  der  Pnnkte  eines  sol- 
le schneiden  einen  festen  Kreis  diametral  oder  orthogonal  nnd  bilden 
1  Kreisnetz. 

Damit  ist  die  Geometrie  der  EreisbUBcbel  nnd  Ereisnetze  anf  die- 
jenige der  gleichseitigen  Hyperbel  und  des  gleiobseitigen  Rotationshyper- 
boloids zurückgeruhrt. 

Projicirt  man  ans  einem  Pnnkte  S  irgend  eine  Figur  31  einer  Ebene  « 

r   die    feste  Ebene  i]    in  die  Figur  ^C,  und  dreht  die  Ebene  «  nm  die 

fichuitlUnie  der  Ebenen  a  und  r/,  his^sie  mit  if  znsammenffillt,  so  gelangt 

die  Fignr  %  in  die  Lage  91,.     Das  Bild  Sl^  nnd  die  Umlegnng  ^,  liegen 

perspectivisch  oder  in  centrischer  Collineation. 

Irgend  zwei  Kreise  sind  stets  aaf  doppelte  Weise  entsprechende 
Figuren  einer  centrischen  Collineation,  deren  Centrum  einer  der  Aehn- 
Uchkeitspunkte  nnd  deren  Axe  die  Potenzlinie  ist.  Hieraus  folgen  die 
Eigenschaften  der  Potenzlinie,  des  Potenzkreisca  nnd  das  Frincip  der 
Teciproken  Radien.     Letzleres  oder  die  Kreis  Verwandtschaft  erscheint  also 

tftls  specietler  Fall  der  nllgemeineo  centrischen  Collineation  nnd  iKut 
leicht  anf  den  Raum  aasdehnen. 
Die  Probleme   des  Winkelschniltes    der  Kreise  werden  aaf 
Art  gelöst,   durch  die  Methoden  der  darstellenden  Geomst 
die  Kreisrerwaadtschaft. 


1 


Voa  der  Aufgabe:  „  Ir^iDen  Kreis  zu  constrnireD,  welcher  vier  gegebem 
Kreise  nntei'  gleichen  Winkeln  schneidet ",  wird  der  specielle  Fall  näher 
behandelt,  in  welchem  die  vier  gegebenen  Kreise  die  Beröhmiigskreise 
eines  Dreiecks  sind.  Der  Schnittwinkel  wird  Ü  nnd  der  Schnittkreis  wird 
der  Fenerbach'sche  Kreis.  Die  nKhere  Theorie  dieses  Kreüee  findet 
sich  am  Schtuese  des  Werkes  noch  einmal  aasfülirliclier  entwickelt. 

Die  KreieböBcbel  oud  Netze  werden  durch  Kreisverwandtschaft  wieder 
in  Büschel  und  Netze  nmgeformtj  die  Kreise  einer  linearen  Reihe  formen 
sich  in  eolcbe  mn,  welche  zwei  gegebene  Kreise  unter  bestimmten  Win- 
keln scbneiden,  deren  Mittelpunkte  also  auf  einum  Kegelschnitte  liegen- 
Der  Zneammeohang  zwischen  der  Theorie  der  Kreissysteme  nnd  Kegel- 
schnitte erscheint  dadurch  in  einer  nenen  ficitiebnng  und  führt  onmittel- 
bar  zur  Theorie  der  letzteren.  ^^M 

Den  Scblnss   des  Werkes   bildet  die  Geometrie  der  Kreise   auf  ^^M 
Kugel.  V 

Der  Leser  wird  in  ihm  eine  Fülle  von  Anregung  finden;  die  aämait' 
liehen  Kesaltate  sind  ans  einheitlichem  Princip  hergeleitet.  Ob  die  Grund- 
idee des  Werkes  eine  Steiner'sche  ist  und  wir  derselben  die  von  dem 
grossen  Genmeter  mitgetbeilten  Kesnitate  aus  der  Geometrie  der  Kreise 
und  Kugeln  verdanken,  bleibe  dabingeatellt.  Die  von  Keye  in  seiner 
Kugelgeometrie  und  die  von  Fiedler  in  der  vorliegenden  Cyklograpbie 
znr  UerleituDg  der  Kreis-  und  KugeleigenGcbaften  benutzten  Methoden 
haben  das  Gemeinsame,  dass  sie  dieselben  theüweise  an  tranaformirten 
Figuren  ausführen.  Einen  andern  Weg  schlägt  Badorff  in  der  schon 
angeführten  Abhandlung  ein,  indem  er  die  Eigenschaften  der  Kreis-  und 
Kngelgebtlde  au  ihnen  selbst  entwickelt,  wobei  er  allerdings  der  Rech- 
nung mehr  Einflnss  einräumen  mnss,  sie  jene  anderen  Methoden  vei^ 
langen. 

Die  vorliegende  Cyklographie  ist  mit  derjenigen  Klarheit  gesehrieben, 
die  wir  an  den  Werken  Fiedlor's  gewöhnt  sind.  Zahlreiche  Figuren 
nnterslUtzeu  die  Anschauung  nnd  so  wird  dieselbe  ihren  Zweck  erreichen, 
die  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  auch  weiteren  Kreisen  zugänglich 

Weiseenburg,  den  S.Januar  1883.  Milinowski.^I 


Log&Tithmisoh-tr^onometrischei  Handbuch,  auf  fünf  Decimaleu  bearbeitet 
von  E.  BüCBEB,  Dr.  pbil.  und  Erstem  übservator  an  der  könj 
Sternwarte   in    Berlin.      Stereotypausgabe.     Verlag  von    Bembi 
Tauchnitz.     Leipzig  1882.     XVI,   104  S. 
Diese    dem  Andenken  von  Carl  Bruhna,    welcher   die  Entstein 

dar  Tafeln   beeinflnsste,    gewidmete  Logarithmentabelle   lässt  an   Klegi 


eitet 

I 


[  der  AnsBtattang,  man  darf  wobl  sageo,  Nichts  sa  vllnBcheD  Hbng.  Für 
r  die  Vermi^idung  von  Felilern  wurde  mindeateDs  durch  Suseerste  Sorgfalt 
BD  wachen  geaucbt,  and  da«  Lesen  von  nicht  weniger  als  sechs  Currec- 
turen  durch  fünf  verschiedene  Persönlichkeiten  bürgt,  Boweit  dieBes  über- 
~  hanjit  möglich  ist,  zum  Voraus  für  das  Gelingen.  Der  Verfasser  hat  in 
der  Anordnung  seiner  Tafeln  eich  vielfach  an  bewährte  Muster  an' 
geschlossen ,  namentlich  hat  er  die  voTzilgliche  durch  B r e m  i k e r  ein- 
geführte Sonderung  der  Zeilen  in  Gruppen  von  je  drei,  und  die  Ein- 
GchliessQiig  der  jeweils  zehnten  Zeile  dnroh  Doppellinien  sich  angeeignet, 
wie  in  der  Vorrede  unter  Nennung  des  Vorbildes  angegeben  ist.  Es 
fehlt  indeasen  auch  nicht  an  Eigenthümlichkeiten,  welche  dem  Erscheinen 
der  neuen  Tabellen  zur  Berechtigung  dienen.  So  ist  insbesondere  bei 
der  zweiten  Abtbeilung,  welche  den  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Functionen  von  Winkeln  bis  an  fünf  Graden  angehört,  abweichend  von 
sonstiger  Uebung  ein  doppelter  Eingang  gewählt,  indem  die  Tafel  senk- 
recht abwärts  nach  von  Minute  zu  Minute  wachsenden  Winkelgrösson 
geordnet  ist,  während  wagerecht  das  Fortschreiten  nni  Zehntel  einer 
Minute  berücksichtigt  ist;  angegebene  Secunden  sind  dementsprechend 
allerdings  in  Decimaltbeile  einer  Minute  umzurechnen.  Cahtok 


Sammlung  von  arithmetiBChen  und  algebraischen  Fragen  and  Aufgaben, 
verbunden  mit  einem  systematischen  Aufbau  der  Uegrifl'e,  Formeln 

Innd  Lehrsätze  der  Arithmetik,  t'Ur  höhere  Schulen  von  Dr.  Hkr- 
UANN  ScuuBEKT,  Oberlehrer  an  der  Getehrtenachnle  des  Johan- 
ueums  in  Hamburg.  1.  Heft:  Für  mittlere  Classen.  Potsdam  1$S3, 
Verlag  von  Aug.  .Stein.  VIII,  222  8. 
I  Die  Reform  des  mathematischen  Schulunterrichts  vollzieht  sich  gegen- 
vlrtig,  wenn  auch  nicht  iu  allseitiger  Uebcreinstimmung,  wie  das  bei 
Beformbewegnngen  anch  bilHgerweise  nicht  verlangt  werden  kann,  doch 
bei    zahlreichster   Hetheiligung.      Ihr  verdanken   Schriften,    wie   die   von 

I  Heilermann  undDiekmann,  wie  die  von  Heuriciund  Trentlein, 
ihr  verdankt  auch  die  uns  vorliegende  Aufgabensammlung  das  Dasein. 
Der  Bearbeiter  der  Abzählenden  Geometrie  hat  die  eigenen  Untersuch- 
tingen, so  beifällig  sie  aufgenommen  wurden,  unterbrochen,  um  der  Ans> 
arheitung  einer  elementaren  Aufgabensammlung  sich  zu  unterziehen.  Er 
wollte  zeigen,  dasa  Strenge  und  Fasslicbkoit  schon  bei  den  ersten  auf 
Knaben  berechneten  Anfängen  sich  in  Einklang  bringen  lassen,  und 
wenn  der  Name  des  Verfassers  die  Bürgschaft  gewähren  kann,  dasa  der 
Strenge  genfigt  ist,  so  zeigt  ein  Blick  in  das  BUcblein,  wie  wenig  die 
'Tasslicbkeit  dabei  zu  knrz  gekommen  ist.  Als  erziehlich  wichtig  erschei- 
nen uns  insbesondere  gewisse  Fragen,  welche  gewiesen  Jedem  Lehrer  aas 


Erfahrung  bekannten  Fehlers  »Lenent  eollen.     Greifen   wir  einige  i 
selben  beraoe. 

Darf  man  *oM  in  a(b  +  c -]-d)  + e(b+c-i-d)  +  f{b+c+d)  far  b+e 
■i-d  der  Kürze  wegen  a  setzen?     (S.  20.) 

Warnm  darf  die  0  bei  40  cicbt  fortgelassen  werden,  während  docb 
bei  4  +  0  das  Zeichen  +0  fortgelassen  werden  darf?     (S.  57.) 

Um  wieviel  rerrechnet  man  sich,  wenn  man  103  —  3.4  berechnet, 
indem  man  es  gleich  {103-3). 4  =  100.4  =  400  setzt?     (S.  74.) 

Ist  der  Salz  richtig:  Von  einem  Producte  wird  snbtrahirt,  indem 
man  von  beiden  Factoren  sabtrabirt  nnd  die  erhaltenen  Differenzen  mnl- 
tiplicirt?     (S.  96.) 

Neben  diesen  den  Schüler  warnenden  Fragen  (nnter  welchen  wir 
eine  vermissen:  Darf  man  BrUcbe  so  addiren,  dass  Zähler  zu  Zäblei 
nnd  Nenner  zu  Nenner  addirt  wird?)  möchten  wir  znr  Empfehlnng  de» 
Büchleins  anf  die  ungemein  geschmackvolle  Kiukleidung  vieler  Aufgaben 
hinweisen,  die  sich  mannigfach  an  die  sprachlichen  und  geschichtlichea 
Unterrichtsgegenstände  der  Mittelschule  anecliliesst. 

Nnr  gegen  einen  Aussprach  legen  wir  Verwahrung  ein.  Herr 
Schubert  sagt,  im  Einklang  mit  vielen  Schriftstellern,  hei  Besprechung 
der  Division  (S.  95):  „Man  verfahrt  jedoch  am  sweckmäasigsten,  weno 
man  im  Dividendus  nnd  im  Divisor  die  Glieder  so  ordnet,  dass  die  Ex- 
ponenten entweder  eine  aufsteigende  oder  eine  absteigende  Reihe  bilden, 
und  dann  immer  mit  dem  ersten  Gliede  des  Divisors  in  das  erste  Glied 
des  Dividendus  dividirt."  Das  ist  und  bleibt  mangelhaft  ausgedrückt 
Nicht  zweckmässig,  vielmehr  durchaus  nothwendig  ist  das  beiderseitige 
Ordnen  der  Glieder,  wenn  im  Quotienten  nicht  statt  eines  geschlosaenen 
Äasdmckes  eine  regel-  nnd  gesetzlose  nnendliche  Reihe  erscheinen  soll. 
Cantob. 

Zar  Gesohiohte  dei  Frobleou  der  A&tiehnng  der  Ellipaoide ,  von  Dr.  F. 
Gbubk,  Oberlehrer.     Beilage  sum  Oater- Programm  1883,    Schles- 
wig 1883. 
Unter  den  Aufgaben,    welche  der  Lehre  von  den  in  ihrer  Wirkung 
dem    Quadrate    der   Entfernung    umgekehrt    proportionalen    KrSt^en    ent- 
stammen,   spielt    die   der   Anziebnng    der    Ellipaoide    eine   hervorragende 
Rolle.     Beginnend  mit  dem  einfachsten  Falle  der  Kugel,  übergebend  erat 
Bura    Umdrehnngsellipsoid,    dann    zum   dreiaxigen    Elüpsoid,    haben     die 
hervorragendsten    Mathematiker    von    Newton    bis    zu    Dirichlet    und 
Gay ley   an    der  Lösung    dea  Probleme   gearbeitet,    an    ihm   die  mannig- 
fachsten  Methoden    erprobt.      Es    konnte   kein    geeigneterer   Geachicbta- 
scfareiber  dieser  Aufgabe  auftreten  als  Herr  Grube,  der  Herausgeber  von 
Uiricblet's  Vorlesungen   über  jene  KrKfte.     In    einem  Scfanlprctgraimii, 


r welches  Verbreitung  weit  aber  Selmlgceuzeu  hiuana  verdient,  Bebildert 
uns  Herr  Grube  die  Versoche  von  Newton,  von  Cotea,  von  Stir- 
ling,  von  Clniraut,  von  Uaui<>l  Bernoulli,  vonKuler,  vonMftc- 
lanriu,  von  SimpBon,  von  Lagrange,  von  d'Alembert.  Die  Er- 
Btereo  werden  nnr  knrz  angedeutet;  bei  d'Alembert's  Arbeiten  verweilt 
der  Vorfasser  mit  dankenewerther  Ansfllhrlichkeit  und  zeigt,  wie  derselbe 
nicbl  weniger  als  sieben  von  einander  verschiedene  Methoden  anwandte, 
deren  letzte  das  beute  als  Endergebnisa  bekannte  elliptische  Integral 
ergehen  haben  wUrde,  wenn  d'Alembert  nicht,  einem  Bchülerhaften 
Beehenfehier  verfallend,  beim  Beduciren  eines  Ausdruckes  eine  Klammer 
vergessen  hätte.  Indem  wir  Herrn  Grube  für  dieses  ungemein  inter- 
essante Programm  nnsern  Öffentlicben  l,)ank  aussprechen,  hoffen  wir,  er 
werde  hei  diesem  Bruchsläcke  nicht  stehen  bleiben,  uns  vielmehr  im 
nKchsten  .labre  mit  der  Fortsetzung  erfreuen,  für  welche  die  Untersuch- 
nngen  von  Laplace,  von  Ivory,  von  Chasles,  von  Dirichlet  und 
vielen  Anderen  hinlängliches  Material  sii^her  stellen.  Cantob 


Lehrbuoll  der  Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  LebtaDStalten 
und  znm  Selhslunterricht.  Von  Ur.  Hottok,  Professor  und  Reclor 
am  Gymnasium  nnd  Realgymnasium  zu  Rendsburg.  2.  Aufl.  (Mit 
57  Figuren  im  Test.)  Leipzig,  Verlag  von  Hermann  Schnltie. 
1883.     X,  74  8. 

tXelirbaoh  der  Stereometrie  eto.  2.  AuÖ.  (Mit  27  Figuren  im  Text.) 
Ebenda,  1&S3.  V,  59  S. 
Zwei  kleine  anspruchslose,  aber,  wie  uns  scheint,  recht  brauchbare 
Büchlein  ans  der  Feder  eines  tüchtigen  Schulmannes,  von  dem  wir 
bereits  eioe  EinleJtnng  in  die  neuere  Geometrie  besitzen,  deren  sich 
fteferent  bei  seinem  eigenen  Unterrichte  schon  mit  Vorthei)  bedient  hat  (in 
tier  Zeitscht,  f.  m.  n,  n.  Unt.  von  Prof.  Matthieasen  hespwchen).  Wie 
flie  nicht  eben  grosse  Seitenzahl  der  iu  kleinem  Octavformat  gedruckten 
Bücher  schon  vermnthen  lässt,  beschränkt  sich  die  getrofl'ene  Auswahl 
im  Lehrstoffe  nnr  auf  das  nnhpdiogt  Erforderliche,  aber  dies  ist  auch 
sehr   gut  gegeben.     Bei  den  Winkeln  beginuend,    erledigt  der  Verf.  die 

IParallelenlheorie  mittelst  einer  sehr  kurzen  Betrachtung,  die  selbatver- 
atündlich  keinen  Anspruch  auf  Exactheit  machen  kann,  für  Schulzwecke 
aber  gewiss  mit  ebendemselben  Rechte  benutzbar  sein  dürfte,  wie  so 
manche  weitschweifigere  Untersuchung.  Dann  folgen  gleich  die  SHtse 
■ron  der  Winkelsumme  tm  Dreieck  und  n-Eck.  Der  Beweis  für  die 
Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck  beruht  doch 
streng  genommen  auf  dem  Nachweis  der  Congrnonz  zweier  Dreiecke  nod 
hätte  deshalb  besser  seinen  Platz  hinter  Abschnitt  III  angewiesen  bekom- 
HliL-ltl.  Ahttala.  d.  Zilliobr.  f.  Milfa.  b.  fhji.  SS.VIH,  &.  U 


Berichte  sind  es.  die  jetzt  als  vereinte  Separatanegabe  vor  ans  lief;«! 
nnd  hier  einer  knrzen  Besprechung  unlerzogeo  werden  sollen. 

Nnmmer  1  giebt  eine  Ocbereicbt  über  100  Vereoche,  welche  mit  «wei 
—  rotb  und  weiBe  gefärbten  —  Wfirrelo  in  der  Weise  angestellt  wurden, 
daes  jeder  einzelne  Cyclua  100  Versache  umfasste.  Ana  den  10000 
Einzelwürfen ,  die  man  anf  solche  Art  erhielt,  wntdcn  nun  die  Wahr- 
scheinlichkeiten beider  Gattungen  berechnet  nnd  bei  der  ZuaammenBtel- 
Inng  fand  sich  ein  inlereBBnntes  Ergebnies  —  die  Zahlen  stimmten  nielu 
soweit  überein ,  als  nach  früherE^n  Proben  wohl  hätte  erwartet  werden 
dHrfen.  Wer  blo§  die  Möglichlceit  jener  zaRilligen  Fi>hler  sRKalassea 
geneigt  wäre,  die  ja  der  Theorie  nach  etozig  und  allein  einer  Ansgleich- 
ang  durch  die  Wahrscheinlichkettsrechnang  unterworfen  sind,  der  müsste 
in  Vprlegenheit  kommen;  allein  der  Tieferblickende  nimmt  hier  das  Wal- 
ten einer  gewissen,  wenn  auch  vorerst  noch  unbekannten  GesetzHcbknt 
wahr  nnd  sucht  derselhen  auf  die  Spur  ku  kommen. 

Es  liegt  nahe,  hier  einen  Vergleich  anznbringen.  So  lange  die  Geo- 
däten daran  festhielten,  dass  jene  Classo  von  Irrungen,  welche  bei  einer 
grossen  Vermessnng  nuter  dem  Namen  der  LothstÖrnngen  susammen- 
gefasst  werden,  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beseitigt  wer- 
den könne,  liess  sich  durchaus  keine  Harmonie  zwischen  den  an  ver- 
schiedenen Stellen  unseres  Erdballes  vorgenommenen  Oradmesanngen 
erzielen ;  dies  gelang  vielmehr  erst  dann ,  als  P  r  a  1 1  nnd  Philipp 
Fischer  uns  belehrten,  es  seien  jene  Ablenkungen  des  Lothes  von  der 
Niveau-Nurmalen  nichts  Zorälliges,  sie  Hessen  sich  vielmehr  geBonderl 
in  Rechnung  ziehen  und  ihrer  Wirkung  nach  eliminiren.  G&na  ähnlich 
nun  hat  Wolf  ans  den  von  ihm  wahrgenommenen  Discrepauzca  den 
SchluBs  gezogen,  es  müssten  hier  Fehlerquellen  von  ganz  bestimmlem 
Charakter  vorhanden  sein,  nnd  zwar  erkannte  er  eine  hervorragend  wich- 
tige in  der  nicht  vollkommenen  HoroogeneitSt  der  Würfel.  Unter  der 
Annahme,  „es  sei  die  Chance  eines  Wurfes  zum  Abstände  des  Schwer- 
punktes von  der  Gegenseite  reciprok",  gelang  ihm  eine  sehr  befriedigend« 
AufkUrnng.  Die  zweite  Mittheilung  enlhftlt  neben  dem  riesigen  statisti- 
schen Stoffe  neuer  Versuche  Andeutungen  über  die  Mitte),  deren  sich  der 
Verf.  und  sein  Assistent,  Herr  Wolfer,  zur  Abkürznng  der  erforder- 
lichen Arbeiten  bedienten,  sowie  auch  über  eine  gewisse  andere  Kategorie 
von  Anomalien,  mit  welcher  sich  dann  das  dritte  Stück  im  Einzelnen 
beschäftigt.  Es  wird  dargethan.  dass  die  mathematische  Wahrscheinlich- 
keit allerdings  häufig  mit  unerfüllten  und  unerfüllbaren  Voraussetzungen 
operirt,  und  dass  man  da,  wo  es  angeht,  jenen  aprior istischen  Zahlen 
die  ans  ihnen  mit  Berücksichtigang  gewisser  Erfnhrnngsdaten  abgeleiteten 
empiriecben  Daten  snbstituiren  mnss.  Ganz  originell  ist  die  Idee,  die 
eigen tfaUm liehen  Znsammendrangnngen  und  Staunngen  in  den  Tabellen 
mit  den  Stanproceasen  in  Vergleich  zu  bringen,   welche  beim  AbflieMen 


Reeeiiflionen. 


rDie  iwei  kleiDeo  Lehrbücher,  die  etw&  in  je  einem  JahieBcurse 
bequem  Bbsolvirt  werden  klionen,  sind  friach  geschrieben  nnd  in  &hii- 
licher  Weise  an  empfehlen,  wie  das  kleine  Lehrbnch  der  ebenen  Geo- 
metrie des  Dänen  Petersen  (dentsch  von  Fiscber-Benzon).  Nament- 
lich  aber  ist  anch  die  feine  nnd  der  Verlagshandlung  Ehre  machende 
Süssere  Ansstattnng  zn  loben. 

Ansbach.  Dr.  S.  GSmtbes. 


Drei  HittbeUiingeD  über  nene  WtlrfelTsnnclie.  Von  Dr.  Rudolf  Wolf, 
FrofessoT  der  Astronomie  in  ZUrich.  Zürich,  Druck  von  Zürcher 
&  Furrer.  1881—83.  59  S. 
Ueber  das  Wesen  der  WahrscheinÜchkeilsrechnnng  nnd  des  als  „matbe- 
matische  Wahrecheinlicbkeit".  beEeicboeten  Begrifies  faerrecht  in  manchen 
Kreisen  noch  eine  merkwürdige  Unklarheit.  Man  macht  sich  keine  be- 
stimmte Vorstetinng  davon,  dass  lediglich  nnter  dem  nivelUrenden  Ein- 
fiosse  des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen  der  Unterschied  zwischen  der 
berechneten  nnd  der  Erfahrnngswahrscbeinüchkeit  sich  verwischen  kann, 
dass  aber  natürlich  Derjenige,  der  eine  an  sich  sehr  kleine,  wenn  auch 
für  seine  Gednid  ansreichend  grosse  Verauchsreib(!  anstellt,  die  erheblich- 
sten Differenzen  wahrnehmen  wird.  Ganz  ein  Anderes  wird  es  natürlich 
sein,  wenn  ein  Mann  von  der  ehernen  Äusdaoer,  die  Jedermann  an  dem 
verdienten  Director  der  Züricher  Sternwarte  kennt  und  bewundert,  eine 
Experimentainntersnchnng  über  diesen  Gegenstand  in  Angriff  nimmt. 
Schon  im  Jahre  1851  hat  Herr  Wolf  in  den  Mittheilnngeu  der  Hemer 
natnrforschenden  Gesellschaft  Würfel  versuche  bekannt  gemacht;  später 
hat  er  den  Grundgedanken  etwas  verJtndert  ond  im  Verein  mit  dem 
.Baseler  Mathematiker  Merian  die  empirische  Bestimmung  der  Zahl  n 
geliefert.  Zieht  man  anf  einer  ebenen  Tafel  ein  System  Jiquidistanter 
Parallellinien  nnd  wirft  ein  Stabchen  vou  gleichbleibender  Länge  beliebig 
oft  auf  die  Tafel,  berechnet  sodann  die  Wahrscheinlichkeit,  die  dafür 
besteht,  dass  der  Stab  eine  der  Parallelen  schneide  oder  nicht  schneide, 
so  geht  in  die  bezügliche  Formel  aacb  n  ein,  und  wenn  man  also  ge- 
nügendes Beobachtungsmaterial  zur  Verfügung  hat,  kann  die  fragliche 
Constante  mit  einer  von  der  Menge  des  letzteren  abbängendeu  Qenanig- 
keit  ermittelt  werden.  Die  böbmiecbe  mathematische  Zeitschrift  Caäopis 
bat  unlängst  einen  in  ähnlichem  Sinne  gehaltenen  Artikel  gebracht.  Wolf 
jedoch  scheint  den  einfachen  Würfelversnch ,  das  klassische  Beispiel,  auf 
welches  sieh  alle  neueren  Bearbeiter  des  Wahrscheinlichkeitscalculs  be- 
ziehen, immer  noch  für  daa  beste  Mittel  zur  Ccntrolirnng  der  Wahr- 
scheinlichkeit a  priori  zn  halten,  und  so  stellte  er  denn  drei  nene  gigan. 
tische  Versuohsreiben  an,  über  welche  die  Züricher  VierteljahrsBchrift 
resp.   in  den  Jahren  1881,  1882,  1883   du  NHhere  enthielt.     AUe  diai 
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dieser  Zeitschrift  dies  dadarcb  ftfr  begründet  erachleo ,  dass  die  betreu 
fenden  Capitel  bei  Cantor  die  aasfübrlichste  zasammeob Engende  Dar- 
legang  entbalten  und  jedenfalls  die,  welcbe  am  meisten  anfgesncbt  und 
gelesen  wird  nad  werden  wird.  ^H 

L  Der  besondere  Pythagoraüahe  Lehrsatz.  —  1.  Mancber  mag  bei^H 
Lesen  dieser  Ueberschrift  der  Zeiten  gedenken ,  wo  er  in  gespannter, 
vielleicbt  anch  nicht  gespannter  Erwartnng  der  Dinge,  die  da  kommen 
sollten,  vor  der  Scbuliafel  sitzend  auf  dieser  die  typische  Gestalt  der 
Euklid'scben  Beweiafignr  vor  seinen  Angen  anftanchen  sah,  nnd  mag 
der  Stunden  und  Tage  nacbber  gedenken ,  wo  der  zugebörige  Bcwei» 
gelernt  und  eingeübt  wurde,  nicht  schwer  gerade,  interessant  sogar,  auch 
Ueberzengung  gewährend  von  der  Wahrheit  der  bezüglichen  Behauptung 
—  und  doch  ein  gewisses  Gefühl  des  Unbehaglichen  hinterlassend,  gleich 
als  ob  eine  Ueberrumpeinng,  eine  GefangeRnabme  stattgefnudeu  habe. 
Wohl  mag  auch  der  Eine  und  Ändere  sich  der  begleitenden  Nebenumstinde 
erinnern,  wie  der  Lehrer  die  Wichtigkeit  des  „Magister  matheseos"  an- 
gepriesen, violleicht  auch  des  bCsen  Beinamens  der  „Eselsbrücke"  Er- 
wähnung getban,  weil  nämlich  Esel  im  Geiste  nicht  über  die  so  schwer 
passirbare  Brücke  des  Beweises  hinüber  zn  gelangen  vermöchten-  Gar 
hat  auch  einer  von  Denen,  welchen  diese  Zeilen  vor  Angen  kommet),  in 
seiner  Schulzeit  gehört,  dass  mit  Hilfe  eben  jener  Euklid'scben  Beweis- 
figur eine  telegrapbische  Verbindung  mit  etwaigen  in  geistiger  Beziehung 
den  Menschen  ähnlichen  Mondbewohnern  möglich  sei:  denn  bitten  diete 
wirklich  ein  der  Menschenseele  verwandtes  geistiges  Princip  in  sich,  so 
müssten  gewiss  auch  sie  den  im  irdischen  Bereich  so  berühmten  Sati 
des  Pythagoras,  nicht  minder  dessen  vorhin  erwAhnteo  Beweis  erfnn- 
den  haben,  so  dass  man  nnr  eine  in  genügend  grossem  Maasestabe  und 
in  passenden  Farbencontrastcn  gewählte  Anpflanzung  der  BeweisfigDt 
auf  der  Erde  ansEufilbren  habe,  um  bntd  in  der  auf  dem  Monde  ge- 
Bcbebenden  Reproduction  derselben  Figur  die  Antwort  nuserer  Traban- 
tenbrüder  und  den  Anfang  einer  Correspondenz  mit  denselben  verwirk- 
licht zu  sehen. 

Nuu,  der  letztere  Vorsehlag,  falls  er  jemals  ernstlich  gemeint  war, 
geht  doch  von  der  Annahme  aus,  dass  der  Pythagoreische  Satz  und  gar 
ancb  dessen  Beweis  durch  den  alten  alexandrinischeo  Mathematiker  ein 
notbwendiges  Product,  ja  die  Kenntniss  davon  ein  Attribut  des  toenach- 
Itcben  Geistes  sei.  Wohl  möchte  man  beim  Durchlesen  von  Werken  Bb«r 
Geometrie  oder  beim  Anhören  von  mathematischen  Unterrichtsstunden 
der  Gegenwart  auch  zuweilen  meinen,  dass  die  betreffenden  Verfass« 
oder  Lehrer  einer  fast  ähnlichen  Ausicbt  huldigen,  da  sie  den  Inhalt 
aad  den  Beweis  unseres  mehrfach  erwähnten  Satzes  so  nn vermittelt  den 
Lemeaden    überliefern.      Ke   gx«\tV  ^&  m^VT^w^V«!  V«wi<^h«t    den   soeben 


Historisch -literarische  Ahtheilung. 


Ein  Beitrag  zur  GeBchichte  der  griechischen  Geometrie. 

Von 

P.  Treuti.ein, 


Im  vorliegenden  AnrsBlze  werde  icb  versnchen,  du  folgende  scheio- 
bkr  dreigliedrige,  aber,  wie  eich  heranss teilen  wird,  io  sich  doch  einheit- 

IUche  Thema: 
„Der    besondere    P]rthB.goreiBche    Lehrsats   —   die 
y  aablenmäBBige  Bestimmung  von  rationalen  Seiten  des 

,  rechtwinkligen  Dreiecks  —  das  aweite  Buch  derBle- 

^  mente  Euklid's" 

rtekstcbtlich  seiner  geschichtlichen  Entstehang  nnd  Entwickelang  einer 
erneuten  Bebandlnug  zu  nnterzieheu.  Zwar  haben  in  den  letzten  zwei 
.Tahrsehnten  Forscber  wie  Cnntor,  Roth,  Bretachneider,  Hankel, 
Günther,  znm  Theil  wiedetbolt,  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäf- 
tigt, und  es  ist  das  Ergebniss  ihrer  Unteranchungeu  in  dem  so  ver- 
dienstlichen Werke  von  Cantor,  „Vorlesungen  über  Geschichte  der 
Mathematik,  I.  Theil",  niedergelegt,  und  ich  will  auch  sofort  beifügen, 
dass  ich  mit  der  hierin  gegebenen  Darstellung  im  Grossen  and  Ganzen 
einverstanden  bin.  Aber  mir  scheint  es,  als  ob  die  jetzt  geltende  Auf- 
faBBung  fiber  die  geschichtliche  Entwickelung  des  heregten  Gegenslandea 
eine  Btnfe,  nämlich  die  anl^nglicbe  Induction  bei  der  Genesis,  ausser 
Acht  lasse  oder  wenigstens  nicht  genügend  hervorhebe;  aus  diesem 
Grunde,  nnd  weil  überhaupt  die  Art,  wie  ich  mir  die  Entstehung  der 
Sache  denke,  der  unmitlelbar  sinnlichen  Anschauung  mehr  Spielraum 
gewXhrt,  also  auch,  wie  ich  wenigstens  meine,  der  geRchichtÜcben  Wahr- 
heit näher  kommt,  ferner  weil  ich  zugleich,  wenn  auch  nur  in  anter- 
geordneieu  Punkten,  tbais&chlicbe  Ricbtigstellangen  zu  hriDgen  vermag, 
80  wage  ich,  den  Gegenstand  hier  zur  Besprechung  zu  bringen.  Und 
wenn    ich    zuweilen    speciell    gegen    Cantor's  iJarsteliung  mich  wenden 

kjrerde,    so    mSge    der    geehrte   Mitheranftgebfti    u.i\Ä  jeifti   *.xii«i*  \i»»e\ 
L      OM-At  ^blUg.  d.  gtlUebt.  l.  Milh.  n.  Pfaxa.  SXVIU,  «.  ^^ 


DTeieckezfthlRn,  der  FUchen-  und  Kfirperashlen^)  milGsten  nllein  Bchon 
zu  der  Annahme  fuhren,  dass  die  Pjthagorecr  die  ohnedem  wohl  für  das 
praktische  Rechnen  gebiaachten  Becheneteine  anch  zu  zahlentheeretjschen 
DnterBQchuDgen  halb  wissenechaftlicher,  halb  mystischer  Katar  verwendet 
haben.  Allein  es  wird  auch  ftlr  die  altpythagoteiBche  Schule  direct  über- 
liefert'), daaa  „Eurylns  die  Bedeutung  der  einzelnen  Zahlen  dadarcb 
beweisen  wollte,  A&bb  er  die  Figuren  der  Hinge,  die  sie  bezeichnen  soll- 
ten, ans  der  ihuen  entsprechenden  Anzahl  von  Steinchen  zusammensetite", 
und  bei  Aristoteles  findet  sich  aach  mit  Bezug  auf  die  Pytbagoreer 
die  andere  Stelle^),  wo  es  beißet:  die  Einen  führen  die  Zahlen  anf 
Figuren  wie  das  Dreieck  und  Viereck  zartick. 

Es  wird  also  der  Wahrheit  entsprechen,  wenn  ich  annehme,  dau 
Pythagor&s  schon  in  solcher  Weise  vorging  and  sich  würfeirörmige  oder, 
da  „anter  den  ebenen  Gebilden  der  Kreis  am  scbÖDSten ",  unseren 
Damenbretts leinen  ähnliche  Steiu  ■  oder  Holzplätteben  bildete  nnd  diese 
«neinander  reihte.  Die  Unterscheidung  in  „gerade"  und  „ungerade" 
nnd  die  Tielleicbt  unmittelbar  sieb  anschliessende  Eintheiinng  in  ver- 
schiedene Unterarten^)  ergab  sich  leicht.  Die  Aneinanderreihung  ferner 
nach  Art  von  Fig.  1   und  2  ergab  höchst  einfach  nicht  nur  die  bildliche 


Darstellang  der  natürlichen  Zahlen,  sondern  auch  di 
formen  des  gleichseitigen  und  des  gleichschenklig  recht' 
nicht  minder  aber  auch  die  Begründung  dafür,  die  so 
kommenen  Zahlen 

1,  3.  6,  10,  15,   ...,  "^"~   ' 


mit  dem  Namen  der  Dreiec 
Andersartige  Anordnung 


kssahlen 


*  So  findet  auch  der  Bericht  des  Lucian  (vergl.  Cantor  Gesch.,  8.  lU) 
seine  einfachate  Erklärung.  Derselbe  berichtet  nämlich,  Pythagoraa  habe  Einen 
ilkhlen  lassen.  Dieser  sagte  also^  ,.1,  S,  S.  1",  worauf  Pythagoras  (taxwischeo 
fahr:  Siebst  du?  Was  du  für  4  hältst,  das  ist  10  nnd  ein  ?ollsfitodigea  Üreiedc 
and  UBMer  Eidacbwurl    (Tergl,  ^e  mrte  Gea\a.\taai%  va  Yi%.  V^ 
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nSmIich  allmälige  Rändernog  dar  Viftrlelanmralimiiiig,  d.  b,  Zuflignog  von 
ungeraden    Anssalilpn    von    Rechen  steinen    in  Gestalten   je  eines  Winkel- 


nons),    führtf 
ladrates   und 


zahlen 


I  als  Summe    ' 


den    in    ibi 
1,  4,  9,   16,  25, 
nngeraden   Zahlen,    wen 


-  Einheit  ansging,    : 
eich    darstellenden  Qnadri 


der  Zweiheit 


also: 


Ials  : 
.. 
■iiBging  (Fig.  4),    zu    der  Form   des  Rechtecks   und    zu    den   in   ihr  sich 
jjkrstelleiideii  sogenannten  heteromeken  Zahlen 
I  2,  6,  12,  20,  30,   ...,  n(f,-l) 

all  SnmmeD  der  je  von  2  ab  genommenen  geraden  Zahlen. 

Dass  sieb  hier  anch  die  Äbleiinng  gewisser  mystischer  Eigenschaften 
der  Zahlen  anschlnss,  bedarf  nur  der  Erwähnung. 

4.  Diese  einfachsten  AneinandeTfilgnngen  von  Rechensteinen  führten 
nnn  zugleich  auch  zum  gleichseitigen  DTei^ck,  gleichschenklig  rechtwink- 
ligen Dreieck  und  Qaadrat,  als  den  Grundfignren  von  gewisser  Regel- 
sigkeit,  d.i.  innerer  Harmonie,  und  es  ist  naheliegend,  anzunehmen, 
i  diese  Grundfigaren 


Mwie   ihre  Hälften 


taia  Pjtbagoras    ebenfalls  in  Holz  oder  sonstigem  Stoffe  geformt  wur- 
m   auch    durch   deren    An  ein  and  erlegen    die    froheren  und  neuere. 


ASIkÄa^ 


^ 


etwa   Fig 


Ent- 


uammengesetztere  Figuren    abzuleiten, 
Hebung  nnmiltelhar  ersichtlich  ist, 

5.  Waren  je  nach  den  verschiedenen  Mer 
Einheiten,  entsprechend  den  obigen  Figuren   I 
grosse  Platten  gebildet,  so  gaben  sich  bei  dere 
dann    beim  Nachzeichnen    im  Sande   deutlich  auch  die  Gnomonen  kund. 
Dass  gerade  solches    „Anlegen    von   FlKcbeit,   \hT  \^ei\ift\w^i\<A««&\  ''^os- 


^ngen  von  zusammengefügten 
ind  4,  auch  verschieden 
,nd  erlegen. 


214  Hütoiitch-litemiulie  Abth«tlttog. 


Zu  rück  bleiben  (t)  ri  nagaßol^  täv  xüop^'i"'  ><>•  <i  i^tp^oiij  xal  q  IXlti««) 
ftllerlbämlich  and  ErfiDtinDgea  Pytbagoriscber  Mose  sind",  ist  nna 
wörtlich  überliefert  nnd,  wie  icb  glauben  möchte,  für  die  früheate  StDfe 
gerade  *Dch  von  der  Modellbeniitiung  zu  verstehen.* 

ng.  <o.  Einer  der  einfticbsteo  Fälle  aeigte  die  Ei  gen  tbam  liebkeit, 

*  *  *  *J^|  dass  auch  das  Ueberschiessende  ehensoviele  f^ioheiten  enthtlt, 
****[*  als  eine  der  ersten  gebildeten  Quadrattafeln,  d.  h.' dus  der 
»»»'•'    Gnomon  (Fig.  10)  selbst  «ine  Qaadrataahl **  ist,  nSmlich 


*  Durch  solcbe«  Aueinanderleg^en  tmd  wiederam  Zeriegea  von  mit  Zftbia 
id«ititcbeD  FKlthen  wurden  gewiBB  «ach  arithmetische  SätEe  gäfttnden;  wie  diei 
geschah,  mOge  an  den  folgenden  zwei  Beispielen  erläutert  werden. 

yj    g  AogeDommen,  ea  wurden  cwei  aafeinaDder  folgende  Oeatat- 

i  m  »  •  .  •  >*•  ^^  der  oben  erwähnten  Fig.  1  aneinander  gelegt  (Fig.  S),  Gedal- 
•  ••••>••.*  t^g  ^|go,  welobe  DreieckeEablen  bedeuten,  etwa  die  liebente  iimL 


.*^. 


■(^'■¥-¥=-— -'■) 


achte  (d  i.  ^2 +  21^  =  28+38  =  64  =  6' 1,  bo  war  töfOrt  n 


■  ■  ■  ■  •  (i ,  iase  die  eine  rechts  Qberschieasende  Iteihe  unten  angefügt  einQoadrat 
>  vervollständige,  d.  h.  man  erkannte,  in  oneeren  Zeicben  aasgedrückt, 

=  ii(n  — 1  -4-l)  =  n*  Bei,  d.  h.  daia  jede  Dreiecksznhl  mit  der  n&cbrt- 
^"  ■  folgenden  veieinigt  eine  (Juadratiahl  giebt"). 

Ebenso  war  (Fig.  9),  dieaem  Gedankeugange  dee  ZosaniiDen- 
hanges  iwidchen  Dr«ieck«xubl  uod  Quadiatiahl  folgend,  cieialicb 
leicbt  IQ  erkennen,  dasi  jede  QuadratzabI  gleich  dem  am  I  xer- 
•"^a  ■  •[•  •  ■  »-i    grOsaerten  Achtfach«n  einer  Dreieckaaahl  iat");  wie  wir  n&mlich 

Ilt^^s^^tl    Bchreiben,  ist  in  der   Thal  8-^^^^^^^  +  l  =4ii{tt-l)  =  4ii*-4B 
+  l  =  (2n-fl)'. 
"  Cantor  und  ihm  folgend  G-anther  denken  aich")  die  Aoffindimg  dieser 
Thateache   etwaa  andere      Pythagaras  habe  uümtich  eiMgat  SnmmatioiieB  von 
aofgeschriebenen  Zahlenreihen  TorgeDommeni  nOmlich  ho,  wie  er  aua 

1  =  1,    1  +  3  =  4,    l  +  S-fä=9,    ...die  Qaadratiahlen  nnd  an 
S  =  2.    3-i-4  =  8,    8  +  44-6  =  13,   ...  die  heteromeken  Zahlen 
fiud,  ao  habe  er  auch  die  Reihe  der  Qnadratxablen  und  mit  Weglaaeung  i 
die  Beihe  der  ungeraden  Zahlen  nnter  einander  geschrieben  nad  addirt: 
14     9     16    >6    ...        n* 

a    s    7     a    16  ...    a«  +  i 

4     9    16    ä5     36    ...    ln  +  1)* 
nnd  habe  so  wieder   die  Quadratzalilen   gefunden;   er  habe  dann  ancfa  d 
der  Dreieckazahten  angeschrieben  und  darunter  dieselbe  nochmals  mit  Wei 
von  1,  um  so  dorcfa  Summatiun  derselben 

13    6   10  15  ...  J"r.'I? 

;i    6     10     16     !1    ...    "Y" 
4    9     V6    %    W    ...       if 


F 

H  16  +  9  =  25. 

^■Sin  Vergleicben    der   entsprechendea  drei  Quadrattafelo  führte  zam  Ad- 
^r  einaoderftigen  derselbeti;  an  dieser  Fignr,  weiche  also  achon  die  Grnnd- 
figar  zn  der  des  Euklid'echen  Beweise«  war,  ergab  sich  die  Rechtwink- 
Itgkeit  dnrch  den  Augeaschein. 

Nun  will  ich  freilich  nicht  leugnen,  dass  Pythagoras  aus  Äegypten 
her  oder  aas  Babylon  die  Thatanche  wissen  konnte,  dass  sich  durch 
Zasainnien fügen  von  drei  Stäben,  deren  MaasBzahlen  3,  4,  5  sind,  ein 
rechter  Winkel  constrairen  lasse;  aus  meiner  vorhin  gegebenen  Darlegung 
gebt  aber  hervor,  dass  ganz  wohl  aucL  Pytbagoras  selbst  zn  dieser 
Entdeckung  gelangen  konnte.  Dass  sich  jedenfalls  in  seinem  Bewnsst- 
sein,  wie  Cantor  sagt,  die  geometrische  und  die  arithmetische  Wahr- 
heit zu  einem  gemeinBchaftlichen  Satze  vereinigten,  ist  wobl  gewiss. 

6.  Der  Gedanke  lag  nun  nahe,  einerseits  zn  versuchen,  ob  sich  bei 
weitergehender  Ränderurg  eines  Quadrates  wieder  der  Fall  ereignen 
könne,  dass  der  zn  verwendende  Gnomon  selbst  ein  Qnadrat  ist—  und 
dass  dies  durch  Pythagoras  durchgeführt  wurde,  wird  der  Abschnitt  II 
meines  Aufsatzes  zeigen  — ,  andererseits  zu  probiren,  ob  solche  neuea 
drei  Quadrate  zusammengefügt  auch  wieder  einen  rechten  Winkel  ergaben. 
Die  Probe  zeigte  die  Richtigkeit  der  Vermuthnng,  und  nun  erst  dürfte 
^  wohl  der  Gedanke  in  das  Bewusstsein  des  Pythagoras  eingetreten  sein, 
^Hwa  aneh  nmgekehrt  die  Summe  der  Quadrate  der  Kaibeten  jedes  recbt- 

abermals  die  Quadratialilen  «u  erhalten;  ferner  habe  er  auch  die  Reihe  der  Qua- 
dratzahlen eweimal  unter  einander  geechrieben  (das  zweite  Mal  wieder  mit  Weg- 
laesung  von  t  und  nach  deren  Addition 

1       4        »    10     2S     36    ... 

4      9     16    26     36    49    ■■■ 

a  13  XA  41  ei  85  ... 
hachat  auffallende  Ergebniss"  gefanden,  dass  die  Summe  der  Quadratxahlen 
9  und  16  die  nächstfolgende  (jaadratzahl  ä5  ergab,  und  data  nur  bei  ihnen  sich 
diese  Erncheinung  zeigte,  für  uns  heute  lei-cht  begreiflieb,  weil  die  Gleichung 
[a:-l)'  +  K'  =  (3:4-l)'  nur  die  Wurzeln  4  und  0  boBitat.  von  welchen  die  letztere 
natürlich  für  die  Alten  unzulässig  war. 

DasB  die  hier  reproducirte  Art  der  Gewinnung  von  arithmetiach  interessanten 
Ergebnissen  hei  den  neupjthagoreiEchen  Arithmetikem  (etwa  ISO  n,  Chr.)  gebräuch- 
lich war,  steht  fest,  aber  mehr  als  das  beweisen  alle  die  bei  Cantor  a.  a.  0. 
citirteu  Stellen  nicht,  er  aelbet  „wagt  ja  auch  nur  eine  unmittelbar  nicht  auf 
Ceberlieferiiag  sich  stützende  Vermuthnng" ;  ich  will  auch  noch  zugeben,  dasa  die 
ip&teren  Altpythagoreer,  ja  selbst  die  Schüler  des  Pythagoras  derartige  auf  hin- 
geschriebene Zahlenreihen  sich  gründende  Zahlenbetrachtungen  aiiireat*IH  haben; 
was  ich  aber  aU  UDwabracheiulich  bestreite,  ist,  dius  die  Gene 
reischen  Satze«  —  und  darauf  allein  koionit  es  hier  an  —  dera 
Man  konnte  dies  auch  kurz  so  aussprechen:  Andere  glauben,  dt 

TOn  9-(-lt  =  SG,   ich  meine,   dass  die  Erkenntniss  von  16  +  S=  ^M 

|Bm  Pytliagoreieohen  Satze«  geführt  habe.  ^H 
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» 


winkligen  Dreiecks  dem  Qnadrmt  Über  der  Hypoteunee  desselben  gl«i 
flächig  Bei. 

Dass  für  di^e  Wahrheit  aacb  der  Beweis  erbracht  wnrde,  ist  höchet 
wahracbeinlicb ;  wie  dieser  Beweis  aber  gestaltet  war,  ist  darchaus  an' 
bekanot,  obwohl  gern  zngegeben  werden  mag,  dnss  der  hei  Bret schnei- 
der^^)  und  Hankel'*)  sieb  findende  der  Wahrheit  nahe  kommt. 

7.  Zum  ScfaloBse  dieses  AbeeLaitles  seieii  noch  zwei  Bemerkungen 
krilischer  Art  beigefügt.  Erstens  6Ddet  sich  hei  Cantor  die  Tolgende 
Stelt^^):  „.Schwerlich  leitete  den  Pythagoras  das  nach  ibm  benitnnle 
geometrische  Thenrem  anf  seine  arithmetischen  Sätze,  sondern  umgekehrt 
mögen  ihn  die  Beispiele  aweier  Qnadrsi zahlen ,  deren  Summe  wieder 
eine  Qnadratsahl  iet,  auf  die  Relation  zwischen  den  Quadraten  der  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  aaTmerksam  gemacht  haben.'  So  druckte 
sich  ein  deatscher  Gelehrter  (J.  F.  Wurm)  bereits  1S33  aus,  welcher 
vermnthlich  zuerst  diese,  wie  wir  glanben,  richtige  Anschsnnng  von  deoa 
Entwickelongsgange  sich  aneignete."  Für  richtig  halte  auch  ich,  «ic 
die  obige  Darlegung  zeigt,  VFnrm'e  Anffassung;  aher  sie  ist  nicht  von 
diesem  zuerst,  sondern  ist  ein  ViertelJAhrhandert  früher  schon  von  Klü- 
gel  (180S)  ausgesprochen  worden'^):  „Pythagoras  oder  einer  seiner 
Nachfolger  mag  darauf  durch  eine  arithmetische  Frage  gck< 
über  die  Zusammensetzang  einer  rationalen  Quadratzahl  ans 
naien  Quadraten.     Denn.-.". 

Ja  schon  im  16.  Jahrhundert  haben  Einige  denselben 
gehabt.  In  der  von  Clavins  besorgten  Änsgabe")  des  Euklid  nämlii 
(15Sd)  schreibt  Clavins:  .,  Incentio  porro  aämirabüis  atque  pulrhm 
huius  Iheoremniii  ad  Pythagoram  referlur  ...  Forlnsse  atilem  ^^/(/lagoras 
nonnittli  volunl,  ex  numeris  accasionem  sumpsit,  ul  theorema  hör 
if iligarel.  Cum  enim  hos  tres  numrros  3.  4,  ü.iiiligentfr  esifl  corttemplrlus  .  ..". 
Meine  zweite  Bemerkung  soll  sich  anf  die  Frage  beziehen,  wer 
wohl  zuerst  den  der  Wahrheit  am  nächsten  kommenden  Versuch  gemacht 
hat,  den  Gedankengang  des  I'ythagoras  wieder  herzustellen,  soweit 
dieser  den  geometriechen  Beweis  unseres  Satzes  betrifft.  Als  solcher 
Wiederbersteller  gilt'*;  Bretscbneider;  aber  auch  hierin  war  Kitigel 
Vorgänger,  da  er  sich'^)  folgendermassen  ausspricht  ^SOS):  „Die  Be- 
merkung, dasB  das  Quadrat  der  Ilypotenusfi  eines  gleichsehen keltgen 
rechtwinkeligen  Dreyecks  doppelt  so  gross  ist  als  das  Quadrat  einer  der 
gleichen  Katbeten,  war  leicht  gemacht,  ohne  Zweifel  früher  als  der  all- 
gemeine Salz  gefunden  ward.  Man  konnte  also  auch  die  Seit«  de«  vier* 
fachen  Quadrates  u.  s.  f.  in  verdoppelter  Fortscbreitung  finden 
man  ist  durch  eine  zofSUige  leichte  ConGtruction  darauf  gerathi 
indem  man  in  ein  Qaadrat  ein  anderes  einzeichnete  und  die  Theile 
glich,  vielleicht  gar  folgendergefiialt"  ~  und  nun  giebt  er  genau  Fi 
and  Beweis  wie  Bret  seh  neiiei  ».».0.,  ^ü^  «.Vt^r  alabald  such  hinan, 


i 


vier- 

1 
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er  diesea  Beweis  aas  einem  engligt^heo  Lehrbuch  der  Geometrie  » 
ry  Boad  (Loodoa   1733)  entuehme*"). 


Des    Fythagoras    und   Flaton    Vorschrift    zur   zahleninässigen 
BeitimmuDg  von  rationalen  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecka. 

8.  Euklid'»  Cramentatnr  FrokUs  (gPBt.  -185  u.  Clir.)  schreibt  dem 
Pytbagoras  die  folgeude  Rfgel  zo  bebnfs  beqnemer  Angabe  von  gan- 
zen Zahlen,  welche  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sein  können: 
„Man  nimmt  die  gegebene  ungerade  Zahl  ats  die  kleinere  Kathete  an; 
Ton  dem  Quadrate  derselben  die  Einheit  snbtrabirt  and  der  Rest  halbirt, 
giebt  die  grössere  Kathete;  ku  dieser  die  Binkeit  addict  giebt  die  Hypo- 

^^  tenoae," 

^^  Woher  stammt  solche  Methode?  —  ist  die  naheliegende,  ancb  wohl 

^^Hcbon  oft  aufgeworfene  Frage. 

V  Nesselmanu  nennt")  sie  zwar  „eine  Theorie,  »eiche  in  der  spä- 

teren Arithmetik  von  nnberechenbarem  Einflnss  geworden  ist  und  einen 
hohen  Grad  von  Berilhnitbeit  erlangt  liat",  kleidet  anch  die  Regel  in 
moderne  Zeichen  und  zeigt,  inwiefern  sie  nur  besondere  Fälle  von  Drei- 
ecken giebt,  er  sagt  aber  kein  Wort  darüber,  wie  Pytbagoras  dazn 
gelangt  sein  möge. 

Ärneth  scheint")  diese  Vorschrift  „ganz  das  Änseeben  zn  faaban, 
als  ob  auch  sie  aus  dem  Orient  gekommen  wäre". 

Rötb  mag  wohl  zoorst^')  den  folgenden  Weg  als  den  des  Entdeckers 

iakizzirt  haben.  Soll  nSmlich  b^ -i- c^ ^  a^  werden,  dann  —  so  habe  sich 
Pytbagoras  gesagt  —  moss  c*  =  fl* — 6' =  (a  +  fc)(fl  — 6J  sein,  d.  h 
H  müssen  (a  +  b)  und  (a  —  li)  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein  und' 
imgleicb  derart,  dass  ihr  Frodnct  eine  Quadratzahl  ist,  d.  b.  (n+^)  nnd 
nn 


-b)  mUssen  bez.  die  Form  —  nnd  ~   haben;  dadurch  muss  i- 


und   6=—= sein,    nnd  es  wird  ct=— ^-     Die   besondere  Kegel    des 

2y  '  y 

iPythagi>ras  ergebe  sich  durch  die  besondere  Annahme  von  ^s=}'  =  l, 
M  dass 
.  «"+1  «»-1 

[  '="■  °=^'  '"^ 

bt,  worin  denn  auch  liege,  dass  Pytbagoras  von  o  als  einer  ungeraden 
!2ahl  ausgehen  müsse. 
Cantor   hnt  diese  Darstellung  erst")  seihst  übernommen,   spater'*)- 
sie  etwas  abgeändert  nnd  dadurch  etwas  annehmbarer  getT«o">>t      Nämlich 
der  erst  ausgesprochenen  Bedingung  werden  ((i-|-b)  ni  fach- 

sten   Falles  dadnrcb  grnilgen,    dass  sie  Pytbagoras  er 

Quadrataahl   f*  und  gleich  der  Einheit  setzte,   ao 
irade,  auch  c^  somit  auch  c  ungerade  s«\ 
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kam  die  Foi-meldee  Pytbagoras  daraafliiDaaa,  (26  +  l)*  =  (ii  +  l)Kl 
an  setasen  nnd  darnach  aaa  (23  +  1)'=  (0  +  6)  und  l  =  (ii  — 6)  die  Wertho 


-  nnd  ' 


zu    ermitteln,    welche   snaammen 


mit  c  =  2d  +  l  die  gesteUle  Aufgabe  lösen.  Die  Formen,  in  welchen  6 
nnd  1  auftreten,  entsprechen,  wie  man  eofort  erkennt,  genau  dem  Wort- 
laute der  Angabe  des  Prokln«,  was  immer  ein  günetiges  Vomrtbei!  ffir 
die  Richtigkeit  eines  Wiedrrheratellungsversuches  "gewährt  ..."  —  Can- 
tor  selbst  eihebt  (B.  8.  109)  betreffs  der  ersteren  Formalimng  als  m5g- 
liehen  Einwand,  „ob  wohl  die  Griechen  ( —  will  sagen  Fytbagoras  — ) 
im  Stande  waren,  aus  Summe  and  Differenz  zweier  Zahlen  die  Zahlen 
selbst  zu  finden".  Aber  wenn  man  auch  mit  ihm  diesen  Einwand  ala 
hinISllig  betrachtet  (selbst  ohne  dass  es  nötbig  wSre,  auf  Aegypten  zu 
verweisen),  so  durfte  wob!,  eclieint  mir.  jeder  Leser  das  vorgebrachte 
Rabonnement  als  zu  modern,  aU  zu  knnstreich  für  Pjthagoras'  Zeit^ 
ansehen. 

Btetschneider  zieht**)  auch  hier  die  Erklärung  dorcb  eio 
eiperimentirendes  Verfahren  vor.  Ibm  scheint  „die  Auffindung  diei 
Regel  ausnehmend  einfach,  wenn  Pythageras  den  arithmetischen  Satz 
kauntP,  dafis  die  Summe  der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zsblen 
die  Reihe  der  Qaadratzablen  liefert  ...  Denn  schrieb  er  sieb  die  Reihe 
der  natürlichen  Zahlen  und  die  ihrer  Quadrate  untereinander  nnd  be- 
inter  jeder   QuadratzaUl    ihre    Differenz   mit   der  nach  folgen  den. 


iiesB^^* 


z.B. 

12     3      4       5 

1     4     9     16     25 


10       II 


12 
144 


3    5     7 


11     13     15     17     19     21       23      25 


13    . 

169  . 
27    . 


so  ergab  sich  seine  Regel  von  selbst,  wenn  er  in  der  natersten  Beiha 
diejenigen  Zahlen  aussuchte,  welche  selbst  Qaadratzahleu  sind.  Die 
Grundzahlen  der  letzteren  gaben  ihm  stets  die  kleinere  Kathete,  wXhrend 
die  beiden  über  ihr  stehenden  nnd  sie  einscbtieBsenden  Zahlen  die  Qua- 
drate der  beiden  anderen  Seiten  und  somit  letztere  selbst  lieferten.  Auch 
ist  es  bei  dieser  Annahme  von  selbst  klar,  weshalb  Pythagoras  seine 
>  fasste,  wie  sie  Proklos  uns  angiebt.  Denn  er  hXtte 
len:  ,man  addire  und  snbtrabire  die  Einheit  zu  nnd  von 
ungeraden  Zahl  und  halhire  die  erhaltenen 
beiden  anderen  Zahlen '.  Offenbar  aber 
inmittelbar  an  das  vorstehende  Scbema  aq; 
schliessend,  als  die  von  Pythagoras  gegebene". 

Auch  Bau kel  scheint  die  erwähnte  Methode  „ihren  DrapniDg  aof 
deutlich  an  der  Stime  an  tragen",  und  er  erkiflrt  sieb  im  WesentliclM 
tär  firetscbneider'B  AtiffaMun^*'^. 


Regel    gerade  sc 
auch  ssgen  können -.  , 
dem  Qnadrale  der  geg 
Resnltate,    so    erhält    1 
wSre  diese  Fassung  nicht  g 
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I  Günther'^)  Dtsst  sich  anf  eine  Etkllirnng  nicht  ein;  aber  auch  er 
■oheint  das  an  bingeschriebenen  Zahlenreihen  experimentirende  Verfahren 
für  eine  solche  beiziehea  zn  wollen,  nnr  dnss  er,  den  oben  (Anmerknng 
in  S.214)  angedeuteten  Gedankengang  weiterfilhreod ,  die  nachstehende 
Anordnung: 

1  4  9  16  25  36  49  64  Sl  lOÜ  121   144  169  196  225  256  ... 

»14     9    16  25  36  49    64     81    100  121   144  169  196  ... 
1       4       9      16     25     36     49    ... 
gebildet  nnd  so  die  beiden  neuen  Gleichungen 

25  +  144=  169.     36  +  64=  100 
gefunden    denkt;    entsprechend   ktinne   dann    rein    empirisch    die   Ansahl 
■olcher  Relationen  vermehrt  worden  sein, 

»9.  Mir  scheinen  alle  solche  WiederkerstelluDgeverauche  von  Pytha- 
goras'  Gedankengang  verfehlt,  sofern  sie  den  Boden  des  Experiments 
Terlassen,  xa  abstract  aber  nnd  erst  einer  zweiten,  späteren  Stnfe  der 
Entwickelnng  angehorig,  sofern  sie  die  unmittelbare  Anschauliuhkeit  der 
Ableitung  ausser  Acht  lassen.  Ich  niJichte  mich  deshalb  in  Weitet- 
führung  der  oben  (in  l)  entwickelten  grundlegenden  Auf- 
fassung ftir  folgende  Entstehnngsart  entscheiden. 

Pythagoras  —  oder  wer  sonst  diesen  Weg  des  experimentalen 
Forschens  zum  ersten  Male  ging  —  sah  und  zeigte,  dass  die  Viertels- 
nmrahmnng  oder  Kändernng  eines  mit  Becbensteinen  besetzten  quadra- 
tischen Feldes  wiederum  znr  Geetallnng  eines  Quadrates  FUbre,  nnd  als 
er  bei  16  +  9=^25  den  besondern  Fall  erkannt,  dass  die  Snmme  zweier 
Quadrate   wieder  ein  Quadrat  sei,    da  lag  die  Frage  nahe,    ob  sich  dies 


I 


Flg  W. 


auch  weiterhin  ereignen  könne,  und  sie  spitzte  sich 
die  Ränderungszahl,  d.  i.  der  Gnomon,  eine  quadratische 
Zahl  sein  kSnne.  Dass  dies  nicht  jedesmal  der  Fall  (z.B. 
Fig.  11),  war  leicht  zu  sehen;  ebenso  leicht  aber  auch, 
dass  dies  mit  Absicht  hergestellt  werden  konnte  (z.  B. 
Fig.  10  oder  12),  indem  man  nur  eine  ungerade  Qua- 
dratzabl  als  Ränderungszahl  auswählte;  die  im 
Sek  stehende  Einheit  weglassend,  hatte  man 
iwei  gleichviele  Einheiten  zählende  Ausatz- 
reiben, nnd  in  der  Anzahl  der  Einheiten  einer 
derselben  hatte  man  dann  auch  naturgemäss  )2 
die  Zahl,  welche  der  Länge  der  einen  Quadrat- 
ieite  (der  einen  Katbete)  entsprach;  die^e  Zahl 
nro  1  rergrjissert,  gab  die  Länge  der  grSsston 
Quadratseite  (der  Hypotennee),  und  die  Grnnd-  -"  '  '  "  '-'  "  • 
sahl,  deren  Qnadrat  anfänglich  als  Rändernngssahl  ansgewtblt 
natnrgemSas  auch  die  Länge  der  kleinsten  Qnadratseile  (de' 
Kathete). 
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80  dOrfte  wohl  am  einfschsten  das  Ausdenken  der  berfihmten  Pjthm- 
goreiBcheo  Regel  sich  entwickelt  haben,  und  mir  Bcheint,  dass  aaT  meinen 
WiederherstellangsverBnch  die  oben  (S.  217  n.  2J8)  betreffs  eines  gUo- 
etigen  Vorurtheils  fiir  einen  solchen  cilirlen  Worte  von  Bretschneider 
und  Cantor  mit  Fug  nnd  Recht  ibie  Anwendnng  finden  können. 

10.  Gleichwie  dem  Pythagoras.  so  schreibt  Proklne  Aach  dem 
Piaton  eine  Regel  zu,  nm  ganzzablige  Werthe  für  die  Seitenlangen  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  zu  finden.  Er  sagt  njimlich:  „Mna  nimmt  eine 
gerade  Zahl  an  and  setzt  sie  gleich  einer  der  beiden  Katheten^  fixi 
dieselbe  balbirt,  die  HäKte  qnadrirt  und  zn  diesem  Qnadrate  die  Einheit 
addirt,  so  ergiebt  sich  die  Hypotennse;  wird  aber  die  Einheit  vom  Qua- 
drat Bnbtrahirt.  90  erhalt  man  die  andere  Katbete.''  _ 

Wie  ist  diese  Fassnng  der  Regel  entstanden? 

Arneth  verzichtet  auf  einen  Erklarnngsversnch**);  Cantor 
findet  in  seiner  ersten  Darstellnng^),  wenn  wieder  die  8.  217  verweil^ 
ten  Zeichen  gebraucht  werden,  dass  man  dort  nar  ß^^^yssi  ed  aet* 
habe ,  so  dass 

c=.,      „=|'+1,       .  =  ^'-, 

wird;    in  seiner  zweiten   Darstellang^')    aber  sagt  er,    dase  die  Annafa^ 
von    (a  —  h)  =  2    zur  Folge   hatte,    ("  +  *)    gleich    dem    Doppelten 
Qnadratxahl    (=^2e^)    oder   gleich    der  HXlfte   einer  geraden  Qnadratu 

f  =  -  1  setzen  zn  müssen,  so  dass  also  von  selbst 

wurde.    —    Bretschn  eider    endlich    sprichf  sich    dabin    am^, 
„leicht   zu   sehen,    dass  Piaton    nnr  die  Zahlen,    welche  bei  der  I 
des  Pythagoras  angewendet  werden,  zu  verdoppeln  braachte,  nm  sofort 
die  von  ihm  selbst  anfgeslellte  Regel  xq  erhalten". 

Anch  ich  meine,  dass  in  gewissem  Sinne  nnr  an  ein  Verdoppeln  «n 
denken  war;  aber  dem  vorhin  Dargelegten  entsprechend  scheint  mir  die 
einfachste  Erklärong  die,  rlass  der  Erlinder  des  Verfahrens  versuchte,  ob 
nicht  auch  bei  zweizeiligem  UmrKndern  des  Quadrates  (Fig.  13),  was  ja 
PtB^iJ.  jedenfalls  zu  einem  neneo  Quadrat  führen  mnsste,  der 

Gnomon  selbst  auch  einer  neuen  Quadratzahl  identisch 
sein  könne.  Er  nahm  ihn  demnach  als  solche  an; 
diese  Quadratzahl  enthielt  dann  das  aus  vier  Einheiten 
bestehende  Eckquadrat  sammt  den  vier  je  gleichviel« 
Einheilen  zählenden  Ansatzreihen  [d.  i.  =  4  +  2i +  2d 
=  4(a-fl)|,  so  dass  die  Seite  des  dem  Gnomon  iden- 
tischen Quadrats  ala  eine  gerade  Zahl  sich  darstellte  und  dass  der  vierte 
Theil  dieses  Quadrats  oder,  was  dasselbe,  das  Quadrat  der  UXifle  seiner 
ßeite   [d.  i.   ("-(-1)]    die  um   1    vetgiaeserta  &.Ti-i.t.U\  von  Einheiten   dea 


I 


Eid  Beitrag  anr  Oesohicfate  der  griecbiachen  Qeometrie.         221 

nreprÜDglicben  noch  nicht  umränderten  Qa&drats  zur  Seite  hat;  eine  Ver- 
mioderung  oder  Vermehtnng  dieser  Seite  je  nm  1  giebt  also  die  Seite 
des  nTsprlinglichen  kleineren,  bezw.  die  des  nea  gebildeten  grössercD 
QnadrateB  [d.i.  a  oad  {a  +  2)]. 

Man  wird  wohl  aach  dieser  Wiederherstellung  das  Zengniss  der 
Natürlichkeit  nnd  Ungezwungenheit  nicht  versagen  können. 

Es  erledigt  sich  mit  ihrer  Annahme  auch  die  von  Bretschneider 
(b.  a.  O.  S.  140)  aufgeworfene,  aber  unentschieden  gelassene  Frage,  „ob 
Platon  seine  Regel  streng  bewiesen  oder  sich  luit  einer  Indnclion  be- 
gnägt  hat":  die  Kegel  wurde  eben  durch  Indnction  gefanden,  aber  diese 
Indnction  war  liier  ihrer  Natur  nach  gleichwertbig  mit  dem  Beweise. 

Und  auch  die  audere  von  Roth  (II,  527)  zur  Discnssion  gebrachte 
Frage,  ob  nicht  die  beiden  Verfahrnngsw eisen  zur  Auffindung  rationaler 
Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  gleicher  Zeit  entstanden  sein 
möchten,  ist  trotzdem,  dass  nach  altüberlieferten  Zeugnissen  die  eine 
dem  Pythagoras,  die  andere  dem  Platou  zugeschrieben  wird,  gar 
nicht  so  unbedingt  zu  verneinen,  wie  dies  Cantor  gegendber  Roth 
thut^);  denn  nach  meiner  Auffassung  wenigstens  über  die  Entstehung  wäre 
man  berechtigt,  sieb  zu  wundern,  wenn  nicht  beide  gleichzeitig  aufgefun- 
ieu  worden   wSren.* 

m.   Das  zweite  Bnoh  der  Elemente  Enklid'a.  —  11.  Bretschnei- 
r'a  Untersuchungen  über  die  Geometrie  uud  die  Geometer  vor  Euklid 


Et  wäre  sogar  auch  denkbar,  dass  man  noch  andere 
analoge  Regeln  zu  firnlen  vermuthet  habe,  freiticb  aus  dem 
sofort  zu  erwähnenden  Urunde  nicht  gefunden  hat.  Versuchte 
man  näaillch  das  im  Teit  i^weimal  angewendete  Verfahren 
auch  so  weit  auszudehnen,  dass  man  duruh  dreimaliges  Um- 
riLndern  wieder  zu  einem  Quadrat  gelangen  wollte  (Fig.  U), 
•0  müeste,  iu  uuiieren  Zeichen  ausgedrückt,  9  +  3a4-3a  =  ü 
X(2<i  +  3)  eine  IJuadratiahl  sein,  also  eine  durch  3  theü- 
bare  ungerade  Zahl,  d.  h.  die  zu  quadrirende  Zahl  niüaste  ein  ungerade«  Vielfaches 

TOn  3  sein,  etwa  x.  Dieses  2  quadrirt,  *'.  dann  durch  3  dividirt,  — ,  dann  3  snb- 
UaiÜTt,  v~S,  giebt  eine  gerade  Zahl  (=Za),  deren  Hälfte  das  gewünschte  aist; 
(s+a)  ist  dann  die  dritte  gesuchte  Zahl  Z.B.  (  =  9,  s*  =  81,  -^-3  =  24,  H&ifte 
=  13,  somit:  !),  13,  15.  Allgemein:  e  =  3(2n  +  I),  «*  =  914n*  +  4n  +  l),  -r~3 
=  ian'-t-12n,  Hälfte  =6fi(N  +  l),  so  dais  als  die  drei  die  Aufgabe  erfailenden 
a  sich  berausetellen: 

3(!»  +  l),     6n(»  +  l),     3(2h'  +  2ji  +  1 
an  +  1,        2li(n  +  l),       aM'  +  2fi  +  l 
I,  b.  auf  die  durch  Pytbagoras'  Regel  zu  beslimoieude  Zahle 
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faabea  die  „E'^nieDte"  des  Letzteren,  eo  sehr  sie  auch  von  Gi^sicbt»- 
ptinkte  der  Logik  aus  wonderbar  einheitlich  anfgebant  sind,  gleichwohl, 
WB9  geschichtliche  Entwickelong  belrifft.  als  eine  An-  und  Ineinander- 
fügnog  von  Sutz-  nnd  CouBtractionsgruppen  recht  verschiedeneD  Alten 
erkennen  lassen.  So  hat  Bretachneider  selbst  die  Änadebnnng  dea 
PfthagoreiBchen  Satzes  anf  spitz-  und  stnmpfwinklige  Dreiecke  (Enkl.  It, 
12  a.  13)  als  vorenklidisch,  ja  vorhippokratisch  (aUo  vor  der  Zeit  um 
410  V.  Chr.)  nacbgewiesen;  er  hat  auch  die  richtige  Empfindang  gehabt, 
daSH  der  weseotliche  Gehalt  des  zweiten  Bnches  überbanpt  Torenklidiacb, 
ja  fast  pythagoreisch  zu  nennen  ist,  indem  er  sich  dabin  ansspracb"),  das« 
die  genannte  „Erweiterung  der  Planimetrie,  mit  welcher  der  Natnr  der 
Sache  nach  die  Eotwickelnng  der  meislen  Sätze  des  zweiten  Boches  der 
Eokltdischen  Elemcsie  zosammeohäugt,  ist  demnach  ein  Verdienst,  «^ 
ches,  wenn  nicht  den  unmittelbaren  Schülern  des  Pythagoraa,  so  dfMH 
wenigstens  der  zweiten  Generation  derselben  zuiallt." 

In  der  That,  es  wird  dies  nicht  leicht  bestritten  werden  können, 
nnd  wenn  auch  Bretscbneide  r  nur  von  den  ,, meisten  SStzen ''  des 
zweiten  Bncbes  im  angeführten  Sinne  redet,  eo  glaube  tcb  zeigen  in 
kfinnen,  dass  man  mhig  die  „meisten"  durch  ,,alte"  ersetzen  kann. 

Dies   nachzuweisen,    ist   die    Absiebt   dieses    dritten    Tbeiles 
Aufsatzes,    uud    zwar  möchte    ich  im  Einzelnen,    Satz   um  Satz,    eeigen, 
dass  jeder   derselben   ein    natürliches  Ergebniss   derjenigen  Art 
trachtnngen  war,  wie  ich  sie  oben  als  für  Pythagoras  nnd  seine  Schi 
giltig  dargelegt  habe. 

12.  Ich  machte  die  einfache  Annahme,  daaa  die  eraten  Unteraacb- 
nngen  znr  Zeit  des  Pytbagoras  an  die  Aneinanderreihung  von  Kecben- 
steinen  sich  anknüpften  und,  wenn  sie  sonach  auch  einen  geometriecbeo 
Hiatergrund  hatten,  doch  im  Wesentlichen  arithmetischer  Natur  waren. 
Das  Bestreben  nach  rascherer  Darstellung  der  Recbensteinstreifen  in  Vei^ 
bindnng  mit  der  Freude  am  Studium  der  Formen  an  sieb  führte  gewin 
bald  dazu,  bieg  Rechtecks-  nnd  Quadrat-Figuren  als  Substrate  der 
bezüglichen  Zahlen  zu  zeichnen  uud  so  die  Betrachtung  zu  einer  rein 
geometrischen  umzugestalten. 

Nun  war  die  quadratische  Zahl  ein  Quadrat,  die  rechteckige  Zahl 
ein  Rechteck,  dia  Ränderungszahl  ein  eigentlicher  Gnomon,  eine  dem 
Winkelbaken  vergleichbare  Fläche  geworden,  und  was  man  seither  viel' 
fach  geübt,  ohne  besondere  Redewendungen  dafür  zu  gebrauchen,  ward 
nun  in  bestimmten  suhulmässig'en  Ausdrücken,  in  LebTsilaeu  fixirt:  1. 
dass  ein  Rechteck  in  mehrere  gleichhreite  zerlegbar  sei;  2.  dass  ein  Qua- 
drat in  Rechtecke,  und  3.  dass  auch  ein  Rechteck  in  zwei  Theile,  in 
ein  Qnadrat  und  ein  überschieseendes  Rechteck  aerlegt  werden  könne; 
4.  dass  der  Gnomon,  welcher  einem  Quadrat  sagefttgt  werden  tnOase,  nm 
dMaatlbe  in  ein  grösseres  Qaadt&t  m  'veitoä^Tn,  aus  awei  gleicbgittaaen 
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Beufatecken  und  eiaein  Qaadrat  bestehe  (Fig.  15);  5.  dase,  venu  einem 
Qaadrat  da^  ganze  durchgeheade  Rechteck  eines  GnomonB  heideraeita 
angefügt  werde  (F'ig-  16),  das  Ergebniss  der  Summe  zweier  Quadrate 
gleichwertbig  sei,  und  endlich  6.  war  es  anch  nar 
ein  Feststellen  deesen,  was  man  bei  wiederholtem 
TJmrKndern  eine»  Qaadrats  so  oft  hatte  auftreten 
sehen,  dass  nHmlich  (Fig.  17}  ein  zweimaliges  An- 
fügen desRecbtecks  ß  an  das  Quadrat  a  ein  ilber- 
schttseiges  Quadrat  giebt,  dass  aber,  wenn  man  dieses  als  y  anfügt  und 
darauf  noch  die  Lfluken  durch  die  zwei  mit  ß  gleichen  Rechtecke  ö  ans- 
fiitlt,  daas  dann  wieder  ein  Quadrat  entstehe.  p^  j. 

Dies  ist  der  Gehalt  der  vier  ersten  Salze  und  des  aiehen- 
ten  nnd  achten  Satzes  des  zweiten  Biiches  —  dass  diese 
aber  in  einem  dem  meiuigen  Ähnlichen  Wortlaut  ituerst  aus- 
gesprochen   wurden    und   nicht  in  der   starren  schulmäsaigen 

m,  nie  sie  sieb  bei  Enklid  finden,  ist  wohl  zuzugeben. 
Uer  Gnomon  war  in  der  interessanten  Untersnchung,  welche  zu  dem 
Pythagoreischen    Satze    führte,    als   genau   einem  Quadrate   gleichwertliig 

innt  Worden.  Es  schloss  sich  naturgemäss  der  Wunsch,  bezw.  die 
Frage  an,  ob  nicht  jedes  Rechteck  in  ein  Quadrat  umgewandelt  werden 

ne  —  dass  dies  entaprechend  der  bei  RSnderuag  eines  Quadrates 
auftretenden  Figur,  freilieb  vorerst  anch  nur  unter  gleichzeitiger  Zufügung 
eines  Quadrats,  möglich  sei,  behaupten  die  Sätze  5  und  6  i 
ten  Buches. 

Erstens    nämlich    (Fig.    18)  *'«  '*" 

wenn    das    Rechteck    ^H   vorlag,    ^ £. P    * 

so  war  der  Gedanke  nabeliegend,     L     ...■'     , 
einen  Theil  desselben  als  DF^a  | 

Enfügen,  um  znr  quadratischen  Ge-  ^L 

italt  CF  zu  gelangen;  dann  musste  "    ^ 

4B 
hB'=DH  nnd  FB=BC,  also  letztere  Strecke  =CA=  —   gemacht  wer- 

,  nnd  so  entstand  der  Satz,  dass 

Rechteck  AH  -\-  Quadrat  EB  =  Quadrat  CF 

Zweitens  (Fig.  19):  wenn  wieder  das  Rechteck  AH  vorlag,  so 
konnte  (immer  in  der  Absicht,  die  Gestalt  der  Fig.  16  herzustellen)  ein 
Theil  des  Rechtecks  als  H  Q  angefügt  werden ,  um  zur  quadratischen 
Gestalt  CF  zn  gelangen;   dann   musste  DB=BH  und  HF  =  DC,  also 

letztere  Strecke  =^CA  =  ~^-   gemacht  werden,  nnd  so  entstand  der  Satz, 
Rechteck  AH  +  Quadrat  LC  =  Quadrat  CF 


A        C      D    B 


13.  Den  GeilaDkengang  der  zwei  zuletztnrvXbnteD  Sätze  aufnebmend 
QD^  weilcrflihreod,  erEcbeinC  im  zweiten  Boche  die  die  Nnmioer  1 1  ir&gende 
berühmte  AnTgabe:  „Eine  Strecke  so  zn  thoileo,  dasa  das  ans  der  gao- 
zen  Strecke  und  einem  der  beiden  Abschnitte  gebildete  Bechteck  dem 
Quadiat  des  übrigen  Abscboittes  gleich  sei"  —  oder  in  dem  andern  Wort- 
laDt,  wie  sie  in  VI,  30  wieder  erscheint:  „Eioe  Strecke  soll  nach  Ht«- 
liger  Pruporlii>n  getbeilt  weiden."  So  paradox  diese  Anfgabe  ancb  im 
Gebiete  der  Proportionslehre  klingen  mag  (wo  sie  ja  verlangt,  die  miu- 
lere  ProportioDale  za  coostmiren  zwischen  einer  gegebenen  Strecke  und 
einer  nndem,  deren  Grösse  erst  nach  Lösang  der  Aufgabe  bekannt  sein 
Pig.  M.  wird),  so  einfach  ergab  sie  sich  für  einen  denken- 

den Kopf  im  Gebiete  der  F lache uverglMchnng. 
Waren  seither  Rechtecke  in  Gaomone,  nder  beide 
sammt  Qaadraten  in  t^nadratc  umgewandelt  wor- 
den, 80  sollte  nnn  ancb  (Fig.  20)  das  Rechteck  b 
aus  der  Strecke  j4 B  nnd  einem  ihrer  Tbeile  ^X 
'       "      in    das  über  dem  Eeste  XR  beschriebene  Quadrat 

ß  umgewandelt  werden. 

dnrch  y  za  einem  Quadrat  ergänzt,  so  mnaste  dal  Recblftck 

Quadrate  (<>  +  })  sein,  während  der  Satz  6  (Fig.  19)  gelehrt 

in    Qaadrat    erhalten    werde    als    gleichwerthig   mit    einem 

einem    Quadrat    von    bestimmter    Art    der    Zeichnnng. 

lieh  als  das  Qaadrat  über  MB,  der  HJÜA« 


Wnrde 
{|J  +  J')  =  d( 

hatte ,  dasa  ein 
Rechteck  eammt 
Wurde  also  letzteres  all 


:ugefügt,  so  fand  sich  eben  dem  Salze  6  znfolge,  dasa 

Rechteck  {ß  +  y)  +  Qnadrat  d  =  dem  Quadrate  fiber  MF 

sei;  andererseits  aber  galt  dem  Pythagoreischen  Satze  zafotge  die  Gleichung 

Quadrat  (a-\-f)  +  Qnadrat  i  =  dem  Quadrate  fiber  MA 
das  Qnadrat  über  iV  P  wnrde  also  dem  über  lUA  gleich  nnd  damit  fll 
hanpt  die  Aufgabe  gelöst,  wenn 


Vi'=MA 


gemacht  wnrde. 

Die  Constmction,  um  AS  in  X  wie  verlangt  zutheilen,  besteht 
darin,  dass  Über  AB  das  Quadrat  AC  gezeichnet,  dann  nach  d«sg«ii 
einer  Seitenmitle  M  die  A.V  gezogen  nnd  diese  nach  MF  abgetragen 
wird;  die  Construction  des  Quadrats  über^Fgiebt  dann  den  gewänacfa- 
ten  Theilpunkt  X. 

Im  Euklid 'sehen    Beweise    sn  II,   U    ist   die  UrsprUnglicbkeit    der 
Analysis  ganz  wohl  noch  sn  «rkennen,  nicht  minder  auch  in  Beweis  m 
Figur  zn  VI,  30. 

14.   Anders  freilich  mtus  das  Urtheil  lanten  über  die  für  meine 
tiachlnng   noch    übrig   gebliebenen  SStze  9    nnd   10  des  zweiten  Bach« 
besw.    aber  deren  Beweise.    Denn  itxa  die  SStze  selbst  Q«tnrgein&sB  in 


I 


der 


)" 


1 
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diese 'gnnze  Reihe  von  BetracfaInngeD  gehSren,  habe  ich  scbon  zu  Ad- 
TaDg  der  vorigen  Nnmnier  Angeiientet;  dass  «her  ihre  bei  Eaküd  sich 
findenden  Beweise    der  ürsprfln glich keit   entbehren,    scheint   mir  gewiss. 

Ich  versuche  diese  herzqstellen,  indem  ich  die  so  addirenden  Qua- 
drate tlber  PQ  nnd  0fi  einfach  neben  einander  zeichne  (Fig.  21  n.  22} 
und  die  in  beiden  Füllen  entstehende  sechseckige  Fignr  in  Quadratgestalt 
zn   verwandeln   suche  zunXchst  da-  lg- ti*  PI«,  n. 

durch,  dass  ich  entweder  über  jeder    P 0 

Hälfte  von  PR  das  Quadrat  zeichne 
(Fig.  21)  oder  tlber  der  ganzen 
Strecke  PR  du  Quadrat  zeichne 
(Fig.  22).  Im  ersteren  Falle  mtlseen 
von  den  entstehenden  TbeilflHchen 
(S  =  jS',  y  =  y'  und  d  =  jS'+y  eein, 
so  dus  die  Summe  der  zwei  Quadrate 
=  ''  +  ß+Y  +  y'+'  +  '  =  ''  +  ß  +  y 
+  )''+r'+^+e=(«  +  C  +  )'+|3')-|-2j.'-M^=.-(-2y'-|-t  =  2.Ce+)'').  d.i. 
nach  heutiger  Bezeichnung  ^2,\P1U'  -^-  JUQ  J  ist.  —  Im  zweiten  Falle  bleibt 
ein  eweites  mit  n  gleiches  Quadrat  a  ganz  innerhalb,  ein  zweites  mit  i 
gl mches  Quadrat  (ß+y  +  6)  füllt  tbeilneise  ausserhalb  des  Quadrates  über 
PB  nnd  es  ist  ß  =  ß^,  wenn  die  Grenzlinie  zwischen  ß  und  y  darch  S  gezo- 
gen wird,  wo  5£)^£)/>  gemacht  ist;  dann  ist  o+§'=^[a-\-tt'+f\-S+ß+y] 
=  i  [{«  +  «'+  E  +  6+  ß')+y],  d.  i.  nach  heutiger  Bezeichnung  =i(7^  -|-  BS*), 
woraus  sofort  die  Enktidieche  Behauptung  folgt: 
pS'  +  Sp  =  i{PQ'+  QR'). 

Hiermit  glaube  ich  gezeigt  zn  haben,  dass  auch  der  Gegenstand 
dieaea  dritten  Theils  meines  Aufsatzes  mit  dem  in  den  beiden  ersten 
Theilen  Behandelten  im  inneren  Zusammenhang  steht,  daas  also  mein 
Thema  in  der  That  ein  einheitliches  ist. 
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Recensionen. 
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Anfangsgrunde  der  Arithmetik  und  Algebra.  l''iir  den  Schul-  und  Selbet- 
lerriclit  lu  entwickeluder  Lehüfoiui  bearbeitet  von  H.  Tödtbb 
Geestemünde.  Dritter  Theil.  Ausgabe  A  100  8.  Aasgabe  B 
8-  Pr.  1  Mk.  50  Pf. 
Der  Dnterzeiclinete  hat  bereits  (in  der  Allg.  Schulzeitung,  1878)  die 
beiden  ersten  Tbeile  dee  vorstehend  genannten  Werkcheus  angezeigt  nnd 
hält  es  deshalb  für  seine  FSicbt,  ein  Gleiches  auch  mit  der  nanmehr  vor- 
liegenden Fortsetzung  desEelben  zd  tbnn-  Kr  kann  im  Wesentlichen  nur 
Das  iriederholen,  was  er  damals  gesagt  hat,  dass  nKmlich  das  Buch  eine 
anspmcbslose,  aber  recht  anerkennenswerthe  Leistung  darstellt.  Es  ist 
natürlich  nicht  sowohl  für  die  Zöglinge  höherer  Schnlen .  als  vielmehr  für 
Lehrersetninare  und  besonders  für  den  Selbstunterricht  bestimnit  und  wird 
den  didaktiBchen  Qrundsälzen  Diestern  eg'a.  welche  der  Verf.  auadrUck- 
licb  ZOT  Ktchtscbnur  nehmen  zu  wollen  erkintt  hat,  durchweg  gerecht. 
Ausgabe  A  ist  wesentlich  der  Theorie  gewidmet,  doch  sind  jedem  Ab- 
schnitte auch  die  zur  unmittelbaren  Einübung  nothwendigen  Beispiele 
beigegeben.  An  erster  Stelle  begegnen  wir  der  Lehre  von  den  Potensen, 
und  zwar  werden  zuerst  diejenigen  mit  ganzen  positiven  Exponenten 
vollet&ndig  abgehandßlt,  während  erst  nachher  die  Formen  u"  und  n^" 
der  Betrachtung  unterstellt  werden,  lieber  das  Wesen  dieser  Symbole 
ist  sich  der  Verf.  kUr,  denn  er  sagt  gaaz  mit  Recht  (S.  15),  daee  a'^  bloB 
ein  „Zeichen"  für  die  Zahl  1  sei;  doch  hfltte  die  Thatsache,  dass  man 
es  in  diesem  Paragraphen  mit  Detinitionen  und  nicht  mit  Lehrsfitzen  zu 


tbnn  habi 

zel  lehre, 

ritfamireu 

abweichenden   Sinne  auf 

metrischen  Progression  mi 

Gebrauch    der  Tafeln  ist 

ungen  da);egen  beschränke 


schärfer  betont  werden  sollen.  Es  folgt  die  Wnr- 
führlicb  behandelt  ist;  daran  schliesst  sich  das  Loga- 
er  Verf.  in  einem  von  der  heute  beliebten  Weise 
i\\(  die  Vergleichung  einer  arithmetischen  und  geo- 
1  mit  interpolirten  Zwischengliedern  begrUndet.  Der 
ist  einUsslich  gezeigt,  die  Ingarithmiscben  Gleich- 
sich auf  einige  oinl'achere  Fälle.  Systematisch 
dass  schon  anf  B.  4ä  von  geometrischen  Reihen 
Gebraach  gemacht  wird,  während  deren  eigentliche  Theorie  erst  auf  S.  64 
beginnt,      Im    Uebrigen    ist    an    deren    Vortrag    nichts    auszusetzen    nnd 

reuBo  wenig   an    dem  der  darauffolgenden   Zineesxius-  niNi  Wä\i.\*wi 


nnng,  bei  welcher  anch  anbanggweise  anf  die 
TerBichernngsjirüniieD  Bedaclit  genommen  wird. 
vollständige  Sammlnog  von  Uebnngsanrgaben ,  > 
nach    anderen    Lebrbifebern    unterricbteDden    L 


BerecbnnDg  der  Lebena- 
Anegabe  B  ist  eine  recht 
ic  auch  von  rinem  »onirt 
■brer    mitbenntst 


Angebüngt  ist  beiden  Theilen  i 


ne   SterblichkeittitBbelle, 
Prof.  Dr.  S.  GüN 


üeber  die  Prinoipieo  der  neueren  Hydrodynamik,  vnn  Dt.  Keiff. 
borg  und  Tübingen  1882.  43  S. 
Eine  Doctordissertation  ,  wniche  sich  mit  den  Längen  ■  und  Ricbtnnfl 
verändernogen  eines  unendlich  kleinen  Linienelemenls  in  einer  Flüsa^ 
keit  beschSftigl.  Es  wird  die  Dilatation,  da«  Verbällniss  der  Verlänge- 
rung des  Elements  zu  seiner  Lauge  und  die  Rotation  oder  die  Drehung 
dee  Elements  ansgedrllckt.  Atta  der  linearen  Dilatation  wird  die  de« 
Vnluroeleroents  abgeleitet,  bei  der  Rotatit.^  wird  nachgewiesen,  dass  im 
Allgemeinen  keine  momentitne  Rotationsaxe  e^tistirt,  wie  bei  festen  KSr 
pern,  Ist  dies  der  Fall,  so  erbült  man  die  Wirbelbewegnng,  wie  si 
Helmholtz  und  Thomson  anfgestellt  wurde.  p   ^^t 


Einleitung  in  die  höhere  Optik,  von  Brk.r.  2.  Aufl.  von  Victor  v.  L&q 
Brauuacbweig  1682.  423  8. 
Vor  30  Jahren  ist  die  erste  Anflage  dieses  Werkes  erschi 
hat  damals  den  Stndirenden  als  «illkomroene  Einleitnng  fiir  weitergeht 
Kindien  gedient.  Es  ist  erfrealich,  dass  eine  Neubearbeitung  di 
erscheint  und  dass  den  grossen  Fortsehritten  der  Optik  insbesondere  in 
der  .Spectralanalyse  Rechnung  getragen  wird.  Eine  dnrchweg  befriedi- 
gende Theorie  der  KryKtalloplib  fehlt  noch,  von  verschiedenen  Seiten 
her  wird  daran  gearbeitet  Was  ftir  den  Anilfnger  von  Interesse  ist, 
wird  hier  mit  den  einfschsten  matbematiNchen  Bilfsmilteln  «bgeleiiei. 
Diese  sweite  Abtheilung  ist  am  meisten  abgeändert.  Das  Werk  ist 
angehenden  Physiker  zn  empfehlen,  die  Auselattnng  voratigliek. 

P.Zs< 


] 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  von  Wüi.lner    Leipzig  ]S82. 

Von  dem  grössten  und  ausfillirlichsten  Lehrbuche  der  Physik  ersclien 
hier  in  vierler  Auflage  der  erste  Band,  die  allgemeine  Physik  und  Aknsltk 
umfasaend.  Die  Umarbeitung  liat  als  neu  aufgenommen  die  elastische 
Nachwirkung  und  die  innere  Reibung.  Diffusion  und  dynamische  Uu- 
theorifi   Bind    aasfUbrlicbeT   beb&adeU.      tn    den    erateo    «wei    Abscbnitlen 


v 


wird  das  in  der  Mechanik  gebrSnchUche  Maaaesystem  beibebaltea  (das 
conventionelle  System  nnch  Herwig).  Als  Anbang  wird  das  absointe 
UaaHSBjstem  knrz  ansein  and  ergeR(^t^t  nnd  von  da  an  in  den  folgenden 
Abecbnitten  angewendet.  Uie  zwei  letzten  Äbechnitte,  Wellenbewegung 
und  Aknslik,  aind  nicht  vesentlicb  geJtndert,  Dass  ich  mit  der  Art  der 
Behandlung  der  H'aage  und  der  Feststellung  de»  Begriffes  der  Schwere 
nicht  einverstanden  bin,  habe  ich  schon  öfter  aD^geaprochen  (x.  B.  22.  Bd. 
dieser  Zeitschrift).  Es  hängt  «icherlicb  damit  zusanmien,  dat>s  den  ver- 
achiedenen  Theilen  des  Werkes  verschiedene  Maaessysteme  zu  Grnndc 
liegen.  In  ein  Lehrbuch  der  Physik  gehtirt  heutzntage  nicht  mehr  dnK 
conventionelle  MaftssHystein,  sonst  wird  der  mechanisclie  Theil  der  Physik 
einseilig  behandelt  und  das  Versländniss  der  Bedeutung  von  Waage  nnd 
Mendel  erschwert.  p   ^tas 


Xehtbncli  der  Physik,  von  Wallbntin.    FUr  Gymnuien.    3.  Aufl.    Wion 
1882.     384  8. 
Die   erste,    im    Jabre    1879   erschienene   Anflage    wnrde    früher  an- 
gezeigt.    Eine  wesentliche  Aendernng  ist  nicht  eingetreten,  die  AusBtat- 


I 


tnng  ist  etwas  verbessert,  dage^ 
nug  der  ersten  Auflage  gerügt 


m  gilt  ü 


1  Alles 


was  bei  der  Besprect; 
P.  Zcca. 


.Bmndzüge  der  Natnrlehre, 

Auszug  aus  dem  v 


für  untere  Classe 


Allgemeine  Wittantngs künde,  i 


bibliotbek    für  Gebildet 


on  Dr.  H.J.  Klein.  Leipzig  1882.  260  8. 

en  der  Gegenwart,  deutsche  Universal' 
durch  seine  Arbeiten  anf  nalarwissen 
schaftlicbem  Gebiete  wohlbekannte  Verfasser  gieht  hier  eine  Uarstellan; 
des  heutigen  Standes  unseres  meteorologischen  Wissens,  mit  besondere 
Berücksichtigung  der  gegenwärtig  tod  verschiedenen  Centralstellen  ans 
gebenden  Wettervoraussagen.  Wie  in  dem  vielverbreiteten  Werke  voi 
Mohn,  ist  die  Zusamnienstellung  von  Thalsachen  Hanplzweck.  Die  Er 
klärung  der  Erscheinungen  trilt  mehr  zurück.  Gegenüber  früheren  Uar 
Stellungen  mit  einer  Menge  unhaltbarer  Hypothesen  und  Theorien  musi 
dies  leider  als  Fortschritt  betrachtet  werden,  bis  einmal  einiges  Licht  ii 
^ndie  Meteorologie  kommt.  p   2ecb 

I 


1  Hikroakop  and  «eine  Anwendong,  v 
L  Theil,  1.  Abtheilang.     2.  Aufl. 


I  DiPPBi,.    Braunsohvr«' 


J 


Das  bekannte  Work,  das  als  erstes  auf  diesem  Gebiete  gilt 
hier  in  neoer  Auflage,  vieif'acli  umgeändert  und  verbessert  mit  Hilfe  dn 
Arbeiten  von  Abbe,  dessen  Unterstützung  dem  Verfnsser  rUckhaltl'is  zu 
Tlieil  geworden  ist.  Eine  nähere  Besprechung  beliält  sieb  0er  ünter- 
zeicbiiete  bis  zum  vullständigen  Erscheinen  dve  ersten  Theiles  vor,  H^r 
ein  ,, Handbuch  der  atlgemeiDen  Mikroskopie"  bildet,  wahrend  der  zweit« 
Theil  die  Anwendungen  giebt.  p   y,! 


1 


Die  Lehre  von  der  Elektricität,  von  Gustav  Wiedehann.  I 
1882  I.  Band.  795  8. 
Unter  dem  Namen  „Lehre  vnm  Galvani^mns  und  Klektrornagm 
mus"  erschien  1S61  in  erster,  1874  in  aweiter  Auflage  ein  Werk  7(*n 
6.  Wiedemnnn,  welches  alles  nul' diesem  Gebiete  Geleistete  vollständig 
umfasste  und  überall  die  Quellen  namhaft  machte.  Dieses  Werk  hat  die 
BewnnderuDg  des  Auslandes  auf  eich  gezogen,  wie  namhafte  aiiBlSndiNche, 
besonders  engtiscbe  Gelebrle  in  letzter  Zeit  bezeugten;  in  DenttchUnd 
ist  es  Ungst  als  sicherer  Führer  auf  dern  Gebiete  der  EloklricitXt  hekanni- 
Eine  Bearbeitung  der  Reibnngseleklricität  besitzen  wir  in  dem  ansgezeich 
neten  Werke  von  P,  Kiess,  das  jedncb  seit  dem  Jabre  1853  nicht  mehr 
aufgelegt  worden  ist,  Du  heutzutage  eine  getrennte  Behandlung  der  sia' 
tischen  und  dynamischen  Elektricitüt  nicht  mehr  haltbar  ist,  so  hat  sich 
der  Verfasser  entschlossen  ,  das  gesammle  Gebiet  der  Elektricitüt  zu  be- 
arbeiten. Davon  liegt  der  erste  Band  vor,  welcher  mit  den  allgemeiueo 
Eigenschaften  der  ElektricitHt  beginnt,  dann  die  Blektricititserregung  bei 
Berührung  heterogener  Körper  bebandelt  nnd  im  dritten  Abschnitt  du 
Verhallen  der  Leiter  in  Beziehung  zum  Obm'schen  Gesetz,  Widerstand 
und  elektromotorischer  Kraft  bespricht.  Die  Anerkennung,  die,  wie  nbeti 
erwähnt,  das  Werk  Überall  gefunden  hat,  überhebt  uns  eineB  Lobes; 
betonen  möchten  wir  nur  die  erfreuliche  Erscheinung,  dasa  eben  jetzt  in 
der  Zeit  der  ungeheuren  praktischen  Fortschritte  auf  dem  Gebiete  der 
Elektricität  ein  zuverlässiger  Führer  uns  geboten  wird.  p   7„|,„ 


D«T  ChemiimuB,  Uagnetisrnns  und  Diamftg^netismns  im  Lichte  raehrdim^H 

■ionaler  BanmuisoliaDiuig,  von  Bicuakd  Bbesch.     Leipaig   1882. 

146  8. 

Der  Verfasser  spricht  seine   Entrüstung  darüber  ans,    dass  die  PhjT- 

siker   and  Physiologen   vom  Spirilualismus  nichts  wissen   wollen,     ..Erst 

ein    dünischor  Kaufmann  mnsste  kommen,    um  die  Herren   Doctores,    sie 

bei   den  Haaren    herbeiziehend,    mit   ihrem    bläden  Schädel   auf  dio  I 

mairnetisoben  Thatiacben   zu   stoasen."     Wenn    man    tntx  dieaer  f 


dio  bj^H 


lieben  BewillkomiRDnug  Hie  Lecture  rnrtseUt,  bo  findet  man  das  Bedauern, 
daea  selbst  Zöllner  den  Ver»ticheii  HanBeu's  nicht  ganz  getraut  habe. 
Weun  ein  wirklicher  Kuotrn  ia  geschlossener  Schour  geschürst  wird,  so 
bat  ein  „  Uiakka".  eiü  Sacliverstündiger  aae  der  vierten  oder  fUarten 
KanindimenBinn,  diese  That  gelhao.  indem  er  filt  einen  Moment  einen  hin- 
reichend breiten  Querttchnitt  des  StofTes  so  weich  wie  Wasser  gemacht 
hat!  Es  wird  dann  ausgeführt,  das»  die  Atome  mehrdimensionat  sein 
müssen,  dan  Atom  liegt  mit  seinem  Schwerpunkte  und  einem  dreidimen- 
«ionslen  Duvchschuiiip  im  dreidimensioDalen  Räume,  gebt  aber  im  Uebri 
geu  nach  dem  mehrdimensionalen  Räume  hinaus.  Chemische  Processe 
müBsten  dann  in  verschiedeoer  Höhe  verschieden  verlaufen  „Eb  n«ro  im 
höcbslen  Grade  wilnechenswertb ,  dass  eine  Nordpolespedicion  mit  solchen 
Cnlersuchungpn  beauftragt  würde."  Es  erklärt  sieb  damit  die  Thatiacfae, 
dass  ein  und  dasselbe  Atom  in  verschiedenen  Verbindungen  mit  ver- 
Bchiedener  Valenzenanzahl  auftreten  kann,  da  die  mehrdimensionalen 
Atome  gewiss«  spccielln  mehrdimensionale  Drehungen  annehmen  können, 
ohne  dasB  eine  Aenderung  im  dreidimensionalen  Räume  stattfindet.  „Der 
DiBmagnetismus  mit  seinen  räthselbafteu  Erscheinungen  erklärt  sich  ein* 
fikch  dadurch,  das  die  durch  Induction  in  den  aus  dem  dreidimensionalen 
Kaume  herausgerichteten  Magnetaien  nrepriinglich  entstandene  Abstossung 
nicht  in  Anziehung  verwandelt  werden  kann,  weil  hierKti  eine  dreidimcn- 
uonale  Drehung  erforderlich,  der  sich  die  chemischen  Kräfte  und  die  die 
dreidimensionale  Welt  als  solche  erhaltende  Kraft  widersetzen."  Ob 
liiifler  ,, blöder  Schädel"  mit  diesen  weaigea  Sützeu  eine  Andentang  von 
dem  Inhalt  zu  Stande  gebracht  hat,  müssen  wir  dem  Leser  zur  Beartfaeilung 
aberlassen.  p  ggcH. 


TeolmologifloheB  Wörterbuch  in   englischer  und  deutscher  Spraohe.     In 
Verbindung  mit  P.  R.  Bedsou  (Manchester),  0.  Brau  des  (Brann- 
echweig),   M.  Brütl  (Hamburg),  Ch.  H.  Burghardl  (Mancheeter), 
Th.    Carnelly    (Mancbesler),    J.    J.    Hummel    (Leeds),    J.   0. 
Lunge  (Zürich),  J.  Ltiroth  , München) ,  G.  Schaf  fer  (NewcaBtle), 
W.   H.  M.  Ward    (Manchester),    W.    C.  Williams    (Manchester) 
bearbeitet    nnd    herausgegeben    von    Gustav    Eobk    (Darmstadt). 
Braunschweig,  Vieweg  &  Sohn.      1882. 
Wir  stimmen   den    Grttnden,    welche   zur   Herausgabe   eines   2wei- 
l^racbigen  technischen  Wörterbuches  geführt  haben,  vollkommen  bei  and 
pfehlen   auch  den  vorliegenden  ersten  Band  (englisch  -  deutsch)  Allen, 
welche    die  französischen  Uebersetznngen   —   wie  sie  das  bekannte  drei- 
flächige technologische  Wörterbuch  bietet  —  nicht  benötbigen  und  dafUi 
Dieber  eine   eingehendere  Belehrung   über  die  Bedeutung  der  en^ischAa 


HiHtoriech-liternriitchfl  Äbtheiinng, 


Wörter  anchen.    Freilich  bedingt  letzterer  Anspruch  dea  vprliegendsn  Wer- 
kes eine  weitergeheade ,  r<'cht  fleiseigp  Ausfpilnug  sachlicher  ErklXrnttgi 
techoiscber  Änsdrückp,  stellenweise  auch  eine  Richtigstellung.     Es  schei 
(Incb,    dnsa    für   das  weite  Gebiet  der  meclian  iKchea  Technologie  ni 
des  Maschinenwesens    der   dentsche  Mitarbeiter    (ein  Chemiker!) 
eine   über   die   Krsrte  des   Einzelnen    reichende  Arbeit   übernommen  bmt 
Nar  ein   paar  Belege  für  unser  Urtheil: 

Jttrfsti'ig  machiiir  dient  nicht  nur  zürn  Adrensiren  von  ,,Zfitiingi>bl)!tt4>ra!j 
Jilge  ist  Tesel,   Kramtnhaue,  nicht  Zimmerbeil. 

AgricuUurnl   implfments    beschrünkt    sich    nicht   allein    auf   Ackerban> 
gerKthe,    der    Ansdrock    nmfaset    „landwirthBcbaftliche"    Geräthe 
überhaupt. 
Jgricullural   sieam    engine.    die    Landwirthscbnfts-Damprinae 
kann)  gebräuchliche  Bezeichnungsweise  im  Dentschen. 
Air   cushion    ist   in    diesem   Sinne    ein  LuftpuTfer   zur  Aufnahme 

Stfissen  n.  dgl.,  also  nicht  synnnym  mit  ..Air  lied-'. 
Allnmnncr  wird   in   der  Mfinzsprache   nicht   „Naehlsss"   genannt. 
Anger.  Square  hole  —  soll  der  „viereckige"  Bohrer  heisseii  ? 
To    rard.   carrling    mgine   heisst   im  Deutschen    «neb   „  Kardiren '',    bei. 

„Karde". 
Bap  heisst  dealsch  „Gebinde",  von  welchen  sieben  anfeinen  Schneller 

(number  oder  skein)  gehen.     SIcein  =  Gebinde  ist  falsch. 
Rask,    Basch,  Zeugraacb  (vierschSftig  geköperter  Kammwollstnfi'.  meifl 
ans  grober  Wolle  leicht  gearbeitet;  ehemals  verfertigte  man 
Tochrasch  ans  kurzer  gekrempelter  Wolle).   . . . 
Die  Anordnung   des  Stoffes    ist   geschickt    und  die  AnGstnttnng 


bat 

1 

an> 

äthe 

1 


1 


Letubncll   der   allgemeinen  Arithmetik,    uehst   einer  AnfgabeDSammli 

3.  Anfl.     Preis  2   Mk.  &I1   PI, 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.     3.  Aufl.     I   KTk. 

Lehrbuch  der  Geometrie.     I.  Theil:  Planimetrie.     6.  Aufl.     1  Mk.  SO  If- 

Lehrbnch  der  Geometrie.     II.  TLeil:  Stereomr^trie.    3.  AnÜ.     1  Mk.  20  Pf 

Verfasst   von    Dr.  Focke   und   Dr.  Khasb.     Manster,    C"ppenr«th. 

Die  Torbenannten  Bücher  sind  zum  Dntcrricht  an  Gymnasien,  Beal- 
Bchnlen  und  anderen  höheren  Lehranstalten  bestimmt.  Wie  die  in  ver 
h Hit nissm Issig  kurzer  Zeit  wiederholten  neuen  Auflagen  beweisen,  bähen 
die  Bücher  sich  einer  heifXlligen  Anfnahme  erfreut. 

Der  Cmfang   des    dargebotenen  Stoffes    ist    dnrch  die  amtlichen  Be- 
stimmungen   begrenzt;    auch    in    der    Darstellung   weicben    die    Verfi 
vom  Jier^hrachten  Gknge  wenig  ab.     Ks  scheint  dem  Befereotan 


BtttBcbieden  die  BeBchniilenheit  zn  weit  getrieben.  Bei  richtiger  Behand- 
lung des  Gpgeii9tnnde>8  ist  ea  sehr  wohl  möglich,  sachlich  viel  weiter  sn 
,  ohne  den  Durchachnittsschtiler  irgend  mehr  zn  belasten.  Im 
Oegentheil!    Dae  Interesse,  welches  nne  der  Natur  des  GegensUn. 

hervorgeht,    vermag    den   jnfiendtichen  Geist   üher   Schwierigkeiten 

gznheben;  die  Beaiegnng  derflelben  gewHhrt  ihm  Am  GeTUhl  erlang- 
ter Kraft,  und  zwar  in  uuvergleiclilich  höherem  Grade,  als  wenn  die 
Sache    HO    einfftch    ist,    dasa    kanm   ein    Beweis    nöthig    scheint    oder    die 

■r    Aufgabe    geforderte    Leistnng    eine    künstlich    zurocbt    gemachte 

nt   werden    mnss.      An»    diesen    Gründen    würde  Referent   die  Zahl 

ätze  nm  eine  ganz  erkleckliche  vermindern;  er  würde  sich  streng- 
stens auf  diejenigen  beschränken,  welche  sich  in  den  Aufgaben  als  frucht- 

rweisen;  aber  dann  würde  er  in  den  Aufgaben  seihet  unbedenklich 
eitergehen  und  z.  B  das  TactioQSproblem  nicht  nur  nach  der  alten 
Methode  lösen. 

Nachdem  ich  im  Vorhergehenden  meinen  in  Etwas  abweichenden 
idpnukt  ausgPBprochen  habe,  ist  es  mir  Bedlirfniss,  mich  im  üebrigen 
dnrchans  anerkennend  zii'Hussern.  Interessant  nnd  znm  grossen 
Theile  nen  sind  die  arithmetischen  Aufgaben;  zahlreich  (600) 
planimelrischen ,    wobei    besonders    anerkannt    werden  soll ,    dass,    so 

ich  bemerke,  nirgends  die  gehörige  Verweisnng  auf  den  zur 
nng  ffihreuden  Satz  fehlt.  Gleiches  gilt  von  den  228  stereo- 
metrischen    Aafgnben.     In    der  Trigonometrie   vermisse  ich  den  Lehrsats 

loivre  nn<:ern,  da  er  zur  Einübung  der  Kechnnng  mit  Winkeln  in 
heberen  Qnadranten  eine  reiche  Qnelle  trefflicher  Aufgaben  bildet.  Die 
Aufgaben  85  nnd   120  sind  identisch, 

Passen  wir  unser  Urtheil  zusammen,  so  können  wir  sagen,  dass  die 
'biicher  eich  nach  Inhalt  und  Darstellung  eine  grosse  —  dem  Refe- 
renten echeint  es  in  der  Planimetrie  eine  zn  grosse  —  Enthaltsamkeit 
anferlegt  haben.  Dagegen  musB  anerkannt  werden  ,  dass  innerhalb  dieser 
iBcfaranken  den  Lehrbüchern  viel  Rühmliches  nachgesagt  werden  kann. 
SUmmtliche  Erklärungen  stehen  an  der  Stelle,  wo  sie  im  LehrgebSnde 
■nerst  auftreten.  Sie  sind  sämmtlich  hinreichend  vorbereitet  und  so 
formulirt,  dass  der  zu  erklärende  Begriff  am  Schluss  der  Definition  auf- 
tritt. Auch  die  Form  der  Lehrsätze  ist  darch  das  ganze  System  hin- 
durch gleicbmüssig  aufgestellt.  So  heisst  es  nicht:  „Tn  jedem  Drei- 
ecke etc.",  sondern:  „Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  etc." 

Die  Beweise  der  Lehrslitze  sind  tbeils  vollBtJIndig  gegeben,  theils 
nur  angedenlel;  das  Letztere  findet  Überall  da  statt,  wo  der 
Schfiler  nach  der  bisherigen  Entwickelnng  im  Stande  ist. 
Beweis  selbst  aufzufinden.  Für  eine  Gruppe  fihnlicher 
l&lse  ist  die  Form  der  Beweise  möglichst  übereinstimmend.  Zweifel  an 
[der  AnffuBnng  sind  durch  Wahl  mCglicbst  scharfer  Ansdctlctt.«  tb-a,-b.\\<^*.V 


vermiedeD.     Gilt    das  Vorstehende   ioebeBODdere  riicksichttich  dw 
geometrischen  Lehrbüclier,  so  kaun  ea  miitaiis  mulandia  BQck  auf  die  Aritb' 
metik  und  Trigonoinelrie  Übertragen  werden. 

Druck    und  Papier  sind    dpm  Auge    wohlthuend,    die   Figni 
füllig    gezeichnet.      Die    ueni>Kteo    Aul'lagen    zeichnen    sich    vor    frühi 
durch    grössere    Correctbeit    im    Druck    sehr    vortheühaft  aus.      Sodi 
Eleinigkeilen    hat    ReffreDt   sich    wiederholt   geslnttet.    den    Herren 
Tassern    privatim    mitznth eilen,      [lieee  Bemerkangen    haben    atelg  frei 
liehe,  oft  wilUabri^nde  Berücksicbligniig  gefanden. 

Coesfeld,  im  Mai   18S3.  K.  Sobwkkih«. 


Lrith- 

\ 


Dm  Oeometrie  fUr  Gymnasien  nud  Realsolmleii.    Kin  Lehr-  und  Uebong»- 
buch,    be&rheilet    von    A.  Milinüwski.      II.  Theil:    SterAoinetne. 
Heft  I:  Lehrbuch.     Heft   11:  Uebungsbnch. 
In    den    ersten   beiden   Paragraphen    des  Lebrbuclie    werden  die  De- 
finitionen  und    Grnndiinschauungen    der   einfachsten   rKnmlichen    Gebilde 
dargelegt;  der  eigenlliche  Lnhrgang  beginnt  mit  dem  §  3,  welcher  nuter 
der  Bezeicbnnng   „Gerade   nud    Ebenen    in  normaler  l^age"    die  Fand«' 
mentaUStze    der    Stereometrie    behandelt.      Au    die   Spitze    ist    der   Satt 
gestellt:  II  Der  Ort  eines  Punktes,  der  von  Ewei  festen  Punkten  A  und  B 
gleiche  Entfernungen  hat,  ist  eine  Ebene."     Der  Beweisgrund  Ut,   das« 
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Ort 

jede  Gerade, 

die  zwe 

«einer  Pu 
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n  im 
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die  runden 
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kdnnea.     Nach  kurzer  Be- 
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Körper 

gel. 

igen  » 

ir  zum  Kagclbtiscbel, 

»ur  Polarebene  (§  7)  und  zu  den  Kegelacbnitlen.  (S.  15  Z.  15  steht 
Classe  statt  Ordnung.)  Die  urBprüngliube,  dem  Namen  entsprechende 
Definition  dieser  Curven  führt  bald  zu  einer  der  Planimetrie  angehörigen, 
B.  IS,  VI;  doch  blickt  in  den  folgenden  Ausführungen,  je  nach  Bequem- 
lichkeit, die  ursprüngliche  wieder  hervor.  Zur  Behandlung  des  Satae«: 
„Durch  fünf  Pnnkle  läast  sich  stets  ein  einziger  Kegelschnitt  legen''  ver- 
gleiche man  dieselbe  Darlegung  des  Verfassers  in  seinen  „Kegelschnitten" 
S,  59;  der  vom  Heferenten  dort  gerügte  fehler  ist  hier  vermieden.  E» 
folgt  die  Bestimmung  der  Oberflächen  und  Volumina,  des  Schwer- 
punktes und  in  der  Weise  Schellbach'«  die  Behandlung  der  Maxima 
und  Minima  nach  „elementaren"  Methoden.  IS.  40  Z  5  v.  n.  Druck- 
fehler, Ost.  Null.) 

Das  Lehrbuch  ist  nur  46  Selten  stark. 
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Das  Uebangsbnch  ist  Tom  Lehrbach  getrennt  and  kann  daher 
auch  von  Lehrern  gebraucht  werden,  welche  das  letztere  nicht  einführen 
wollen.  Der  Inhalt  ist  ein  reicher  und  ansprechender;  wir  finden  auf 
58  Seiten  784  Aufgaben  zusammengedrängt.  Der  Weg  zur  Lösung  wird 
theils  durch  die  Aufeinanderfolge,  theils  durch  Verweisungen  auf  Sätze 
und  Aufgaben  gezeigt;  doch  konnte  der  Verfasser  in  dieser  Beziehung 
viel  weiter  gehen  als  geschehen  ist. 

Sei  es  uns  gestattet,  hier  einige  wenige  Aufgaben  herauszuheben. 
Aufg.  102  lässt  die  Berührungskngel  von  vier  Kugeln  constmiren;  Auf- 
gabe 138  fragt  nach  der  Höhe  des  Mittelpunktes  einer  Kugel  über  einer 
horizontalen  Ebene,  welche  auf  drei  gleichet  auf  der  Ebene  liegenden 
und  sich  berührenden  Kugeln  ruht;  Aufg.  146  fragt  nach  den  Formen 
und  Grössen  derjenigen  Figuren,  welche  man  als  senkrechte  Projectionen 
eines  Würfels  erhält:  man  soll  (147)  durch  einen  Würfel  ein  Loch  schnei- 
den, so  dass  man  einen  zweiten  ebenso  grossen  hindurchschieben  kann. 
Wie  muss  (361)  ein  gerader  Kreiskegel  beschafiPen  sein,  damit  jeder  zu 
einem  Axenschnitt  parallele  Schnitt  desselben  eine  gleichseitige  Hyperbel 
liefert?  Aus  einem  hölzernen  Kegelstumpfe  (642)  ist  der  grösste  qua- 
dratische  Balken  geschnitten;  Volumen  des  Holzabfalls?  Schwerpunkt 
(699)  einer  halben  £[ohlkugel?  In  ein  Rotationsellipsoid  (764)  den  Kreis- 
cylinder  von  grösstem  Volumen  zu  construireir. 

Druckfehler  sind  mir  aufgefallen:  S.  1  Z.  13  v.  o.;  S.  7  Z.  9  u.  11 
V.  u  5  S.  8  Z.  16  V.  o.;  S.  12  Z.  14  v.  u.;  8.  13  Z.  13  v.  o. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  im  Lehrbuche  8.  2 
IV 6  an  Stelle  von  IV a  kommen  muss,  und  zwar  in  b  nur  der  zweite 
Beweis. 

Möge  dem  Buche  die  verdiente  Anerkennung  nicht  fehlen. 

Coesfeld,  im  April  1883.  K.  Sohwbrino. 
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437.  Formules  relatives  k  la  theorie  des  perturbations  planätaires.    De  Gasparis. 

Compt.  rend.  LXXXVIII,  413.  637,  908. 

438.  Sar  le  calcul  des  perturbations.    0.  Callandreau.    Compt.  rend.  LXXXVIII, 

960. 

439.  New  views  of  Mr.  G.  H.  Darwin's  tbeory  of  tbe  evolution  of  the  earth-moon 

System ,  considered  as  to  its  bearing  on  the  question  of  tbe  duration  of 
geological  time.    S.  Hau gh ton.    Phil.  Mag.  LXIV,  427. 

440.  Remarques  sur  les  satellites  de  Mars.    Roche.    Compt  rend.  LXXXVI,  443. 

441.  Sur  Taplatissement  de  la  plannte  Mars.  H.  Hennedy.  Compt.  rend.  LXXXVII, 

690. 
Vergl.  Graphische  Auflösungen. 
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Bemoiilli*tohe  Zahlen. 

442.  Ueber  die  Darstellung  der  BemouIli*schen  und  Euler'schen  Zahlen  durch  Deter 

minanten.    A.  Sachse.    Grün.  Archiv  LXVIII,  427. 

443.  Sur  la  fonction  de  Jacob  Bernoulli  et  sur  Tinterpolation.   Lipschitz.   Compt. 

rend.  LXXXVI,  119. 

^  Bettimmto  Integrale. 

444.  On    I- ^5?i^ dx.    J.  J.  Thomson.    Quart.  Joum.  math.  XVIII,  377. 

'  I 

446.  Valeur  de  Tint^grale  Ja;y-"' (l-a:)«+^-yF(a;)F»(a:)da;.    Appell.    Compt 

rend.  LXXXVII,  874. 

446.  On  certain  defiuite  integrals  involving  the  exponential  •  integral.     J.  W.  L. 

Glaisher.    Quart.  Joum   math.  XVIII,  370. 

447.  Sur  une  integrale  double.    G.  Onlow.    N.  ann.  math.  XLI,  311. 

Biangalarcoordinaten. 

448.  On  biangular  coordinates.    R.  W.  Genese.    Quart.  Joum  math.  XVIII,  150. 
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449.  Sur  les  coordonn^ea  bipolaires.    P.  Barbarin.    N.  ann.  math.  XLI,  16. 
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Cardioide. 

460.  Zur  Cardioide.    Jos.  Pleyl.    Grün.  Archiv  LXVIII,  166. 

Cittoide. 

461.  Trouver  un  cercle  par  rapport  auquel  la  cissotde  se  transforme  en  elle-mßme 

par  polaires  reciproques.   E.  Fauquembergue.    N.  ann.  math.  XLI,  473. 

Combinatorik. 

462.  Sur  le  nombre  des  arrangements  complets  oü  les  ^läments  cons^cutifs  satis- 

fönt  k  des  conditions  donn^es.    D.  Andr^.    Compt  rend.  LXXXVII,  838. 
453.  Sur  la  partition  des  nombres.    Faä,  de  Bruno.   Compt  rend.  LXXXVI,  1189. 
Vergl.  Substitutionen  757. 

Cübatur. 
464   Volumes  et  surfaces  de  deux  corps  de  r Evolution.    G.  Dostor.    Grün.  Archiv 
LXVIII,  421.    [Vergl.  Nr.  52.]  .x.  vr  i  «,. 

466.  Volumes  de  deux  corps  de  r^volution.    Choudadov.  N.  ann.  math.  ALI,  374. 
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Determinanten. 
466.  Theorie  analytique  des  döterminants.    E.  Schering.    Compt  rend.  LXXX VT 
1387. 

BUt'Ui.  Abibig,  d.  ZeitMohr.  f.  Math.  a.  Phyt.  XXVIXI,  iV  ^ 


4&T.  Snt  le  d^tenninaat  dont  lee  4l6tnenta  eoai  ton«  ies  □ 

donnä  d'undäteTmiiiatitdonDä.  Picquet.  Coupt.reDd  LXXXVI,  310,  II 

468.  Die  linearen  Kelationen  zwiecheo  den  verecbiedenen  Subdetermüiantcn  a 

metrischer  S;sUrae.    C.  Runge.    Grelle  XCIII.  319. 

469.  Applieatjou   den   proprifWa   des    polTnomes   bomog^ne«  ä   la  dUcnuion  i 

.       r^quatipri  ea  S     Ch    Brisse     "N.  ann.  math.  XLl.  litS. 
460.  I.quation  en  S  de  degrö  m  et  ili'c-omposilioii  d'nne  forme  quadratiqoe  en  oht« 

Walecbi.     N.  ann.  muth.  XLI,  401,  656, 
461    On  Prof.  Cftjley's  theorem  regarding  a.  bordered  skew  Bjintnetrio  determiiu 

Th.  Muir-     Quiirt,   Journ    math.  XVIII,  46 
468.  On  new  »nd  recently  diBCOTered  propertieB  of  certain  Ejmmetric  del 

Muir.     Quart.  Jouni.  math.  XVUl,  1G8, 

463.  On  circulantB  of  odd  order,    Th    Mnir.    Quart   Journ.  xastüi.  XVTII,  261.  i 
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[Vergl.  Bd  XXVII,  Nr.  331  ] 

466.  Snpulenifntary   notes   oo  a  ditferential  equation.     R.  Har(eT.    Quart  Joom. 

raath.  XVUl,  4t.    fVergl.  Bd  XXVI,  Nr.  894  ] 
4H6.  Sor   quelques  invarianta    des   £quations   diffftentielieB  liniiaireB.     Lagu 
Compt,  rend,  LXXXVni,  834. 

467.  Sur    Ies    ^qiiations   diff^ientiellcB    du   premier    ordre    et    du   preinier   di 

U     Uarboux.     Compt.  rend    LXX5V1.  633,  584 

468.  Integration,  hous  formi.-  finie,  de  troia  espt^cea  d'^qoationB  diff^rentiellea  lin^(_, 

a  coefSeienta  quelconqtiee     D.  Ändrö.    Compt  reud.  LXXXVÜI,  SsS.' 
469    Sur  l'fquatiou  diffärentielle  linäaire  qui  relie  au  module  la  fonctioD         ~" 
Je  premiere  espece    J.  Tannery.    Compt.  rend.  LXXXVI,  811, 

470.  Sur  1a  r^ductioD  de  certaines  äquations  diffitrentielleB  du  premier  ordre  &  U 
forme  linäaire.  par  rapport  ä  la  d^riv^e  de  la  fooction  iuconoue.    "    ' 
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pben,    Compt,  lend.  LXXXVn.  741. 
r  rintögration  de  l'^quation  Ay'*  +  Bj/y 
Compt.  rend.  LSXXvll.  611. 
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472.  Sur  l'gquaÜon  de  Lama.     Bribschi.     Compt    rend.  LXXXVI,  313 

473.  Sur  la  lorme  deB  int^gralea  des  äcjuations  diSerentieltes  da  secood  ordre  dam 

le    foiiinage    de   certaina   pointa   critiques.      E.  Picard.      Compt.  rend. 
LXXXVU,  43U,  743. 

474.  Sac   Ies    ^quations    differeDtielleB   lin^aires   du   troiaif<me  ordre.     Lagoerre, 

Compt.  rend.  LXXXVIII,  116.  -  E,  Corabeacure  ibid   276. 
476.  Sur   leB   point«   rondameotaui   du  faisceau  de   courbes  ptanea  d^fiui  par  uue 
äquatioD  diff^rentielle  dn  preinier  ordre  aliräbrique.   O.  Fouret    Compt 
rend.  LXXXVI,  586, 

476.  Sur  lea  pointa  fondomenteau  du  reieau  de  surfaces  d^fini  par  une  ^qaatiou 

&UX  deriv^ee  partieljea  du  premier  ordre  algäbrique.  lin^aire  par  rapport 
L  ces  d^rivöea.    G.  Fouret,    Compt,  rend,  LXXXVI,  654, 

477.  Ue  l'emploi   des  Solution«  particaUerea  alg£briqnee   dans   Tint^gnitiMi  de) 

lyatlmes  d'tiquatiODB  diff^rentielles  algebriqu^.    G.  Darbonx.    Comnl 
lend.  LXXXVI,  lOtS. 
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478.  Integrer  lea  fquations   diET^rentielles   aimultan^ea     j- =  a^x  ■¥  h,j/ +  b, 


=  6,x  +  a,y  +  6,E,     tt  =  h,j!  +  b„tj  +  it,z.     Mornt-BUuc. 

XLI,  230.  ^ 

179.  Kur  Theorie    der  Integration   cinea   Svatema   von   n   mehl  lineoreu   partidIa 
DiffereDtialgk-ichungcn  erster  Onlnung  mit  zwei  undbhüngignn  und  n  id>- 
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Dlffsrwuaiigleidia  ngtn. 
481.  Dans  un  trinogle  isoecele  OAB,  l'aagle  ä  la  böse  A  vaut  n  fois  l'aoele  au 
BOtumet  Oi  d^terniitier  le  rapport  de  la  base  AB  an  cöt^  OA.  Ä.  Ficart. 
N    anu.  matb.  XLI,  .13. 


!.  Sur    1a  qaestinn   dea   coaditioiu  «pi^cinles   au  contour  dea  placiues  i^lasttinuea. 

J.  BotiBBinesq.    Conipt.  reud.  LXXSVI,  lOB,  461  -  M,  Levv  ibid.  301. 

[Vergl.  Nr.  82.] 
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De  Saint-Venant.    Compt,  rend.  LXXXVI.  791. 
\.  De  la  d^tenninatioD  du  coefficient  dMla^itidttS  des  diffi^renta  corpe  et  de  leur 

limite  d'dlftstieiy.    Phillips     Compt.  reod.  LXXXVUI.  .lift 
I.  Caicul  des  dilLitstione  ^prouväes  par  les  £l^ments  rnnt^rieU  rectiligne«  apparte- 

natit  ä  une  petite  portiou  d'une   menibrane   ^laatiqne  courbn  que  l'on 
.       difonne,     J.  BoQHsinesq.     Compt.  rend,  LXXXVI,  816. 
I    Kqiiilibre   d'^laaticitä   d'uD  sol  isotrope  tang   pesanteur.   Gupportant  difft'renta 

poids.    J.  BoQBBineeq.     Compt.  read.  LXXXVI.  laeo. 
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I.  De«  däpUceuients  que  produit,  k  rint^rienr  d'nn  sol  ^laBtiqne,  nne  presaion 

oormale   eiercee  en  un  poiot  de  sa  surface.    J.  Boosilncsq.    Compt 

rend.  LXXXVni,  741, 
1.  Snr  la  räaistance  dea  chaudiäres  elliptiques.  H  Resal.  Comptrend.  LXXXVIII, 

907. 
Vergl.  Potential  7S3,  739. 
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I,  Od  the  different  Systems  of  uieaEures  for  electric  and  inagnetic  quautities 

E.  Clansins.    Phil.  Mag.  LXIII,  381;  LXIV.  124,  -  J  D.  Everett  ibid 

LXUI,  376,  431.  —  J.J.Thomson  ibid.  487;  LXIV,  2^6.  —  J  Larmor 

ibid   LXIII.  429.  -  C.  K  Wead  ibid.  630.  -  0.  J.  Lodpo  ibid'  LXIV, 

Abi.  —  E.  B,  Sargant  ibid.  395.   -   U.  Helmholtz  ibid.  430. 


:.  8nr  diverses  propndt^s  doot  jouit  le  niode  de  diatribution  d' 

trique  ä  la  aurface  d'un  conducteur  etllpsoTdal.   J,  Bouaf 

cend,  LXXXVIl,  978. 
I.  Od  the  distribulion  of  electridt;  od  a  bowl.    N.  M.  Ferreri 

math.  XVIK,  97, 
.    Sur  U  throne  de  Li  propagdtion  de  rälectricttä  dans  lea  con 

cart     Compt,  rend    LXXXVI,  96B. 


1   The Thomsou  etfect.  J   Trowbridge  &  C.  B,  Penrose   Phil,  Mag.LSlV, 4411, 
'.  On  the  electrical  resiatance  of  gasea,    E    Edlund.    Phil.  Mag  LXUI,  200 
'.  Action  qoe  le  BOleil  eierce  sur  les  Suides  luagn^tiquea  et  älectriquee  de  la 

terre.    Qaet.    Compt.  rend.  LXXXVI,  808,  1244. 
;  De   la  force  älectromotnce  d'induction  qui  provient  de  la  rotation  du  soleil; 

dtStermtnatton   de  sa  grandear  et   de  ea  direction.   quelle  que  soit  la 

difelance  du  corpa  ioduit.     Quet      Compt   rend.  LXXXVIJ,  860, 
\.  On  J,  J.  Thomson'a  inveEtigation   of  the  electromagnetic  acUon  of  a  movins 

electrißed  sphere.    0.  F.  Fitagerald.    Phil    Mag.  LXIII,  SOä.    (Vergl, 
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.  On  Wheatstone'a  bridge,     K.  F.Slotte,     Phil.  Mag.  LXUI.  827. 
Vergl.  Potential  724,  736,  726,  7i7.    Qaatemiouen. 
Eüninatlon. 
'..  Bor  l'älitnination     P.  Mansion.    Conipt    reud.  LXXXVIl,  97B. 
I.  Sur  r^limination,    Ch.  Biehler.    N.  anu.  math.  XLI,  629. 
<,   Npttrdle  mätbode  ponr  l'^iimination  de«  foncliona  nrbitruir»     iE    Minich 

Compt.  r,-nd,  LXXXVIl.  161.     [Vergl.  Nr.  194.1 
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XUipH. 
',.  The  radial  of  an  ellipse.    L.  Tueker,    Quart,  Joam   math.  XVDl,  811 
I.  Couper    an    c&ne    ile   rtiTolution    donoä   eetnii    ime   ellititje   donn^e.      H.   Lfc^ 

N.  anii.  math.  XLI,  410, 
r.  Conatruction  d'une  ellipie  et  d'unc  tijpi-rbule  ajuot  lee  nidinn  «x«s  connaii- 

«mt  truiB  poiDtti  de  ieai  plan.    N.  Goffart    N.  aiui.  lUHtb.  XLl.  4^ 

—  GerODO  ibid.  4!6 
I.  Ijeui   g^omätriqueB   engendr^B   au   uioyen   d'une   cillpBe   et  d'go  cerde  ajaal 

pour  ct-ntre  le  foyer  de  rellipse.    U.  Cartii-c.    N.  an»,  matli.  XLL  HB. 
SlUpiotd. 
I.  Sur  les  propriät^  de»  ligneB  K^o'^^'iQi'C*  Gt  de*  Ugnee  de  courbnre  de  IVUlp- 


,  SLI,  49. 


ellipsoide.     HÖret-Blanc     N.  anil,  math.  XLI,  JK 
.  Section   d'on   ellipaoTde  par   an   c6ne  ajunt  poiir  baae  une  eectJon  {inadp«l> 
de  relHpBOide.    J.  Boudenee      N.  tino    matli.  XLl.  ISO. 
Vergl.  OberBÄchen  8&8.    PotcDtia!  726,  7i8. 

SUiptUdlia  TruueandeiiUii. 
Beitrage  lur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    U.  ßaoaenberger.  CnOt 

XCm,  328, 

;,  Sur  leB  d^veloppemenU.  par  rapport  a 

li{x)   et  de   leiira  puissaacee.     ü    nuu.t-,     i.ui 
.  üeber  die  elliptischen  Functionen  zweiter  Art.  G.  Fn 

I,  Reduction  of  the  elliptic 

Jacobi'e   functioas. 

1,  Ueduction  of  integtals  of  the  form    /  ■   —      ■ 

Journ.  math.  XVIIL  245- 
I.  Sur  la   maltipHcation  des  fonctiom  elliptinut 
LXXXVUt.  414,  508,  698 
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G.  U.  Stuart  QuHt 
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Hl.    Compl.  tvod 


Vergl.  Differentialgleichuagen  469      Sphärik  762,  763. 


TanD«n. 
>.  Zur  arithnietiscbeD  Theorie  der  algebraischen  Fonnea.  L.  K 

XCIU,  S6&. 
..  Sur  la  throne  de«  formeB  asaaciiieB  de  M.  M.  Clebsch  et  Gordan.   Sylvei 

Coujpt.  read.  LXXXVI,  «8. 
t.  Ein   AlgorithmuB   zur   Behandlung    quadratiacbei  Formeu.     Herinet. 

Archiv  LXVlil.  432 
t.  Sur  )m  conditioiiB   poar  qu'une  forme  quadratiqne  de  n  diffäteotiellM 
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totiilit4  des  variableB  qu  ÜB  renferment.  M   Le 
468. 
Vergl.  Substitutionen  758. 

,.  Beweis  eiues  Biemanu'Bcheii 

Grün.  Archiv  LXVIII, 
:  Sur  une  propri^t^  des  fooctionä  enti^res.  E  Picard.  Compt  rendLXXXVlIi. 

I0J4. 
;.  Snr  les  d^veloppementD  des  fonctione  de  M.  Weierstrass  suivaut  l«e  puiiMsca 

croisianteii  du  module    U.  Aodrt.    Compt.  reud.LXXXVL  M98.    [Vsrsl 

Nr.  l!6.] 
'.  Sur  une  claise  de  fonctious  non  unitorme«.  E.  Picard.  Compt.  rend.  LXXXVIII, 

85ä. 
:  Sirr  ane  clawe  de  fonctioui  transcendantea.  E.  Picard.  Compt  reud.  LXXSVI, 
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).  Sur  lea  fonctioas  teüee  <\tie   F\sin  — 3:j~  F{x).     Appell.     Compt,  rvnd. 

LXXXVfll,  iö2ä. 
[    Theorie   des   sinus  des  ordrei  BDpärieure.     Ytod  Villarceau.     Cotnpt.  rend, 

LXXXVl,  1160,  1316,  1287, 
I.  Sor  lee  fonctions  qui  uaiegeiit  du  developpemeot  de  l'eipreuiOD 
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[l-2a^  +  a'a'i    '    . 
Eacary,    Compt.  rend.  LXXXVl,  1461. 
RfliDftrtiiie  relative  ä.  deui  lutiSgraleB  obtenues  par  I^mö  daa»  la  Uifiorie  ana- 
lytique  de  la  chaleur.    Eacary.    Cumiit.  reud,  LXXXVll,  6*6. 
Vergl.  Bemoulli'auhe  Zahlen.     BcBtiiumLe  Inlegtale      Determinanten.     Diffe- 
rential Kleichungen.    ElliptiBohe  Trans c enden ten,    (iammafunctionen.    Set' 
tenbriicne.   KuKelfunctionen.   Reihen.  Subatttutionen    Symmetriaehc  Fulic- 
tionen.    Thetafunctionen.    UltraulliptiBche  Trans ceadenten.    Unendlich. 


Oammafnnetian«). 

le  de  la  fonction  r(,x}  et  d'une  aatre  fonction  traoB- 
Compt.  rend,  LXXXVl,  953. 
OeodAila. 
>.  üo  variations  in  tbe  vertical  due  to  elaaticilv  of  the  eurth'a  Burrace.    0.  U. 
Darwin.    Phil,  Mag.  LXIV,  409. 

Osometrle  ld»imptiT«j. 
',  PremierB   öMments   de  la   geumetrie   descriptive.     A.  Mannheim,      N.   aoD. 
matb.  XLl,  3S5,  433. 

Oeamatrla  Cb^thors}. 
>.  Sur  un  principe  uniqne  contetiaut  toute  la  th^oi 
d'ordre  on  de  cfasse  queleonque.    P.  Serret 

116. 

I.  Snr  les  foyera  des  courbe«  de  «'*™"  claaae.  P.Seri 

I.  Sur  l'involiition  dana  les   courbe«   de  degrä  «.    P.  Serr 

LXXXVll,  843. 
.  TranBformation   par  »ömi-droiteB  rßoiproqueB,     Laguerrt 

XLl,  bi2 
.  Zur  Conetruction  reciproker  Pankte  des  Dreiecks.     E.  Ha: 

LXVIII,  44-.i. 

,  Tbdortme  Hur  Ic  quadrilatere  gauuhe.     N.  ann.  math.  XLl,  b23. 
.  Ueber   eine  KaumcurTe  rierter  Ordnung  und  erster  Species.     H.  Schroeter. 

Crelle  XCIU,  läS. 
.  lieber   due  Strahlen Bjstem  zweiter  Claese  eecbster  ÜrÜDnog  von  der  ersten 

Art.     Tb.  Reye.     Crelle  XCIU,  81. 
.  Zur   syntbeÜscben   Conatructiun    der  C(>m.plexe   «weiten  Grades.    W.  8tabL 

Crelle  XCIIl.  316, 
Vergl.  Dilferentialgleiehungen  4T5,  476,     Kegelacbnitte. 
Oeomstrla  (UnamatLiohel. 
'.  Bapport  sur   un   memoire   de  M.  Raten   de   la   Goupilliere  relatif  am   lignes 

eugeiidr^vg  daoa  le  mOQTement  d'une  figure  plane.    De  la  Oournerie. 

Coiopt.  rend,  LXXXVl,  b^^.    [Vertfl.  Nr.  6.) 
r  un  mode  de  tranaformation.    A.  Mannheim.    Compt.  rend.  LXXXVllI, 

lias,  1179. 
'  la  aurface  de  l'onde  at  sur  la  tranBfonnation  d'un  pinceau.  A.Haniihe)>« 

Compt,  rend.  LXXXVll!,  1348. 
I.  8uT  la  thäorie  du  däplocement.    Halpben.    N.  ann.  math.  XLl,  39S. 


Compt  rend.LXXXVIII, 
8erret.     Compt,  rend. 

i.  ann,  math. 

Grün,  Archiv 


.  Sar  In  cinämatique  dei  Ggni 
dant  Ir»  vari^Us  pUces 

'.  Bur  let  conditioD»  qiie  doit 
un  B.Tst^me  iovariitble,  i 
ane  ~ou  plneieurs  directii 


continups  tur  lee  surraeea  cosra .  _  -  -  . 
I  courbes  M  Levy,  Compt.  read  LXXf 
'«mplir  un  eapace  Dour  qu'on  ;  poiMe  d^placr 

partir  de  I'une  quelconqoe  de  ses  poaitioaf,  dun 
■■    '  Compt,  rend.  LKSXVI,  87V 


i^triqae«  du  d 
.  [VerKl-  Nr. 
E.  Uabich. 


point.    V.  Liguin 
nath.  XLI,  HS. 


,.  Tb^oräme  dn  cin^matiquc 

OsiBhichta  dar  HatliMnallk. 
>.  A  lUt  ofwritingE  OD  determiniinta.    Th.Miiir.   Quart.  Joum.  math.  XVnr.  Iin. 
i.  Bur  la  EolutiuD  de  l'^quatioD  Ax'  +  l^y*.    Aristide  Harre.    CompL  raiL 

LXXXVin,  77,  283.  -  C,   Henri  ibid.  2S;l. 
J.  Lettre  de  Buffba  ä  Laplace  tut  la  cerUtude  moriile.    Compt  rend.  I.XXSVUI, 

1019. 

t,  La  Therm  od  rnaniique  et  Les  travaiix  de  Sadi  Camot.    H.  Csrnot.    CotnU 

rend.  LXXXVO,  9G7. 
).  Sur  rinveotton  des  divenes  disponitionB  de  rhäliom^tre.    De  la  GonrnsriCk 

Compt  rend.  LXXXVIlt,  215. 
).  Näcrologue  de  M.  Biena^m^.   De  im  ournerie.  Conipt  rend.  LXJCXVII,  I 
Tergl.  Kugel functionen  6ii.    Mechanik  6eo.    Zahleutbeorie  803 
Olelehtuigeii. 
l.  8uT  la  mftbode  g£oni£triqiie  pour  la  Eolution  des  i^quationB  num^riqufl 

tou9  l«s  degri^s     L.  LaUnne.    Compt   rend.  LXXXVII,  lfi7 
!.  FormuUe   in   the   theory  of  cquationB.     Chr.  fludaon.     Quart.  Jouru. 

XVUI,  74. 

i.  Sur   les  gquatione  räeglvantce.     A.  E.  Pellet.     Compt  rend.  LXXXVOI,  « 
L  On  eqiial  root«  of  equation«.    Ch.  Hudson     Quart,  Joum  muth.  XTUl,  t 

aa7.  —  Cajley  ibid.  236. 
1.  Conditions  ponr  que  dee  äquations  de  formes  donn^es  n'aient  pae  de  r 

reelles    positives,    aient  de«  racinea   imaginaires,   aient  au   moins   deui 

racines  imaginairea      Moret-Blanc      N.  acn.  math.  XLI,  »6B. 
i.  Ü^terminstioD    des    racinee   imaginaires    des    ^quutione    alg^briqat«.      Ti«ii 

VilUcceau,    Compt  reud.  LXXXVl,  14-27 
1.  Sur   la  determination   des   racines   imaginairts  des  ^quations  algäbfiqvc«.    J- 

Farka«.    Compt.  rend.  LXXXVII,  791,  Iü27;  LSXXVUI,  373.  666. 
).  Zur  Theorie  der  Abel'tchen  Gleichungen.    L.  Kronecker.    CreUeXCHl,  lU. 

(VergL  Nr.  787.] 
i,  Beitrag  laT  LöBuog  ron  Gleichungen  bdheren  Grades.    Tb.  Sinratn.    Gnu. 

Archiv  LXVni.  S83. 
).  Zur  Gleichung  dritten  Grades.     Th.  Sinram.     Grün,   Archiv  LSVIIL  H» 
1.  Aiolviblecaseof  the  quintic equation.  Cayley    Quart  Joum.mslh.XVIIl.  IM 
i.  On   the  Jacobion   seilie  equation.     Cayley.     Quart    Joum.  math.  XVIIl,  M. 
f.  Heber  einige  Abel'sche  Gleiohungen  vom  sechsten  Grade,  die  sich  mit  Hilft 

einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  aaflOeen  lassen.     H.  Weiss.     Gmn. 

Archiv  LXVIII,  304. 
I.  On  a  theorem  of  Jacobi's.    A.  £.  Forayth.    Quart.  Joum.  math.  XTIIl.  3ti 
i,  Sor  les  öquation»  algiSbriques  de  la  forme  (i'-a')v(*)  =  ''-  Berloty.  Nanu. 

matb.  XLI,  173. 
J.  Rationalmacben  einer  Summe  »on  a"*"  Wurzeln.    Stan.  Bychlicki.    Grün 

Archiv  LXVIII,  180. 
J.  Sur  las  conditions  de  l'eiistence  d'un  nombre  di'teiminä  de  racinea  communei 

^   deux   ^quatioQs   donn^ea.     Simunnet     Compt.  rend.  LXXX.VIII,  i^ 
).  Solution    d'un    Systeme    d'cquations   tinäairea,      J.   Parkas.      Compt    Kod 

Lxxxvn,  .N23 

I.  Häsotution  d'un  ayst^me  d'äquations  quadratiques.     Moret-Btanc     N.  «nit 
math,  XLI,  266. 
Tergl.  Determinanten  459,  460.     Elimination. 
Oraphiacli«  AnflHiongBil. 
).  Sur  la  räsolution,  an  moven  de  tableiiui  graphiques,  de  certains  profal^« 
de  co«mographic.      Ed.  Colligoon      N.  ann.  math.  XLl,   490.     [TbtsI 
Bd,  XXVTNV  4i9.I 
I.  Sur  l'emploi  des  m^tbodes  graphiqueapour  la  pr^diction  des  occultatiou  n 
«clipaea.    Hatt    Compt.  ce od.  LXXXVl,  SOS.    [VergL  Nr.  as.J 


Homogcnaitlt, 
rSB2.  Sur  VhOTaott6a6it6  dans  Ice  furmuba  de  phvBique.     J.  Bertran 
rend.  LXXXVI,  916. 

Sjinäyjiajnik, 
683.  Sur  la   th^orie  compl^te   de   Ja  sldbilitä  de  l'äquilibre  des  con»  flottantg. 
Quyou.     Compf.  rend    LXXXVI.  1SJ6. 

684.  On    the    equilibrium   of   liquid    couductiaB    miisees   charcred   with   electricity, 

M  Rayleigb.    PhiL  Mag.  LXIV,  184. 

^VjCBfi.  l'eber  die  Teräuderungea  der  AxeaTerhilltniue,  Schwerkräfte  und  der  Rata 
^F  lionagncbwindigfaeitcD   betnogen  flüsaiger,    um   ihre  Axe   Trei  rotireuder, 

^p  cylindriai'her  Oleicbgewicbtefiguren,  durch  CoodeDsatioo  oder  EiuauBJon 

bei  conetiiDter  Masae   und  Euergie.     0,  Kuutze.     Grün.  Arcblv  LXVIII, 
273. 
&86.  Od  tbe  effect  npon  the  ocean-tides  of  a  liquid  siibatratum  beueath  the  eartb's 
cru»t.    0.  Pisber.    Phil.  Mag.  LXIV,  213. 
^    AST.  Kccherches  de  M.  Popotf  relatives  k  I'expreesioD  des  conditioaa  du  tnouve 
W  '-  meot  des   eaui   dane   les  ^gouts      De  Saint-Venant.     Corapt.  rend. 

^^  LXXXVU,  719. 

^^nB8.  Theorie   et   fonnuleg  concemaut  l'actiDn  retardatrice  deg  paroU  des  couranta 
HT  liquides.     P.  Boileau.     Compt.  rend.  LXXXVII.  48,  18*. 

^HnS,  Die   Bewegung   eines   RotntionakörperB  in   einer  incompreasibäln   Flüssigkeit. 
■^  All,.^ehfllke.     Urun,  Archiv  LXVIII,  11.1. 

^HwO.  Des  pertes  de  Charge  qui  se  produisent  dans  l'^coulemcnt  d'un  liquide,  quand 
^r  la  Hection  vive  du  fluide  dprouve  un  accroissemeiit  brusque.     J.  Boussi- 

^  nesq      Coinpt.  rend.  LXXXVII,  491 

bi[.  llydroälectricit^  et  bydromagne'tisnie,    Bjerknes     Compt  rend.  LXXXVIU, 
165,  ESO.    [Vergl.  Hr.  205  ] 

^(ä>3.  Propriätä  de  l'byperbole  äquilatäre  puuaut  pur  quatre  points  prii  arbitrairo- 
ment  sur  une  circonfirence,    Moret-Blane.    N.  aun.  math.  XLI.  380. 
.  Sur  des  hyperboles  variables.     U.  Lez.     N.  ann.  math.  XLI,  123. 
Vergl.  EllipEe  507. 

Hyperboloid. 
Sur  rinterseution   de  l'hjperbolotdo  de   ri^voliitioD   et   d'uno  droite.     Eag. 
Bouche.     K.  aon,  math.  XLI,  97. 
Tergl.  Paraböloid  709. 

I. 

Imsginlrsi. 

.  Sur  une  nouvelle  repri^sentation  des  quautit^s  iiuaginaireB.    Üuporl.    Compt. 

rend.  LXXXVIfl,  t07o. 
.  Sur  une  interpretutioD  desvaleurs  imaginuires  du  tempseo  möcaniqm-.  Appell. 
Compt,  rend.  LXXXVII,  1074. 
Vergl.  Qleicbungen  666,  566,  667.    Zahlentheorie  786. 
lOBlmmsiltBlB  Integration. 
On  integrating  and  other  apparatus  for  the  measurement  of  mecbanical  and 
electrical  Ibrcea,     C   V,  Boys.     Phil.   Mag.  LXVIII,  77,  193. 
.  An  int«grating  aneiuometer.    W.  Baily.    Phil.  Mag.  LXIV,  212. 
Integration  (unbestimmt«). 
699.  Sur  queltiue»  integrales  ind^finieB.    S.  Healis,    N.  aou,  math   XLI,  343. 

600  Valeur  de    i'"^^^^  --  -  '^^ ■     H.  B.  D.    N.  ann.  math.  XLI,  626. 

801.  Valeurs  de  dem  integrale«.     F.  Borletti.     N.  ann.  math.  XLI,  37G. 
^^^^  Invariantonthecri«. 

^^Hb,  Sur  la  loi  de  r^ciprocitä  des  invariautB  et  covariant«  des  quantics  binaires, 
^KT^  Sylvester.     Compt.  rend.  LXXXVI,  446, 

^^B$,  D^terminatiou  d'uue  limite  aup^rieure  au  uombre  total  des  invariant«  et  oo- 
^^K^  variiints  irrMuctibleH  dea  formes  binaires,     Sylvester.     Compt,  rend, 

^V  LXXXVI,  1437,  1491. 


ÜistnviHch  -  literarische  Al>thei1uug. 
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601.  Sur  IcB  covariant-"  dea  formes  Mnaires.     C.  Jordan.     Compt.  ratd, 

102. 
60ft.  Sur    lea    covariauta    fondamentaux    d'un    ay^t^me   ciibo  -  quAcIratique    biourr. 

SjlTBiter.     Campt   read.  LXSXVli,  !42,  367,  415,  477 

606.  Sur   les  covariante  irr^ductiblea  du  qunntit  du  säpti^me  ordre.     Sj^lvettcr, 

Compt.  reud.  LXXXVll,  &U6,  899. 

607.  Bor  le  netime  complet  des  iavariiuitB  et  coTariaots  üräduotib'eB  appart«aaat 

i,    la    ioniie    bmaire  du   buitiejue   degrä.     S jl v e a te i,     Compt   n-ud. 
LXXXVI,  ifild. 
Vergl.  DifferenlialgleichuDgen  466.    Gleicbungeu  672,  JH 


S^eltctmitt«.  ^H 

6l)S.  Sur  un  crit^rinm   telatir  ä,  la  throne  des  sectiona  coniquea.     Halpben.    N. 

ann.  math,  XLI,  5. 
G09.  D^duction  du  th^oreme  de  Paacat  de  la  propri^t^  fondiinientale  dee  polaim. 

U.  Dufau,    N.  ann.  math.  XLI,  99. 

610.  Notit  Qber  das  Paacarstbe  re«p.  BrianchoD'acbe  Sechseck.    Fr.  Urftfe.  CMlla 

XCIll,  ia4. 

611.  üeoäralisatioii   du  th^oreme  de  Brianchon  nt  de  lltexagone  de  Paac»L    E* 

Braasinoe.    N.  aun.  math.  XI.I,  318. 
61ä.  Propriätä  d'une  conique  inacrite  daos  da  triangle.    Moret-Blauc.     N.  shil 
math-  XLI,  382. 

613.  Cotiiaae«  taugenteii  aui  quatre  cOt^a  d'un  carrä.    J.  A  asellfc    K.  kob.  ibiIIl 

XLI.  17... 

614,  Fropriätäa  relatives   aux   fo^ers   et  uui  cerclea  focaux  dans  lea  coniqnea.    X. 

Antomari.     N,  aiin.  math    XLI.  lO:!.  ^ 

615.  Lieu  des  foyera  des  coniques  piuaaDt  par  riDteraection  d'une  circonf^ren«  et 

de  deux  droitea  parallöles  donnL^eg.     Moret   Blanc.    N.  ann.  math.  XLI, 

616,  Sur  rinvolation  de  pluaieurs  paints  aar  une  conique.     Weill      N.  ann.  math. 

XLI,  62, 
6n.  CoDBtructtoD  der  gemeiosamen  Eletnentf  xwerer  Kegelscbiritte.  J.  Streiattcr. 
Gruo.  Archiv  LXVIII.  889. 

618.  Coniquea  puasatit  pur  les  poitita  d'inleraectiou  de  deus  drcDuMrencea  et  tao- 

gente  ä  toutes  lea  dem,     N.  ann    matlt.  XLI,  »51. 

619.  Coniqaea  pa^sant  par  les  pointa,  d'intersection  d'une  ellipse  et  d'une  bjpertiole, 

L    KiBD      N.  ann.  math.  XLI,  378. 

620.  Th^ioreme  relaüF  iL  un  certain  r&eau  de  quiitre  sectiODS  coiu<|ves.     K.  Hof- 

mann.    N    ami.  math.  XLI,  321  ^^ 

621.  On    harmoiiically    circamacribed    conica,     C.   Taylor.      QuarL   Jootn.  noH 

XVIIL  BO,     [Vergl.  ßd.  XXV!,  Nr.  411.]  ^^1 

632.  Zar  Theorie   der   Kegelachnitte.     Ed.  Mahler.     Qnio.  Archiv  LXVII1.4H 
[VergL  Bd.  XXVll,  Nr.  142.1  .^1 

623.  KegelachnittbÜBchel-Conatnictionen.  Fr.  Bergmann.  Gruii.ArcbirLXVIU.iM, 
Vergl.  Ellipse.     Hyperbel.     Kreia. 

Eettanbtticlie. 
624    Sur  ia  rädnction  en  Iractions  continues  de  e^">,  i''(«)  d&ignant  un  polynOiBI 
entier,     E.  Laguerre.    Compt  rend.  LXXXVll.  Sit)-  " 

eS5,  Sur  la  r^dnctioo  ea  fractiooa  coDÜnuea  d'uae  claeso  aseez  ^tendue  de  fonc 
E.  Laguerre,    Compt.  rend,  LXXXVll,  923. 
Kr«il. 

626.  Propriät^   d'un    triangle  rectaap;u!aire  dont  1e  eomuiet  de  Tangle  t 

doDBä  taodis  que  rhypot^nuee  est  tangent«  ä  uoe  oirconföreace  doi 
LeB.    N.  ann,  math. XLI,  433. 

627.  Od  the  circles  which  cut  ortbogonally  the  inacribed  and  eecribed  c 

triangle.     H,  Hart.     Quart  Jouru.  math.  XVUI,  363, 
688.  Ü  et  C'  ^nt  lee   centres   des  cerclea  iuacrit  et  eiinecrit  d'un  triangle 

on  u  ÄB.AC  =  ÄO.A(y      A-  Causae.    N.  ann,  math    XLL  4  " 
629.  Si,   par  lea  pointa  de  uuntact  d'une  tangent«  commune  k  deux  circ 
qui  ae  coupent,  et  par  un,  de  leiirs  point«  d'intersection,  on  : 
une  Circo  Dlärence,   aon   rayoa  sera   moyen  geomftrique  eotK  lee  r  , 
des  deux  premiera  cerclea.    A.  Lebland.    N.  ann.  math.  XLI,  374. 


AbtinndlungBrcgiiitei 


G30.  Propri^t^  de  deux  pointa  aita^s  eo  dehore  d'iine  oirconfärence  par  rapport  ä 

cette  drconKrenee.    H.  Cartier.    N    at\a.  math.  XLI,  436. 
6^1.  ReiatioD  eaire  le»  dietaocea  mutuelleis:  1°  de  quittre  poinU  situ^s  sur  un  m^nie 

cercle;   2"  de  siuq   poiuU  »itxtia  siir  irne  laime  ephere.     X.  Antomaci. 

N.  aan.  matb.  XLI,  462. 
e:i3.  ÄireE  d'uu   triangle  rectangulaire  ioeerit  dans  un  cercle  et  d'nn  trapfeie  dont 

UD  c&td  »t  laDgeat  &  ce  cefcle.     H.  Lex      N.  ann.  math.  XLI,  ISG. 
Vergl.  RectificatioD  733. 


I 


Vera].   AnaljtUobe   Geometrie  der   Eben« 


Analjtische  Qeometritt  des 


B  433.    Ellipsoid  609.    OberQItcbeii  681.    Optik  69B. 


Hcrmite.    Compt.  reud.  LXXXVI, 

les   tt'rmci  soot  lei  foDctioiiH   y.  de 
Compt  read.  LXXXTIi,  1186,   1313. 


ii36.  Od  the  Holiition  of  Ibe  equatio 
Steiotbal.    Quart.  Journ 


638. 
639. 
640. 

£41. 

IE 


IminlicaW. 

r   le»  propriätüa  m^caniqueE  de  la  leniniicate,     H.  Kea 

XLI,  481. 


.1,    N.  gjta.  math. 


Compt.  1 
LXXÜV 


■uiilelLlÜttgk«lt«n. 

Die  regelmäsaigeo  liaear  begrentiten  Figaren  jeder  Aniabl  von  DinieDaionen. 

R.  üoppe.    Gma.  Archiv  LXVIll.  151. 
Innere  Wlntel  aller  regelmOsaigen  linear  begrenzten  FiKuren  vun  vier  Dimen- 

Bionen.     ß    Hoppe.     Grün.  Archiv  LXVIII.  110.     [Vergl   Nr.  äö6  ] 
(Jeher  die  Stellnng  der  Ebene  in  der  Vierdimeneionengeometrie,     K.  Hoppe. 

Grün.  Archiv  LXVIII,  378. 

Kecliuik. 
Bemarha  on  abaotnte  BTstems  of  phveical  onit«.    A,  F.  Sundell.    Phil.  Mag. 

LXIV,  81. 
Sar  un  th^oreme  de  H.  Viüarceuu.     Ph.  Gilbert    Compt.  r«nd.  LXXXVI, 

4a.  —  Cerruti  ibid.  300.  —  J.  Lemoyne  ibid.  301.    [Vergl.  Nr.  ä73.] 
Sur   la  compoaition  dea  acct^leratiooB  d'ordre  quelconque  et  BUr  un  probl^me 

piuB  gän^ral  que  oelui  de  la  coitipaaition  des  mouvementa.    M.  LevT. 

■       lt.  rend.   LXXXVI,    1068;    LXXXVIl,    S69.    -    Ph,    Gilbert   ibid. 

--     -  LiiiBant  ibid.  LXXXVIl,  204,  377.  —  Liguine  ibid 

LXXXVIl,  593. 

Th^orämea  auc  lea  accäiärationa  ciinultiin^ee  dee  pointa  d'un  solide  en  niouve- 

nient    Gruey.    Compt.  rend.  LXXXVI.  1241, 
.  Chercber   la  fonction   d'attraotioii   qui   exige  un  mouvcment  demandä  d'un 

point  assujetti  ä  reater  tat  oae  aurfaco  donn^e.    0  a  m  b  ey.   N.  ann.  math. 

XLI,  50S. 
.  Mani^re  directa  de  ramener  la  cumpoeitioa  des  forces  coocoarantes  k  la  tbäorie 

du  levier.    E.  Braaainne.    N.  ann,  math   XLI,  SSO. 
.  Sar  une  nouvelle  forme  des  coordonnäea  dans  le  probläme  des  denn  corps. 

H.  Gylden.    Compt   reod.  LXXXVIU,  860,  963. 
.  3ur  na  thöor^me  de  dynamique,    F.  Siacci     Compt.  rend.  LXXXVUI,  909. 
.  Sur  le  mouvement  d'un  eorps  qui  ae  d^place  et  se  deforme  eu  restaut  bomo- 

thötique  a  Im-mflme.    Ü   Fouret,    Compt.  rend,  LXXXVUI.  327. 
.  Sur  le  parallölinme  dea  aiea  de  rotation,    G.  Site.   Compt.  rend.  LXXXVUI.  23. 
.  Ou  Itoltztnann'a  theorem   on   tbe  average  distribution  of  energy  in  a  aystctn 

ot  material  point«.    C.  Maxwell.    Phil.  Mag.  LXIV,  299, 
,  A  theorem  nn  tbe  diesipation  of  energy,    S.  H.  Burbury.    Phil.  Mag.  LXIII, 

417. 


2f)3  HiHtnrUch  -  litorRrinclifl  Alittn^itnng 

701    Interference  pheuomena  in  a.  new  fonn  of  refractometer     A.  &.  MiÖEflQ 

Phil.  Mag.  LXIll,  236. 
705.  NoQveaa  BpMtrotcope  ü  Timon  dtrecte.     Tbollon.    CompL  reud.  1 

3S9,  Mb. 
306.  8aT  une  chambr«  elaire.    Pellerin.    Coinpt.  rend.  LXXXVI.  164. 
107.  Uu  pouvoir  fmiesi"  des  flammea  colon-es.    Goiiv.    Compt  rttad.  LXXXV] 

418. 

F. 

PU*bBl. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Ruumes  434. 
Taniboloid. 

7DlJ.  Sur   lex  iisraboloIdeB   da  second  ordre  osciilat«ur8  aiix  surfiiccs.     A.  Piod 
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baren. 
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